
du rôle international de notre langue. Il utilise d'autre part, beau-
coup  plus  que  je  ne  l'avais  fait,  le  langage  et les  notations de  la 
logique  moderne.  C'est  un  progrès  considérable  qui  permet  de 
mieux  cerner  la  pensée  euclidienne.  Qui  voudra  s'appliquer  à 
analyser  les  livres  géométriques  d'Euclide  par  les  mêmes  tech-
niques  aura  le  plaisir  de  rejoindre  les  préoccupations de  David 
Hilbert dans le premier des ouvrages que je viens de vous signaler. 

Rubrique des  problèmes  de  l'A.P.M. 

Cdte  ntbriqut'  e"\t  pour  1(,  plah;!r,  (>(·Iui  Ilui  lit/US  rail  dmbir J('i'\ m",lh~mali(IU('i' à  \'iUiLl 
ailS, \', lIun difl't'tl:'I'JU'u{ pour nolrr .. n~-1~m>menl. 

13"  lIin"au  lU'  doil  pal'  (,xt:éd~r nIui dl'li clal','W$  fm:pùraloirt's ou des deux  flrt'mién's 
an!li'e~ i!('  f,u:uh(.  I.:n  rnlaÎn  c'aracl~ri' d'originaIW';  dan~ l'énOJli't t'st  souhaite,  O'~ (JIll 
"xdu!,  ~'n pilrlit'u1i .. r.  Ics  applications immidialt"$ d ..  théor':mes clas'''lqut's, ou  lt~t< pruhlè· 
nw" d(.jà  paru...  dan1' d'autres rt'vue1'. 

Sï  fauleur ;l'un  l~noUt~i' Jù·;;t  pa t'U  merure  ,l'en  doont"  la  liOlutiun,  il  doit a'Tolt1-
IkfWH:f  son  t"nvui  du  fnillximum  d'înftmnaliom; tmu:ermml  I.~ IJrublènlt',  afin  d'aid.·f  (PI< 
rp:!)otl&tbies  d~~ la  rubrique.  'in aoti'risqtu' "ignak un problèJBt" dont lu solu lion fI'{'l$1  pa:-
eontluc  lh~ (,t'Uli._d.  L.~ BuUdin pubtit·  Je!i mt'iUl"urt'i'. solutlons. 

EflOfUèf.t\ el  solulions  sur  ft'uiUt's  &~pan'..'!i t"l lap('~ a la  madline  .sIl  \0\1'<;  plaiL 
''\'oubliez pas lIe  "j~ncr. Toulf' t:orrel<pontl;uU'l"  (~onct~rnllulla rubri(fUt"  f':.l.J  .n1rt'lW.·(, à: 

MotloÎeur (;;'rurd Lr::TAt; 

RJ1bri(lUI~ de;.;  ptohlr.mel! 
1.  I~. T.  d.  t;L~:IlMO~'/' 

lLP.  29  
(,  :1  1 7  Il  ,\( iBlElIE  

ENONCES 

Les  solutions  des problèmes suivants doivent nous parvenir avant 
le 15 juin 1973. 

Enoncé nO 29 (G. COLLOMBAT  Chambéry) 
Soient  Hl '  ... , Ho  des hyperplans de  l'espace  réel affine de dimen· 

sion  p  tels que si  t..;  p + 1 • l'intersection de t  quelconques de ces 
hyperplans soit une variété  linéaire de dimension p  t  (donc vide 
pourt= p  + 1). 
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) : 1.. 
2 

p 

L C
k 

L'hyperplan affine H. limite deux demi-espaces ouverts H+et H.-~, , , 
Les signes C j ± étant aléatoires, indépendants et de même loi 
définie par: 

montrer que 

Enoncé n" .10 (F. POLVÊCHE - Nevers)  
Deux échelles de longueurs respectives 2m et Sm s'appuient simul- 
tanément  et  de  façon  alternée  sur  deux  murs verticaux et paral- 
lèles.  Les  extrémités  basses  s'appuient  sur  un sol  horizontal.  Ces  
échelles "se coupent" (en vue profil) à  lm du sol. Quel est J'écarte- 
ment des deux murs ?  

Enoncé nO .11  (A. ADLER  Paris)  
Soit  un  polygone  convexe  possédant  un  nombre  impair de  som- 
mets  n. On trace toutes les diagonales, décomposant ainsi le poly- 
gone en  polygones  partiels.  Démontrer qu'aucun des polygones de  
décomposition  ne  peut avoir  plus  de  n  côtés  et  que, s'il existe un  
polygone de n côtés, celuici est unique.  

Enoncé nO .12  (I.R.E.M. de Strasbourg)  
Soient  deux  familles  finies  :A,) et  {B,} i E [1,2, ... , n} de  points  

d'un  espace euclidien  telles  que  pour tout  (i, j) C  (l, 2, ... , n Ion  

ait  liA Ali .; liB. B.II. Estil  vrai  que  l'enveloppe  convexe  des  
i J  1 J 

lA,) est  isométrique  à  une  partie  de  l'enveloppe  convexe  des 

{B, }? 

SOLUTIONS 

Enoncé nO 22 (J. LAGRANGE  Reims) 

Soit  n  et s  deux entiers strictement positifs; r  (n) est le nombre de, 
solutions dans Z de l'équation 

2
(1) x;  + x;  + ... + X  = n 

s 
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autrement dit r,(n) est le nombre de décompositions de n en 

somme de s carrés. 

Montrez que si n est premier à s, r,(n) est divisible par 2 s. 

Exemple: r 3 (1) - 6 
car 

1 = 12 + 0 + 0 ~ (_1)2 + 0 + 0 = 0 + 1 2 + 0 = •.. 

Solution de l'auteur: 
On écrit toutes les solutions de (1) et on les additionne. On 
obtient: 

(2) :!; X, 
2 + ... + :!; X, 

2 
= S 

XI 
2 

= n r,(n) 

s étant premier à n, s divise r,(n). Comme r,(n) est pair, on en 
déduit que 2 s divise r,(n) si s est impair. Pour s pair, il faut raffi· 
ner  un peu. 
On écrit l'équation (1) sous la forme: 

222 
:  ...  + X = n  XIX 2  s 

i
2

et on compte les équations pour lesquelles x: = ; i entier positif 

donné. Il yen a r,. 1 (n) pour i = 0 et 2 r,_ 1 (n - i') pour i > O. 
On en déduit: 

(3) 2 :!; i' r,_I(n-;') 
i~1 

(2) et (3) donnent 

2s:!; i' 
i~1 

Donc,pour 2s premier à n, 28 divise r (n). Si s est premier à n et s, 
pair, on a n impair et 2s est premier à n. La propriété est complè·  
tement démontrée.  

Enoncé nO 23 (M. BOURDEAU - Sheerbrooke Québec)  

Soit n un entier ;;. 6. Si a ' al ' "', an sont des entiers ;;. 0 , on o 
pose: n a. 

P(X) = :!; X 
.- 0 

Si P(X) est identique à ~ 
n 

a. X 
k 

, alors 
k= () 

- 214-
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P(X) ~ (n - 3) + 2X + X2 + X" J 

Solution de Charles AUQUE (Clermont)  
Dans la relation et celle obtenue par dérivation faisons Xl; on a  

" "" 
Lai~n+1 et 

i:::: 0 

Cette dernière peut s'écrire 
a ~ + 2 a + ... + (n-1) ano a2 J 

Posons a = p , on a donc a ;:' 1 et p;;>(p-1)ao p p 

Cas 1 p>2 d'où  1 

mais 
p 8, + 2a + ... + (p-l) a + ... + (n-1)a 

... J P li 

~a,=l a.•= 0 pour i;;> 3 et i '* p 

a, .;; 2 et a,;;> 2 donc 

p+l+2+1 = n+1 =- p n 3 

Donc pour n ;;> 6 

Cas 2 
p ~ 2 d'où  a = 2

1 

Deux polynomes possibles: 

a,=l Pu(X) 2+X+2X' +O.X 3 +0.X' 

a, ~ 0 P (X) = 2 + O.X + 2X2 + O.X J 
3 

Cas 3 p=l a
1 

= 1 a = 0 n 

donc a = 2et 
l 

Un polynome : , l 3
PJ = 1 + 2X + X + O.X 

Autres solutions de: Jean Paul FISCHER (Ecole Normale de 
Montigny-les·Metz); Bernard LANGER (C.P.R. Strasbourg); 
Madame MARTIN (Paris); J. SEVIN (E.N.G. Arras); VIDIANI 
(lycée Berthelot, Annecy) et l'auteur. 
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Enoncé nO 24 (Communiqué par M. VIDIANI, Lycée Berthelot, 
Annecy) 

Un sultan décide qu'après sa mort, les f femmes de son harem 
seront à partager entre ses m ministres de la façon suivante: 
Le premier ministre choisira d'abord la plus belle femme puis le 
(l/k)ième de ce qui restera ensuite. Dans ce qui restera ensuite une 
fois que toutes les femmes du premier ministre auront été dési-
gnées,  le  deuxième ministre choisira les deux plus belles femmes et 
prendra  le  (l/k)ième  de ce qui  restera ensuite.  De  même,  le  troi-
sième  ministre choisira dans celles qui resteront les trois plus belles 
femmes  puis  prendra  le  (l/k)ième de  ce  qui  restera,  et  ainsi  de 
suite jusqu'au dernier ministre. 
Quels sont les triplets (f, m, k) possibles ? 

Solution de R. CUCULlERE (L.C.M. de NoisyleSec): 

D'après  l'énoncé,  f,  m,  k  sont trois  entiers tels que f  ;;>  1  , m;;>  1  .  
k;;>2.  

(Si  k = 1  ,le triplet (f, m, k) est (f, 1,1) 1.  
Il  s'agit  donc  de  trouver  à  quelle  condition  existe  une  suite  
(i ) (suite  des  "parts"  des  "ministres")  dont  les  termes 

ri I~o<m 

sont des entiers positifs, telle que: 

fi = 1 + ~ (f - 1) 

1
f,  = 2 +  k (f - fi .- 2) 

f n = n + k'1 
(f - fi - ... - f n 1 n) 

et ainsi de suite jusqu'à f • On veut avoir de plus
m 

fi + f, + ... + f m = f 

Si on pose  So  = 0  et, pour tout n  tel que 1 .;;  n  .;;  m  , 

Sn = fI + f, + ... + fn 

on doit avoir pour n  quelconque compris entre 1 et m: 

f = n + l  (f - S   n) = kl n _ls  + L 
o  k  n- 1  k  k  0  1  k 
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Soit si n ;;. 2 : 

k-l 1 f
f , = -k- (n - 1) - -S + n k n-2 k 

!..f
k n-

f = kIf + k-l 
n k n' k 

k-l k-1 k-1
f -(k-1) ~-f +-- (k-1) ~'-(f + 1- k]
Il k n-l k k n~m 

La suite n ~ f - (k-1) est donc une suite géométrique, ce n 

qui donne: kl)n-, 
in - (k-l) = -k- (f, - (k-l»( 

(k Ir  l f=!k-l)2 + k-1 
\ k 1 k 

If (k.l)2] (k-l)"-' + (k - 1) 

D'après le  théorème de G~uss, f
n 

sera entier pour tout n ssi tous 
les kn divisent f - (k -1)- , 

soit s si: 

fi 

La suite convient ssi Sm ~ ~ f = f • soit : 
0"" 1 n 

1 k-l) m
1--(-kf-(k-l) 2 

+ m (k-1) = f
k 1- k-1 

k 

[f-(k-1)'] [1- (k~~)m]+ m(k-l) f 
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[m - (k - 1)] km = [f - (k 1)'] (k _ 1)" - 1 

D'après le théorème de Gauss, il doit exister Q entier tel que 

1m - (k -1) =  Q (k _l)m 1 

Qk rn1f-(k-l)' = 

Soit lm = Q(k-1)m 1 + (k -1) 

1f = Q km + (k - 1)' 

On distingue deux cas: 

Premier CIlS:  k = 2 

m = Q+ 1 Q = m-l f= (m-l) 2
m + 1 

Ona f - 1 + 1 = (m _ 1) 2m 
-" + 1 

2" 

parts décroissantes.de 

fi = (m -1) 2
m + 1 à m, 

1e  dernier "reste étant ainsi nul. 

Donc ici 
(f, m, k) = (m - 1) 2

m + 1, m, 2) 
pour tout m E N* 

Deuxième cas:  k ;;" 3 

On sait que, pour tout entier naturel n on a 2" > n . Donc si on 
avait Q;;" l , ceci impliquerait: 

Q(k l)m-l .. (k-l)m 1;;" 2m =, .. m-1 

et comme k - 1 ;;" 2 
m -- l 

m = Q(k-1) + (k-1) > m-1+2 = m+l , 

ce qui n'est pas. 

Donc Q = 0 et donc m = k-1 ==lO> k= m+ 1 

2f = (k-1)2 = m
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Soit (f, m, k) = (m2 ,m, m + 1)  

résultat encore valable, mais déjà trouvé, si m 1.  

Dans ce cas, toutes les parts sont égales il m. Ce partage est équi- 
table (en quantitéJ. 

En  conlusion",  les  triplets  solutions  (f, m, k) sont,  quel  que 
soit  mEN  : 

{1  + (m -1) 2ffi ,m, 2" 
2  ' 

(m  ,m,m+ 1) 

Autres solutions de Jacques BERNARD (Clermont), J. BOULARD 
(Paris),  E. KARAM et A. AKIKI (Paris),  Melle SAMBARD (Saint 
Quentin). 
J. SEVIN  (E.N.G.  Arras)  et  l'auteur,  qui  pense  que,  son  énoncé 
initial  ayant  été modifié,  il n'est pas clair que le  nombre de  fem-
mes  soit  épuisé  il la  fin  et  donnent  une  solution  de  ce  nouveau 
problème,  trop  longue  pour  être  reproduite  ici.  D'autre  part,  il 
propos  de  ce  même  problème,  R.  CUCULIERE  nous  adresse  la 
lettre suivante: 

J(' vou:;  adre,,~f' ('ijoinlla ilolution du  woblf~me (no 24 Hulletin A.P.M.  numéro 28(.. 
l>ai,'i'  995).  NouIO  allOns affaln'  it·i à une gt'nerahl;laUoli du "problème ,j.. 1a  succc,s...ion" dt, 
'\!i(,ola8  CIIH)lIET  (trl.~m(~ sh~dd. Voir  par  ext',mp}e  "La mathémaliquf'  de:,;  jeux" {Ji. 
M.  KRAITUHK  ({;authinViUah>,  1933)  p • .29.  Ce  problème  peUl se  p~r de  di'ierl'c:. 
manières.  rar  (':x(~m[ll(' étanl  donn{'  un  nomtm: a  ri un  réd a leI  (Iut:  0 <a < 1  • des 
(rhl'!'~' pôlrlagenl un hf:rilagt',  dt'_  .~nrte qtW  II- u·ièmr pr~'nd nit  el  a:  f()Î~ le  rt',sh'.  [}anrl 
I~" cas.  on  trouVt'  .:ommc  id  'lue  la  ",uite  des  pitrll"  t'si  unt'  :;ultf'_  ~éométrique plus une 
<:on!o!taule.  I)one  lonlt'.~ II~" (làrll!:  >'tml  é~ales si  d('llX  parti' ronl  êgal(~s, Et comme en  lou~ 
.'4"':  It'  nombn'  dt'  p<t.rls  t""t  un  t~nlit"r (mfome  t>Î  ml  ne  ~~ppo.'Ie pat>,  t'omme  dans  If' 
r;rOblf~n\f' A.P. \1,  24.  que  It'S  parbi  SUfll  tirs  Jlulflhre!S  <mlif;r,,),  Je  pl'o!>Jème  n'est pos.sÎlAe 
IIÙ(~ si  a= III...  Si  d<ltl ...  l'i'n()f!(~': on  ~IIJIl0i>(' lItH"  toutt:'! le1i  parts  r;onl  /~galc;-;, on a  un 
Jlr(Jbl(~mr du  premit'r  degré,  {lu'on  j.wut  poser  en troi~it:mt' pour  varÎer  i'ordinaïre.  JI 
~ffjt à  nos  ('hers  pt'lit~ d'écrire  que  It~", deux pi<'mïèrt'~ parts !3Ont  égales:  HI'  tronvenl 
<liu"i  la solulIou,  mai~ sans  pereevoÎr  clairement pourquoi j'égalité de  t~es deux  premirres 
l)<lrl~ impliqut'  r{'~ilf dtl!i\  autreli,  'lue l'on J,W  borne à constater. 

E" .. mple: de,;.  fr('re" SI'  l'artaJ,!;t'ul  un hérita!!;I'. 

Lt~ {JrrUlier prt'nd  1000 Jo'  et  lO';"*  du reste 
1.(' :o.c·wud  I)rrnd  2000 F fllO~o du  nouv(-'~u rrcSlr 
d ainsi  dl~ Nuite, 
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Trouver rhtritaf!I', I~' uombn:' dt~ fr(~res ,'l 1.1 p<lrt dt" dHll'un, liadlant ijUt': 
1) Tnu!\ les ff(:r{'j.( ml! fa mi'llH' I>art 
2) D(!\lx deI;' frèN's onlla mi~lIlt' part 
:H Mêmes Qut'stionli aVl~1: 8 1;0 <lU liI~1I d~~ lO<1,u 

l n prohlt~m(: aual()gut~ a (-I~ posf av{'c k =7 aux Olympiade;;. lnlernalionalt's(cn 19ft7, 
je (~roh.) el l'énoncé sc trouve dans Je Bulletin A.P,M., numéro ~.i9, Uan... l'énont~i· on 
parlar.;(·ail d{'l' médaïlles, t'l non df's ff',mmf'l'i. llle pt'tik remarqut' li n .-ujd: li,,, puotw(Oi' 
m" sont pas lUnOCf'-llhs. Jt' nf' n'Ji" p<lR que t'f' Stiil très ",ympalhiqIH' ~,our' nm; ilmi:; aral~'" 
de lt'l' pn:udre t"omme hêros trhislorit"U/~1' d"uu gOÛl douknx. J'ai ('liHt'iW1è dl'-ux am; l'II 
Algt;ric el Cf' pays" tourn; "'eri> le prngrrs, fait pf'll~r à bif'n d'autn'j.( l'bmwl' qut" Ir;.'-
iIrrndlf's grivoiserÎes sur  Ir~ ~mll<lns, "'il harems d  loult>  j'ellc IHli'r<llun'  doutcu,~e, 

Evidemmt~nl ced  n'olt"  ri(~n. au  fond,  à  rinlêrÎ~t du  flmblrme  cl de  la  rubrifJut':  (~n 
;,tnr.uJ. 

Cordialemenl. 

Enoncé nO 25  (A. BLANCHARD  Marseill .. )  
Il n'est  pas  possible  de  répartir  les entiers positifs en  un  nombre  
fini  de progressions arithmétiques dont l'une soit de raison stricte·  
ment supérieure aux raisons de toutes les autres.  

Solution de Philippe REVOY (Université de Montpellier) 

A  tout partie E de  N,  nous attachons la fonction fE (x) définie par 
la  série entière  2:  lin  xn  où  an  =  1  si  n  E E  et an  =  0  sinon. 

•  ;;'0 

Si  E est une progression  arithmétique, 

E  an  + b  n;;'O 

et si E,  et E sont deux parties disjointes de N,
2  

f E  UE  + f,  
1  2  2 

Ainsi l'énoncé implique: 
b ,k1  x

eN  = 2:lx  ,., •,
1  x 

Il  est  clair  alors  que  si  a.  1  < ak 
(2i")  est  pôle  du'  exp  a:-

second membre sans l'être du premier, d'où le résultat voulu. 

Autres  solutions  de  l'auteur. 
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