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ECHANGES

Essai de critique constructive
des bases de Venseignement
des mathématiques®

par H. GACHET ( Grenoble}

INTRODUCTION

Dans la modernisation de 'enseignement des mathématiques
certaines facons de faire prennent le pas sur les auires, Plusieurs de
ces nouvelies habitudes, concernant les bases mémes, me paraissent
critiquables et assez faciles & améliorer,

Cet essal ne cherche pas 3 tout bouleverser mais a mieux
adapter la forme au fond,

Cependant une unité dans 'enseignement est souhaitable et je
pense qu’un changement sur les fondementis fait par un professeur
isolé peut avoir plus d'inconvénients gue d'avantages.

Nous allons envisager ies notions de définition, de relation et
d’apphication,
DEFINITIONS

Voici divers {ypes de formulation qui ne me satisfont pas du
tout,

I. FORMULATION AVEC “SI”
du type run .. estun ... 5.

Exemple : Un triangle est ispcéle s’ a deux cOtéa égaux (Geux au
moins}.

{1} Ariicie védige en 1971,
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Ce qui me géne le plus dans cetie définition, c'est la confu-
sion entre implication et dguivalence logigue. Cette formulation
affirme seulement que tout triangle qui a deux cotés égaux est
isocéie, alors que 'auteur de cet énoncé pense habitusilement qu'‘il
vient de convenir que tout triangls docéle o deux cotés égaux.

8i un manuel ou un professeur se permet cela, il devra s’at-
tendre & cette confusion chez les éléves et non seulement dans les
définitions ; pourguoi ’accepter 1a et la refuser ailleurs ?

On vpit méme que la confusion entre une implication et sz
réciprogue découle natureflement du fait de les confondre toutes
les deux 3 Péquivalence,

Remarques :

un... estyn .. évoque une implication ;

les ... sont des ... évoque aussi une implication ;
les... vont les ... évoque une équivalence logique,

Exemples : - un homme ivre e8f un homme dangereux ;
- les chiens sont des mammiféres ;
- les Parisiens sont les habitants de Paris.
De toute facon, le pluriel dans une définition me paraft préfé-
rable guand H peut y avoir plusieurs éléments vérifiant cette défini-
tion {et méme fant que Pon n'a pas démontrd unicité}.

Il. FORMULATION du TYPE :
... e8t défini per la dennée de | ...

Exemple : Une relation de E vers F est déterminéde par une partie
de EX ¥,

En simplifiant un peu, je pense qu'une définition doifl étre un
critére permettant de voir si “un éiément” convient ou non, et par
suite ce type de formulation est incorrect. Dans Vexemple précé-
dent, EX F permet de définir bien de choses, (EX F)* par
exemple.

Que penserait-on de la définition suivante de triangle dquila-
téral en géométrie plane 7
Définition : un triangle équilatéral est défini par la donnée d’un
bipoint (le centre et un somrmet).

Voici un cas précis qui me semble se rattacher a ce type de
définition : dans un cours od l'on distingue chaque proposition de
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sa valeur fogigue (ce qui revient a la possibilité pour deux proposi-
tions d'étre vraies tout en étant distinctes) et oft Pon désire gue
A = B soit une proposition, définir implication par sa table de
vérité est une formulation du type Il.

Ce que je viens de dire pour l'impiication s’appligue asux
autres esnnecteurs logigues @ ou, et, ete , .

FORMES CONSEILLEES :

Il est assez facile de modifier les formulations du type I de
facon a échapper aux critiques précédentes.
1} Utilisation de “on appelie™.
Exemple : On appelie triangles isocéles les triangles qui ont ...
Ce type de formulaiion est clair et commode pour les noms et les
adjectifs mais il convient mal pour les verbes et les phrases com-
plétes.
2y Utilisation de “signifie’.
Exempies : - Triangle isocéle signifie triangle quia ..
-a appartient 3 b signifie ... (ou encore ’élément a
appartient 4 'ensemble b signifie ...}
- a divise b signifie ...
- M divise {A,B) dans le rapport k signifie ...
Ce genre de formulstion eonvient méme pour les verbes et les

phrases complétes comme on le voit sur les trois derniers exem-
ples.

e type de formulation réclame une annonce du genre “défini-
tion : ...»% ou encore : Ypar définition .7,

Exemple : Par définition, a divise b signifie ...
Je préfere ces deux types de formulation au suivant :
3) Utilisation de “si et seuiement &,

Exemple : Un triangle est isocéle si et seulement i ...

Ceci me paraft lourd, absirait peur un déhbutant et méme discu-
table.

Les définitions du type Il cachent en général une difficulté de
fond. Pour les rendre correctes il ne s'agit pas de modifier la forme
mais d'imaginer, de choisir’ une définition, parfois imparfaite
quand il s’agit d'une notion de base (notion premidre) teile que
élément, ensemble, proposition, variable, charmyp.
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Nous verrons plus loin un essai pour Iz notion de relation.

Envisageons le cas des connecieurs logiques portant sur les
propositions ; pour la conjonction et la négation on peut référer au
sens usuel. Pour la disjonction on peut définir “A ou B” comme
étant *“1’une au moins des propositions A, B est vraie™.

On peut définir “A impligue B'’ comme étant “‘il est faux que
A et non B”, c’est-a-dire : Non {A et Non B), On peut lui préférer
“(Non A)ou B” plus simple en apparence, mais peui-étre plus
abstrait.

fes tables de vérité de ces connecteurs résultent de ces défini-
tions, elles ne peuvent pas les remplacer,

RELATIONS

Mes critiques concemant les habitudes pour la notion de
refation sont les suwantes :

1} L’imprécision de la définition par une partie de EX F
déji expliguée plus haut (ke fait gu’une partie de £ X F ne précise
ni E ni F confinme 'imprécision).

2} La priorité abusive donnée aux relations binaires,

3) La confusion entre les concepts logiques (relations) et les
éléments.

Je vais indiquer sommairement comment j'envisage 'ensei-
gnement €lémentaire concernant les relations, cela permetira de
préciser les deux dernidres critiques.

Les 8léves seront, par des exemples simples, habituds a la
notion de variable dans un champ {ou référentiel), c'est-3-dire 2
considérer des éiéments et des propositions dépendant d'un
élément du champ {ce champ sera le plus souvent un ensembie},
ceci en utitisant une lettre ou un signe appeié variable.

Exemple ; x étant variable dans R, on pourra considérer “2x + 17
on “3x > 47,

Dans le premier cas, on poumra dire qu'il s’agit d’un élément
dépendant de la variable x dans R ; dans le deuxiéme cas, on
pourra dire gu'il s’agit dune *‘proposition” dépendant de la
variable x dans R.

il est commode d’appeiar conditions sur E les “propositions”

dépendant {ou mieux pouvant dépendre} d'une variable dont le
champ est E.
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Les @leves seront habitués 3 manipuler sur des exemples des
conditions d'une variable dont le champ est N, Z, R, FPespace
géométrique {ensemble de points}, la classe (ensembie d’éléves). Iis
seront amends a comprendre que la négation d’une condition est
une condition, gue la conjonction de deux conditions est une
condition, de méme pour la disjonction, Vimplication, 1'équiva-
lence. Ensuite on fera apparaitre la notion de quantification
universelle, existenticlle dune condition (c'est une proposition}).

On donnera des exemples de recherche des éléments du
champ pour lesguels une condition devient une proposition vraie.
I} est assez commode d’appeler ces élémends solutions de la condi-
tion, mais solution sert aussi pour indiguer la rédaction de la
réponse & un probléme, ce gui est un inconvénient.

I! est également commode d’employer les mots réspudre,
résolution pour la recherche de Uensemble des solutions (exclusi-
vemenit Jorsgque le chamyp est un ensemble).

On pourra noier C(x) une condition et x.

SIMPLIFICATION D'ECRITURE :

L fait de préciser le champ des variables permet d’accepter
¥ x C{x) au lieu de ¥ x € E C(x), d’accepter 3 x C(x} au lien
de 3 x€E O(x) et d'accepter §xICx){ m lieu de
g x € E | C(x} g

Les conventions suivanies ont également pour but de simpli-
fier I’écriture !

Lonvention 1

Celui qui formule une proposition, verbalement cu par éerit,
affirme qu'elle est vraie, & moins que le contexte nindique le
contraive,

Exempies : “2< 0 ou 1< 3™ affirme que la disjonction des pro-
positions est exacle, mais la présence de “ou” indique clairement
que *“2 < 07 n’est pas affirmée bien qu’elle soit formulée.

“1 < 0 est une proposition’ n'affirme pas que 1 < 0.

Convention 2

Celui qui formule une condition affirme qu’elle est exacte

pour tout choix de la variable dans son champ, a moing que le
contexte n'indique le contraire.
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Dans les exemples suivants, x est une variable dont le champ
est R. :

Exemples : “x* = 0”
“x+ 1P =x>+2x+ 1"

“Résoudre 2x + 1 = 0” n’assure pasvx 2x+1=0,

‘“‘Consideérons I'ineéguation x2 > 1 n’assure pas
¥x x?> 1.

“x>Qoux<1”n’assurepasvx x> 0,
“x(x* +1)= 0+ x= 0" n’assure pas ¥x x = .

On voit par ces deux derniers exemples que la convention 2
permet de sous-entendre une quantification universelle portant sur
tout un énoncé, mais qu’il ne faut pas sous-entendre une telle
quantification seulement sur une partie d’'un énonce.

Inversement “Non{x < Qoux> 1) (x> Qoux<1)” est
bien exact quel que soit le réel x, mais il ne faut pas confondre cet
énoncé avec :

“Non(¥x(x<Qoux>1)e (x> 0etx<1)” qui n'est
pas toujours vrai. Il ne faut pas non plus confondre avec :

“Non (VX (x<Ooux>1))= Vx(x=0etx<1)’ qui est
faux.

Remarquons cependant gue I’énonce “x? > Qet x+ 1> x”
assure que ¥ x (x? >0 et x + 1 > x); ceci assure également (ue
vx x?>0et quev¥ x X+ 1> x; cette remarque s’applique &
toute conjonction.

Convention 3

II est commode d'accepter la notation a= b= ¢ pour indi-
quer (a=b) et (b= ¢), a, b, ¢ désignant des propositions ou des
conditions ; ceci interdit d’abréger (a = b) = ¢ de la méme fagon.
Il est commode d’accepter de fagon analogue a< b+ ¢,

Exemple :
2x+4=10 x=-2

2x+)i(x-1)=0= ou = ou
( )
x-1=0 =1

Dang cat axemple, les conventions 2 et 3 s’appliquent et sim-
plifient considérablement la rédaction.
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Si on refuse les conventions précédentes dans un cours ou un
manuel, on risgue soit de les utiliser sans s8'en rendre compte, soit
d’éire conduit 3 introduire des notations et des définitions du
genre +.— (inférence), 2. , < , comme on en trouve dans certaing
manuals,

Certains voient des inconvénienis a parler d’équivalence entre
éguations algébrigues ol les ordres de multiplicité de solutions ne
sont pas les mémes. Je ne pense pas que ces inconvénients soient
importants : il serait dommage de se priver de la notion fondamen-
tale d'équivalence logique pour les équations. Si on veul un mot ot
une notation pour indiquer 1'équivalence avec conservation des
ordres de muktiplicitd, on pourra emplover “équivalence forte™ et
le digne<spar exemple.

On est naturellemnent tenté, en s’inspirant de la notion ¢"ap-
plication (discutée phis loin), de débharrasser la notion de condition
ds celle de variable libre dans le style x~+(x > 1} ou x est variable
dans R. Il r'est pas certain aujourd’hui gue cette facon de faire
soit intéressanie, tandis que la conservation des variables libres a
fait ses preuves, par exemple dans les théories logiques du premier
ordre. 1! y a d'aflleurs lieu de distinguer ies relations suivantes sur
R:x>1,y>1.

RELATIONS BINAIRES (¢ deux variables)

On peut reprendre ce qui précéde avec deux variables, dans
un méme champ ou dans deux champs différents.

Exemples : x et y étant variables dans B, x < y est une relation
bingire, ’
M étant variable dans Pespace géométrique et P étant
un plan variable (dans l'ensemble des plans de
Vespace), M € P est une relation binzire,

Cette notion de mlation bingire en X, v de E vers F est voisine
de la notion de condition dans ke produit cartésien des champs,
mais il vaut mieux ne pas confondre x < ¥ ou les champs sont R
avec pi 2 < plaz Ol le champ de z est R? (et ol pj, z désigoe e
premier élément du couple 2}.

La notion classique de graphe d'une relation binaire est com-
mode ; on aura intérét a adopter les deux notations
}{x,y) IRxy ], (xy)€EX FIRE,}{ en se limitant au cas
ot les champs sont des ensembles, R(x.y) désignant une relation
sur E, F.
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Avec un souct d'uniformité, on peut appeler résolution d’une
relation la recherche de son graphe. Pourquoi n’appellerait-on pas
graphe d'une condition Pensemble de ses solutions 7

Remargus @ Le graphe, 8 Tui seul, ne caractérise méme pas la rela-
tion A une équivalence prés, # ne précise ni les champs ni les
variables.

On pourra intraduire ;
VxyIR{xy); VXy)CEXTF R(x.y}
FxyIR(xy); J(XY)EEXF R(xy)

Plus tard; on powrra introduire les notions de résolution
partielle et de guantification partielle et les notations ! x | R(x,y)
ensemble dépendant en genéral de y ; et ¥ % R(x,y) condition
eny.

RELATIONS N-AIRES (d n varighies)
On opérera de fagon analogue puis on appellera relations :

les propositions (ou relations 4 0 variable) ;
les conditions (ou relations 8 1 variable) ;
les relations n-aires (ou relations & n variables).

Celte unité des relations est fondamentale ; la négation d'ane
relation est une relation, la conjonction de deux relations est une
relation, la quantification d’une relation est une relation, Les
connecteurs logigues, la gquantification et la résclution ne peuvent
porier gue sur des relations. )

On remarquera que toute propogition est une condition en x
sur E quels que seient Ia variable x ¢t sen champ B,

Toute condition en x sur E est ausst une relation en .y sur
E,F guels que soient ia variable y et Je champ F.

Ce qui précede explique ms crilique “priorité abusive sux
relations binaires” ; je pense que leur étude devrait toujours étre
précédée d'une étude des conditions et que le langage et les note-
tions devraient rendre nafurel le passage des conditions aux rela-
tions binaires, puis ternaires | i est loin d'en 8tre aingd.

En efiet -

a} le iangage “‘relation de E vers ¥ ne se préfe pas 4 uns générali-
sation |
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b} la représentation sagitiale se généralise mal également (elle resto
utite quand E = F})

c) la notation x R y commode dans bien des cas particuliers
{x < ¥,x € ¥} se généralise mal.

Pour éviter d’insister sur ce qui distingue Jes relations
binaires, je condamnerais le a) ; pour le b} je n'utiliserais pas de
fléche lorsque les champs sont disjoinis. Pour le ¢}, je préférerais
Rix,y} sauf dans les cas particuliers classiques,

Je profite de occasion pour critiquer la forme classique “soit
g relation x Ry x + vy = 1" ;eneffel, T Ry=+x+y=1"{on
les champs soni précisés) ne définit pas la relation x Ry car,
comme pour les propositions, il est bon de distinguer deux rela-
tions équivalentes. On aurait pu dire : “Seit k R y une relation
équivalente & x + y = 17, ¢’est correct ; mais jemploierais plutdt :
“Hoit R{x,y) la telation x + y = 17,

Jde pense qu'actuellement on fait trop souvent en mathéma-
tique des confusions enire les articles définis et indéfinis, H est
facile de corriger ce défaut, ia clarté y gagne,

Exemples de fautes classiques :
== Trouver Iz condition nécessaire et suffisante pour que ...
~ Trouver 'équation de la courbe ...
— Quel est I vecteur directeur de la droite ...

APPLICATIONS

Nous avons vu gue les relations {(concepts lngiques} se
présentent comme des concepis pouvant seuls “‘subir” une
conjonction, une dquivalence, ete. ; dans les théories les plus clas-
siques les éléments {(appelés auss1 concepts substantifiques ou
termes) peuvent seuls appartenir a un ensemble, &ire substitués a
une variable, “subir’’ une égalité,

1l n’y a peut-bire pas d’empéchement théorique a ce qu'un
concept soit 4 la fois logique et substantifique (relation et élé.
ment} mais cela n'apparait pas dans les théories classiques.

Dans les théories dlémentaires, les concepts sont soit des rels-
tions, soit des éléments, mais non les deux 2 la fois ; je pense gue
cefte position est bonne pour des débutants ; de toute facon, il
importe de bien distinguer les deux types de concepts car ils ne
seront pas traités de la méme facon {ils ne subissent pas les mémes
opérations).
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8i Y'on considére maintenant ies nouvelles habitudes concer-
nant la notion d'application, on vait que ce concept est, par défini.
tion, une relation, mais il est traité comme un éiément. On {rouve
P’égaiité de deux fonctions, on ne trouve pas d'implication {f = g},
ni d'éguivalence logigque enire applications {f < g}, on ne parle
jamais de la négation d'une application.

On ne voit jamais f et g désignant deux applications de E dang
F, (f= g) o= (f= g}, ni{f= g} = {{+ g} cela choque et pourtant
o'est trés défendable aveo la position actoelle. (1)

It faut choisir : ou bien on définit application comme relation
et on respecte ceci, ou bien on définit application de fagon qu'une
application soil exclusivement un élément (ce qui n’empéche pas
y = f{x) d’étre une relation).

A mon avis, il n’v a pas i hésiter ; le premier choix boulever-
serait toutes nos habitudes concernant Pemploi des applications et
le langage en particulier. Le deuxieme choix modifierait la défini-
tion, mais pour la suite, nous pourrions garder nos habitudes et
éviter un bouleversement pénible.

Le concept classique d’application peut étre defini comme
triplet (E,F,A) ol E et F sont des ensembiles et ol A est une partie
de EXF telle que ¥ xcE, 3! v F, (X,¥y)€ A, (éviter
(E,F,R) oi R est une relation). Ainsi toute application serait un
¢léement, cetie facon de procéder est correcte, elle a 'avantage de
permettre de monirer facilement que 'image est un ensemble.

(13 En ageord avee la plupsri des cours actucls -

Bi (¥ g slory
el fue soit Véiément x de E, solt ¥ son transformd par [, {x.v) vérilic la relation §
done (x5} vérifie la relation g #1 par suite ¥ o5t le transformé de = par g ; jout
élément de E a done méme ransforme par [ el per g done [ =g, done ;

{H= =" (=g}
1. décrochage A droibe ulilisd oi-dessus sl un prosddd, sguvent rommaode {surtout
au tableaw neir), pour indiguer iz porivée d'une hy poihése (o] de { = g), fe retour d
Falignement e Thypothese indigue gue cilie-ci est abandonnée. {Cecl st 1ié au
Thénzéme de Déduckion).
La rdciprogue de Pimplicaiitn petoédente o3t 8 peu pres cvidentt, donnonsen
cependant une démonstrs tlon pour monirer 1'simpiol e décrnchages ouperposds.
Bil=g
Bi (¥} witrifie £
¥ ¢t e transfonné de x par 1, doac ¥ est le fransforme de x par ¢ {puisque { =g}
done ix,y) vérifie £ 81 par waide
£ g i en résuite ghe

G T gl = {152y
H en réufle, en tenuni comple de Ia démopciration qui préedde eolioeel, aue
{F =) {1 55 g, ’
On poweralt mmontrer de fzgon analogue que (§ = g) & (I < g},
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J'accepte done une telle définition, mais ceci dit je me
demsnde si Pon ne devraib pas epvisager de renoncer & avantage
ci-dessus pour avoir une notion plus simple, plis naturelle pour de
jeunes esprits.

T Ere suggestion

Accepier la notion d’application comme notion premiére
gvec un sens intuitif do genre : association d'un élément &
chaque  édlément d’un ensemble. La notion de couple e celle de
n-uplet pouvant &ire déduite naturellement {au Heu de faire
Pinverse).

Cet aspect de Vapplication s’secorde bien & la notion de
valeur d’une application pour une valeur de la variable, 4 la nota-
fion x=--=2x + 1.

Zeme suggezyion

§i l'on préfére déduire la notion d'application de celle de
couple, on pourra appeler applications les ensembles A dont tous
les éléments sont des couples et tels que si E désigne la premiére
projection de A et F la deuxiéme projection, on ait;
YEEE, I yEF, {x,y}€ A, ceci aprés avoir définl les projec-
tions en admettant ou {4 an niveau plus élevé) en démontrant que
ee sont des ensembtes,

Avec chacune des suggestions précédentes, on pourra définir
I’ensemble de départ de V'application, son image. Pour retrouver
certaings habitudes on pourra définir application de E, application
dens F {dont Pimage est incluse dans F) mais :

~1il n'y a plus de distinetion entre ensembie d’arrivée et image ;
—des trois notions: injection, surjection, hijection, seule la
premiére demeure, on pourra définir application inverse d’une
injection ;

— pour démontrer que deux applications f, g de E sont égales, i
suffira de démontrer que ¥ x € E f{x) = g(x}, ce qui n'est pas

suffisant avec la définition par le triptet (E,¥,A) ou il y a lieu de
verifier les égalités des ensembles d’arrivée ;

— pour déterminer une application d’un ensembile find, i suffira

d’un tableau ou symbole du genre /a2 b ¢ d) indiguant le trans-
X yz¢t
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formé de chague &lément de ensemble de départ ;

—une notation du genre x € RB~-2x + 1 suffira a préciser une
apphcation ;

— & un niveau plus élevé, dans e cas d’un homomorphisme [ du
groupe G dans le groupe H, il est classique de décomposer I en
trois applications :

1) Thomomorphisme canonique de G dans G/Ker f ;
2} un isomorphisme de G/Ker { dans £(G) ;
3} Vinjection canenique de {{G} dans H,

Cette froisiéme application devient inutile avec les deux points de
VUE PErOPOses,

Je crois qu’'ll est dommage de ne pas bénéficter de ces simpii-
firations & tous les ndveaux et surtout pour les jeunes enfants,

Ces suggestions concernent non seulement un changement de
présentation mais un changement de la notion, de ses propriétés et
par conséguent je ne pense pas qu’il soit bon gqu'un professeur
fasse isolément cette modification,

NOTATION POUR LES APPLICATIONS

Le nouvel usage f:xw—1+sinx (le style de la fléche
pouvant &tre différent} me semble facile 4 améliorey en utilisant
des idées générales.

En effet, passer de P'élément variable 1 + sin x 4 Papplication,
2 des analogies !

— aver le passage de la condition G{x} 4 la proposition V x C(x} ;
— avec le passage de la condition C{x) & 'ensemble ¥x f C(x)i ;
. 1
— avee le passage de {x)a .|.O f{x)dx .
Par exeraple, les concepis obtenus ne sont pratiquement pas
changés si 'on rempiace la variable par une autre en accordant

- 574



Bulletin de I'APMEP n°290 - Septembre 1973

"opération aveec cetie nouvelle variable; ainsi :
v x C(x) = Yy Cy), sx1iCx) =}yicwi

¢
1 1
J.O fix) dx = J-O fiv) dy.

Ceci conduit & noler Vapplication x—+1 + sin x, {ou de facon
voisine}, le groupement de signes x s étant analogue aux groupe-

. 1
ments Vx,?xl}, de4

On appelle souveni mutificateurs cos groupements, la variable
% £tant dite muette dans x—{1 + sin x), ¥ x C(x), etc ... {en Taif,
on parle phitot d’occurrence muetta}.

Bien entendu, il serait maladroit de proscrire
& Rewsl + sinx ; mais 1— ..., 2 + 3x—... soni a proscrire ainsi
que ¥ £{x} ..., 3 f{x) ..,

Ceci monire que la notation {; x-1 + sin x mélange deux
idéess : indiguer une applivation et lui donner un nom.

On 3 donc intérédt A préciser que x~-1 + sin x {oa x est une
variable réelle) désigne Mapplication elle-méme.

3i on veut I'appeler {, il 5°agit d’autre chose gue I’on sait bien
faire. Par exemple, appelons { Papplication de wvariable réelle
x—1 + sinx. Dans ve cas, on sura f= x~1 +snx ou
f=({xr—1+sinx}letnonf:x—1 + sin x.

CONCLUSION

Par son objet méme cette rédaction se limite a des iddes pen
classigues ; elle risque done d’8tre mal acceptée.

H est d'ailleurs trés possible gue certsines alfirmations soient
critiguables, mais it ne ’agit pas d"un tout a accepler ou refuser en
bloc. 8§ une partie seulement de cette &iude peut étre utile, je
n’aurai pas perdu mon temps.

Je suis prét & mon tour 4 recevoir vos critlques, ('en serais
méme heureux.
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