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PROGRAMMES DE 4* ET 3*™

Vers des programmes
quatriéme-troisi¢me

I. ENCORE EUX !

Les programmes de quatriéme-troigiéme sont en gestation
officielle ... depuis plus de dix-huit mois.

LA PME.P s'efforce d’'éhre fidéle 4 une double tdche :

— d'information, en diffusant lex divery projets dés gqu'ils sont
connus,

— de représentation, en critiguant ces projets — par référence aux
critéres maojeurs dégagés par ses diverses instances (Journées,
Commissions, Comité, Bureau} —

Ainsi en a-t-elle agi, dans les Bulleting n©s 308 et 309, vis-d-vis
de Uavant-projet de Uinspection générale.

Le Bulletin n° 312 a présenté la génése, et la critique
APMEP, dun projat “Acedémie des Sciences’ connu fir no-
vembre. II aurgit été logique gue ce méme numéro publie en méme
temps l'intégralité de ce projet et de ses annexes Malkeureuse-
ment, le volume excessif des documenis retenus pour cen® 312 a
fait remetire aut suivant un certgin nombre de textes parmi leeqicels
ceux de PAcadémie. Le Bureau national AP M EFP. prie les inté.
ressés, auteurs ou leeteurs, de bien vouloir agréer ses excuses pour
ce facheux contre-temps.
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Depuis, 'APMEP, a recu, de d. Giraud, un projet de pro-
gramme préaigblement remis gu minisidre. En franamettant son
projet 4 ecalui-ei, Pauteur a réclamé qu'il scit confiéd d un groupe de
travail pour lequel il ne s'agirait que d'un document de départ
~— parmi d’autres ., Ceci rejoint un voeu constant de U'A PME.P.

On trouvera ce “projet GIRAUDY & la suite des texies de
VAcadémie des Sciences.

Cela fera encore beaucoup de pages quatridme-troizieme, ce
qut exclut par le fait méme divers autreg textes fort intéressants
recus de Lille, Lyon, Strasbourg, Grenoble, Clermoné ...

IL NOUS PARAIT CEPENDANY NECESSAIRE D'Y AD-
JOINDRE UNE BREVE, MAIS FERME, MISE EN GARDE — qui
renvoie pour plus de délails au texte du Comitd national du
6/11777, texte paru dans les Bulletins 311 et 312 —. Cette mise en
garde nous paratt pius gue jamais d'actuniité

Henri BAREIL
Vice-Président Premier Cycle

TEXTES DE 1I’ACADEMIE BES SCIENCES
{Cf, Etude critique AP M.E.P. Bulletin n® 312}

L'ensemble des documents ci-joints conceme le programme
de mathématiques des classes de quatriéme et troisiéme {troisiéme
et quatridme années des colléges).

Il comprend :

1°} des ohservations de carscidre général,

2°) un projet de programie dans laquel Fordre des matiéres
n'est pas imposé,

3°) deux annexes fournissant aux professeurs qui le désire-
raient des exemples d’ordonnance logique pour les matidres du
programme précédent, et une troisiéme exposant une autre répar.
tition possible pour les matieres du programme entre les classes de

guatridme et trolsiéme,
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Les deux premiers documents ont été discutés par 1’ Académie
amendés et adoptés par elle, au cours de deux Comités secrets. Les
Annexes, rédigées par d’éminents mathématiciens, présentent des
vues personnelles détaillées, mais n’engagent pas 1’Académie.

Quelques remarques présentées par 1'Académie des Sciences au
sujet de l’enseignement des mathématiques dams les classes de
quatriéme et de troisiéme,

Observations d’ordre général,

A ce niveau, I’enseignement des mathématiques doit conduire
1'éléve & passer progressivement du stade de la simple observation
a celui du raisonnement. En méme temps, il doit mettre 1’éléve en
mesure d’utiliser ses connaissances en mathématiques dans les
autres disciplines scientifiques, et 3 cet égard il est souhaitable que
g’établisse une concertation entre les enseignants de ces diverses
disciplines,

I1 faut qu’a la fin de la classe de troisiéme on ait donné un
bagage suffisant aux enfants qui terminent lewrs études, et en
méme temps que ce bagage permette 4 ceux qui vont les pour-
suivre d’aborder dans de bannes conditions le programme de
mathématiques du second cycle des lycées. Aussi le programme de
mathématiques des classes de quatriéme et troisiéme doit-il étre
congu de fagon gue 1’éléve ait acquis la pratique des opérations sur
les réels, et notamment soit capable de faire des approximations
avec majoration de Perreur. En ce qui conceme la géométrie, il
devra avoir assimilé les notions essentielles de la géométrie eucli-
dienne plane et devra étre capable de résoudre quelques problémes
faciles de constructions géométriques. Il est souhaitable qu’il ait eu
en outre l’occasion de faire des observations raisonnées sur des
figures simples de 1’espace i trois dimensions,

Nous voudrions insister sur deux points. Tout d’abord, il
importe qu'il n’y ait pas de cloison étanche entre 1'enseignement
de 1'algébre et celui de la gdométrie, et que ces deux disciplines
n'apparaissent pas comme deux domaines étrangers 1’'un a 1'autre,
Il faut que I’éléve puisse ‘‘voir géométriquement’ lorsqu'il calcule
sur les réels, et inversement il doit pouvoeir traduire en calcul des
situations géoméiriques simples (translations, symétries, bary-
centres, ete...). Le second point concerne le mode de présentation
du contenu du programme : dans trop de manuels, 'éléve est sub-
mergé sous un flot d’énoncés évidents ou sans intérét, sous prétexte
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d’sider sx compréhension ; on sncombre ainsi inutilement sa
mémuoire, ot les mathématiques lni apparsissent alors comme une
discipline bien compliquée et confuse, gans idée directrice. 1) vaut
beaticoup mieux se Hmiter & quelques énoncés importanis, peu
nombreux, et qui suffiront a I'éléve pour résoudre les exercices
ou problémes qu’on fui posera en grand nombre. La concision et
ia précirion sont des qualités essentielles & un bon enseignement
des mathématiques, et elles sont compatibles avec un légitime
sonict de la pédagogie.

Remargques plus particulidres concernant Penseigriement de
ia géométrie,

La géométrie plane suclidienne, on ie sait awjourd*hui, n'est
autre, en fin de compie, que 'édtude d’un espace affine associé & un
espace vectoriel réel de dimension deuzx, muni 4’un produit scalaire
défini positif. Mais il va de s0i que ce n'est pas de cette fagon que
la géométrie peut &tre présentée i un enfant de 13 ans. Toute la
difficnlté de I'enseignement de la géométrie dans ces classes de
{ransition que sont la guatriéme et la troisidme provient du fait
qu'il faut partir de $'intuition acquise en sixiéme et cinguiéme par
'usage expérimental des insbruments de dessin (régle gradude,
équerre, compas, rapporteur} et, & partir de cette induition, amener
progressivement 1’éléve A raisonner et 4 manipuler consciemment
ies instrumenis pour ki faire acquérir peu a peu la notion de plan
euclidien et Pusage des coordonnées reciangulaires,

H n'est pas question de donner i 1’Sléve une présentation
sxiomatique de la géométrie. En revanche, il devra apprendre 4
faire de couris raisonnements, i partir de fails géométriques consi-
dérés comme évidents et done admis comme vrais, Ilans ret
apprentissage de ia réflexion et de la méthode déductive, il importe
que le maftre observe strictement quelques régles, Toui d’abord,
les faits que i'on admet & un instant donné et qui vont servir de
base au raisonnement doivent étre clairement énoncés ¢t ne préter
& sucune confusion dans Pesprit de 'éléve. Ensuite i raisonnement
doit éire rigoureuy ; il ne doit jamaiz faire appel & des hypothéses
non explicitement formulées, et a fortiori doit se garder des
cercles vicieux. Enfin il faut dviter qu’une propriété simpie, qui
est presque évidente sux yeux de Penfant, soft déduite par le
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raisonnement dune autre propriété moins évidente ou plus
compliquée, car alors I'éléve ne pourra pas comprendre quelle est
ia régle du jeu,

8l convient d’éviter une présentation axiomatigue, il est,
en revanche, indispensable que le masftre posséde, sur les matiéres
enseignées dans ces deux classes, une vue d’ensemble cohérente,
Autrement dit, i faut qu'll connaisse une ou plusieurs maniéres
d’axiomatiser la géométrie plane euclidienne (par exempie une de
celles proposées en Annexe), afin de pouvoir ordonner les matiéres
de son enseignement et choisir, en toute connaissance de cause, les
faits qu’il demandera aux éléves d’admetire, et les morceanx de
raisonnement auxquels i les initiera. Faute d™une telle vue d'en-
semble, le mafire risquerait d’entrainer les éléves dans des déve-
loppements inutilement compliqués et souvent stériles.

Enfin, il faut se garder de présenter 4 1’8léve des axiomati-
sations incomplétes, comme celle qui était proposse dans Tavant-
projet de programme et qui & provequé un tollé général, On y
donnait une caractérisation axiomatique du milieu d’un couple
de points, tout en refusant de savoir que ce milieu est a la méme
distance des deux points ; &t on ne voulait pas le savoir parce que
T'on s'interdisait, en classe de quatribme, de parler de Is distance
de deux poinis du plan, sous prétexte gu’il s'agissait d’éiudier
seuiement les propriéiés affines du plan. Or, méme si les autorités
compétentes décident, en fin de compte, de ze limiter en quatrie-
me aux propriétés affines, il est indispensable, au départ, de {abler
sur la notion de disignce de deux points du plan ; il s’agit de la
distance que l'on a appris & mesurer expérimentalement au moyen
dane régle graduée que 'on déplace dans le plan, nne fois choigsie
I"unité de longueur. .

Aprés de longues discussions, la commission désignée par
I"Académie a décidé de proposer un programme dont le contenu
s'éloigne aussl peu que possible du programme enseigné actuelle-
ment (3 cela prés qu'il comporte guelques suppressions destinées
a alléger ’'ensemble). On n'étudie donc en quatriéme que les pro-
priétés affines du plan, et le théoréme de Pythagore est enseigné
seulement en troisiégme, Cependant la commission ne serait pas
hostile 4 une évoluiion ultérieure du programme, gui pourrait
résulter d’une expérimentation dans les LR.E.M.
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FROJET DE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES
POUR LA TROISIEME ANNEE DES COLLEGES
{Classe de Quatriéme) :

Les professeurs ne sont pas tenus de respecter 'ordre du program-
me.

1. « Nombre décimaux et approche des réeis.

Nombres décimaux : écriture décimale (avec virgule), opér.-
tions, relation d’ordre, valeur absolue,

Valeur approchée & 10® prés (n € Z). Erreur ; erreur sur une
sommae, sur un produit,

Algorithme de 1a divigsion de deux nombres décimaux.

Introduction des nombres réels par des exemples de nombres
décimauyx iliimités (avec upe infinité de chiffres distincts de 83,
Addition et multiplication dans l'ensemble R dex nombres réels
{on admet les propriétés unsuelles de ces opérations), Régle des
signes pour Ia multiplication. On admet gque tout hombre résl x

non nul posséde un jnverse, noté x ¢ on o - Notation (x| et rela-
tions ix+yi < X[ + {yl, Xyl = Ix| ~ Iyl ,x7* = x[7' . Majo-

ration de l'erreur commise sur x~ ! en fonction de ’erreur commise
sur x,

Régles de cakeul sur les gquotienis y~'x , ou ;— ., hotamment
lorsque X of v sont entiers (fractions). Calcul de (a+b}?, de (a+b)
ta—b).

Définition de x" pour n € F ; réglas de caloul,

Résolution, sur des exemples numériques, d'équations et
d'inéguations du premier degré & une inconnue,

il - Géométrie plane

~ Le plan, ensemble de points muni d’une distance ; la distance
dip.g) de deux points p et g est un nombre réel > 0, une fois
choigie une unité de longueur ; changement d’unité.
Les droites sont des parties du plan, Deux points distirets
‘du plan appartiennent 4 une dreoite et une seule. Chaque droite
paut étre munie de deux “sens de parcours” ; demi.droite d’origine
p, segment de droile [p,q] d’extrémités p el g,
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Sur une droite orientée {ou axe), mesure aslgébrique d'un bi-
point (p, q) : notation pg . Relation de Chasles. Etant donné un

point, p, it existe un unigue peoint q de Paxe tel gue pq soit dgal §
un nombre donné, Abscisse d’un point sur un axe, une fois choisie
une origine, Abscisse du milieu d'un segment,

Les deux demi-plans définis par une dreite ; convexité.
Symétrie par rapport i un point,

Paraliéliome de deux droites, axiome d'Buclide, direction de
droite,

Parallélogramme (propre.ou aplati),
Projection du plan sur une droite, parallélement 3 une direc-

tion donnée. Théoréme de Thalés, Repérage des points du plan par
deux coordonnées. Coomlonndes du miliew d’un segment.

Equipollence de deux bipoints, Cest une relation d équiva-
lenhce. Translations ; composition des franslations.

Plan vectoriel ; le choix d'une ‘“origine” ( associe i chague

paint u le bipoint (0, u), appeié vecteur et noté q . Vectemr"ga
défini par un bipoint (p,q}. Translation définie par un vecleur ;

addition des vecteurs, relation Pg + g¥= pr.

Produit ku d'un 'wcbeur u par un nombre k ; relation
k(u+v} = Im + kv

Bases du plan vectoriel, ecordonnées relatives & une base. Equa-' .
tion dune droite,

Exervices : homothétie, barycentre, médianes d'un tmngie

Nota bene, - L'éléve dessinera lui-méme toutes les figures en
jeu ; les calculs vactonels enx-mémes seront aecormpagnés de
figares.

Remarque sur ce programme : le chapitre intitulé “Relations™
du programime actuellement en vigueur dans la classe de quatridéme
a été supprimé. Le vocabulaire de ce chapitre sera introduit au fur
et 4 mesure que Penseignement de la géoméirie fournira des
exemples.

- A03 _




Bulletin de TAPMEP n°313 - Avril 1978

PROJET DE PROGRAMME DE MATHEMATIQUES
POUR LA QUATRIEME ANNEE DES COLLEGES
{Classe de troisidime)

Les professeurs ne sont pus tenus de respecteur Pordre du pro-
gramme, .

L - CALCULS ALGEBRIQUES

1. On admet Fexistence de la racine carrée d'un nombre
réel positif. Approximation de la racine cartée. Racine carrée d’itn
praduit de nombres positifs, de Dinverse d’un nombre positif,

2. Représentation graphique de Is fonction v = ax + b,
Résolution d'un systéme de deux équations du premier degré &
deux inconnues, interpréfation graphigue. Systémes d’'inéquations
du premier degré. {On ne développera aucune théorie générale,
on traitera seulement des exemples numérigues).

3. Mise en équations de probidmes variés conduisant & des
équations et indquations du premier degré i deux incohnues,

II. - GEOMETRIE PLANE

Notion d'izométrie ot son lien avec la notion de solide.
Exempler d’isoméiries du plan : syméirie par rapport 4 un
point, translation,

Inégalité triangulaires ; cas de l'égalité. Toule isométrie du
plan {ransforme les droites en droites.

Symétrie par rapport & une droite. Droites perpendiculaires,
Plus courte distance d’un point 4 une droite. Les perpendiculai-
res 4 une droite D gont pamiléles entre elles, toute droite paral-
I&le 4 wne perpendiculaire & I est perpendiculaire & D. Existence
et unicité de la permpendiculaire 3 D pasgant par un point de D.

Médiatrice dun segment [p,g] (p et q distincis) : perpen-
diculaire 3 [p.g] en son milieu ; ensembdle des points équidistants
de p el q. Axe de symétrie d’un {riangle isocéle, Rectangle ; ses
deux axes de symétrie et son centre de syméizie,

Bissectrice de deux demi-droifes (axe de syméirie de Ia
figure),

Praduit scalaire §v de deux vecteurs i et V. Théoréme de
Pythagore et sa réciproque,
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Coordonnées dans un repére orthonormé : expression de la
distance de deux points, éguation d'un cercle, intemsection de
cercles et droites,

Problémes de construction utilisant la régle et le compas.

Angles. - On considére sevlement des secteurs angulaires
{intersection de deux demi.plans). On admet gu’un secteur angu-
laire peul &zxe mesuré 4 1’zide de la longuenr de 1’arc du cercle-
unité contenu dans le secteur {mesure en radians). Autres unités
de mesure : degré, grade, On appelle “angle de deux demidroites”™
Ia mesure du secteur angulaire gu’elles définiasent ; angle est
done un nombre {une fois chaisle Punité de mesure). Invariance
de Pangle par isomeéirie. Somme des angles d’un triangle. Sinus
et cosinus d’un angle : usage des tables.

II. - OBSERVATIONS DE FIGURES SIMPLES DE L'ESPACE.

(On se borne 4 des obsetvations, sans aucutie démonstration}

~ Points, droites et plans, leurz relations mutuelles. Tous les
plans de Pespace sont isométriques.

Produit scalaire de deux vecteurs {d'erigine 0) ; on admet que-
— = e e
u{vFwi= uy+ uw.
Repére orthonormé ayant un axe “verticsl", Pistance de
deux points dans un tel repére,

Plus courte distance de deux droites horizontales.

Calcul de longueurs dans les polyédres simples ef dans ia
sphire,

ANNEXE A

Une fagon d’exposer le programme
de géométrie des classes
de quatriéme ct troisi¢me

par Henri CARTAN

Cette annexe est destinée aux professeurs qui auront a
enseigner ce programme, et non pas aux éléves,
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Eile a pour but de présenter un exposé cohérent, sans lacune
logique, par des voies aussi simples que possibie, ef en dvitant
d'introduire des notions abstraites lorsqu’on peut s'en passer,

I reviendra sn professeur de décider guelles idées il en re-
tiendra en vue de son enseignement, et de guelle maniére elies
poitront étre présentées aux dléves,

GEOMETRIE DE LA CLASSE DE QUATRIEME
1 Le plan,

ILa distance d{p.) de deux points p et g du plan se mesure
avec une régle gradude (par exemple graduée en centimétres) ;
d{p,q) est un nombre rael > 0, qui est nul si et seulement s
p = q,etonad(p,q) = diq,p}.

Idéalizsation de la régle graduée : on peut 'imaginer indé.
finiment prolongée dans les deux sens, et munie de graduations
de plus en plus fines, ce qui permet de faire correspondre & tout
point de la régle gradude un pombre réel, et vice-versa, Bref, on
pourra identifier idéalement la régle graduée & Pensembie R des
nombres réels,

2 Les droites du plan

On peut déplacer la régie graduée dans le plan. Chacune de
ses positions possibles définit une droite du plan. Et I'on constate
expérimentalement {et on admet) gque par deux points distinets
du plan il passe une droite et une seule.

Repérage des peints dune droite D du plan ; en faisant
coincider ia régle gradude avec une droite I du plan on définit
une bijection £ de D sur R : chagque point de D est alors “repéré”
par un nombre réal f(p). Une telle bijection  conserve les distances :
si p et q sont deux points de D, la distance d{p,q) est égale 2
Ji(p) ~ Q)i -

Mais une telle bijection n’est pas unique : tout d'abord, on
peut “aire glisser” la régle gradude le long de iz drofte D ; cels
revient i remplacer la bijection { par une bijection g telle que

gp)=fHp)+a,
ofi 2 € R est un nombre fixe {indépendant de p). D'autre part,
hip}= —f(pyt+a
définit aussi une bijection h qui conserve les distances (on Iobtient
en “retournant”™ la régle graduée). On pourra admettre {guoique
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cela puisse se démontrer) que les deux procédés précéddents four-
nissent foutes les bijections de D sur R qui conservent les distances.

“Sens de parcours” {(ou “orentation”™} de D défini par une
bijection f : D — R qui conserve les distances : on dit qu’un
point p de D est & geuche dun point g de D s f{p) < f(q). (La
relation “p & gauche de q’° ainsi définie est une relation d’ordre
sar D, déduite de la relation d’ordre naturelle de R an moyen de la
bijection T}. Si g(p) = Hp} + a pour tout p € I, 1a bijection g
définit le méme sens de parcouss sur D, 8i hip)} = — f(p) + a pour
tont p € D, la bijection h définit sur D une orientation opposée
& ceHe définje par £,

Choisissons une bijection £ : D —— R qui conserve les dis-
tances. Soit p un peint de D ; on définit les deux demi-droites
d’origine p : Pune se compese des point g € D tels que f(q) < fip),
I'sutre des points o tels que f{q) = f(p). Cette définition ne dépend
pas du chioix de £, L intersection d¢ ces deux demi-droites est
réduite au point p.

Bi p et q sont deux points distingts de D, on définit le segment
[p,g] d'extréimités p et g comme suit : ¢’est Vintersection de la
demi-droite d'origine p gui contient g, et de la demi«irmite
d’origine g qui contient p. S8upposons par exemple que i(p) < (g} ; |
alors les points du segment [p,g] sont les points ¢ € D tels que

f(p) = 1(r) < i{q).
Par extension, on définit aussi le segment {pg] lorsque p = q ¢
i se compose du seul point p.

8i p, g, r sont trois points distincis de D, ane et une seule

des trois relations suivante a ey :

PE[qr]l, q€{psl, r€{pgl
Sir€fpgl.onditquarestentre petg.

On appelie longueur d%an segment de droite la distance de
Bes extrémités,

Mesure algéhrique d’vn bipoint {p,q} sur une droite orientée,

On définit une orientation de I en choisissant une bijection
f : D — R qui conserve les distances. On appeile mesure algebri-
que du bipoint {p.g) le nombire pq défini par la relation suivante :

Pd = Hq) — ().
— T e
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It nie dépend pas du choix de {, car si on remplace { psr une autre
hijection g définissant 11 méme orientation, on a

g(p} = 1(p) + a, g(q) = £(q) + a,
done g{q) — g(p) = #(q) — {{p). On notera que si on changeait
PYorientation de B, la mesure algébrique pq du bipoint (p,q) serait
remplacée par le nombre opposé. Les relations

pg + qr + rp = O (Chasles), qp = ~pg

sont évidentes. On remarque gque la distance d(p,q) est égale i
tpal. '

Exercice : pour qu'un peoint t € D appartienne au segment
ip,ql, il faut et il suffit que pr et rq aient le méme signe. En déduire
que les points du segment {p,q] sont Ies = D tels que

d(p,q) = d{p,r} + dirg}

8i on choisit un point 0 {appelé “origine’’} sur une droite D
orientée, tout point p € D est déterminé par le nombre réel Op,
appeié abscisse de p. 1l exizte sur I un point et un seul d'abscisse
donnée,

Milieu du segment. - 5t p # q, il existe, sur Ia droite passant
par p et g, un unigue point m “équidistant™ de p et g, c’est-da-dire
tel que d{m,p)} = d(m,q). Ce point appartient au segment [pgl, et
on ’appelle le milieu du segment.

Démonstration : on veut pm = + Mg, Or pm = —hiq est
impossibie, car cela entrafnerait pg = 0, contrairement a 'hypo-
thége p # 4. Donc m est défini par PM = o, ce qui entraine
guun tel point m (5’1l existe) appartient au segment [p.gi.
{Jtilisons une bijection { : ID — B qui conserve les distances : la
relation P = mq équivaut d

s 1
fm} — £p} = K{g) — Km), d’on Hm) =5~ ({(p} + Kq)),
ce gul détermine m. Ainsi, quelle que soit Porentation choisie
sur I} et DPorigine choisie, ’abscisze du milieu m est la demisomme
des abscisses de p €t de q.

3 Demi-plans définis par une droite

Donnons d’abord une définition : un spus-ensemble 4 du
plan est dit convexe si, quels que solent les poings p et qde A, le
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segment [p,q] est contenu dans A. (Par exemple, tout segment de
droite esi convexe}.

On pose Vaxiome saivand : quelie que soit la droite D du plan,
le complémentaire de D est réunion de deux ensembles convexes
non vides [, et H,, disjcints, jouissant de !z propriété suivante :
chaque fois que psll, et gEll,, le segment {p,q] rencontre D.

Alnsi, pour que deux points p et q pris hors de D solent
tels que le segment [p,q] ne rencontre pas D, i} faot et il suffit que
p et q sppartiennent tous deux i I, , on appartiennent tous deux &
;. Les ensembles 11, ‘ot I, sappellent les deux demi-plans
{ouverts) définis par D.

Exercice : la relationenire pet g ©
{paq} ND= P

est une relation d’équivalence dans le complémentaire de D ; Ii; ef
I, sont les deux classes d'éguivalence,

4 Symétrie par rapport 4 un point a du plas.

Elle associe 4 tout point p 'unigue point p’ tel que 2 seitle
milien du segment [p, p'l. {8i p = a, on convient gue p* = a), Le
seul point fixe p {c'est-d-dire tel que p’ = p) est Ie point a, On
pourra noter ¢, cette symétrie. On observe gue si p’ = o, {p),
onap= o,(p) Autrement dit, o, est une bijection égale a la
bijection réciproque ; ou encore, g, © o, est la transformation
identigque.

Exercice . si D est une droite passant par a, la syméixie o,
échange les deux demi-plans définis par D.

On pose 'axiome suivant : ls symétrie o, posséde les deux
propriétés que voici ¢

{t) o, conserve les distances : d{o_{p), 0.(g)} = di{p,q).

{H} si p, q, r sont trois poinks alignés, il en ¢zt de méme de

o .(p), o lq) et o {r} {auirement dit, la symétrie ¢, trans.
forme les droites en droies),

{

Remarque : si on avait, dés le début, posé 'axiome qui dit
que 'on a Pinégalité stricte dip,q) < d(p,r} + 4{r.q) chaque fois
que p,g.r ne sont pas alignés, la condition {ii} serait une eonsé-
quence de (i), car toute sométrie {transformation qui conserve les
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distances) transforme automatiquement les droites en droites. Mais
le raisonnement i faire semble un peu abstrait pour des éléves de
quatriéme, c¢’est pourquoi il est sans doute préférable de poser ici
les deux conditions (i) et (ii).

Symétrigue d'une figure : si A est un sous-ensemble du plan,
on note o, (A) ’ensemble des points o ,(p), ol p parcourt A ;
I’ensemble ¢ ,({A) s’appelle le symétrique de I’ensemble A par rap-
portda.

Exercice : le symétrique d’un segment de droite est un

segment de droite. Le symétrique d’une demi-droite est une demi-
droite,

b Parallélisme
Soient D et D’ deux droites du plan. Trois cas sont pos-
sibles : ou bien l'intersection D N D’ est vide, ou bien D N D’
se compose d’un seul point, ou bien enfin D = D' . On dit que
D et D’ sont parailéles si I'on est dans le premier ou le troisiéme
cas ; dite que D et D’ ne sont pas paralléles revient donc a dire
que leur intersection se compose d'un seul point.

Proposition : la symétrie ¢, transforme toute droite en
D en une droite D' paralléle a D.

Démonstration : on va montrer que si D N D' n’est pas vide,
onaD=D ,OrsoitpeEDND ;s p= a, il est évident que
D=D.Sip+a,onaaussi o0, (p)€ DN D', et comme p et

o « (p) sont distinets, an conclut que D= D' .

Proposition : étant données une droite D et
un point p, il existe au moins une droite
LD paralléle 3 D passant par p.

p_-~" ' Démonstration : c'est évident si p € D. 8i
p € D, s0it a un point de D, et soit m le
milieu du segment [a, p]. La symétrie o,
transforme D en une droite D' paralléle i
D, et D' contient le point p (symétrique de
a).
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Axiome d’Euclide : étant donnés une droite D et un point p,
il n’y a qu'une seuie droite parailéle D et pussani par p,

Autrement dit : si deux droites peralléles & D se rencontrent,
elles sont confondues, Condition équivelente : si deux droites sont
paralléles & D, elles sont paraliéles entre elles.

On en déduit que la relation de paral-
1l8lisme est une relation d'équivalence dans
Pensemble des droites dn plan. Une classe
d’éguivalence se compose de toutes les
droites paralidles & une droite donnée I ;i
en passe une par chaque point du plan,
Une telle classe d’équivalence s’appeile une
direction de droite,

D

6 Paralldlogramme
Définissons d’abord ce quon entend
par quadrilatére duns le plan. A la donnée
d’une suite de 4 points du plan a,b,c,d aszo-
cions les 4 segments Jab], [b,c}, [¢,d], [d,a]

Ces segments s'appellent les cdiés du qua-

a b
Q ¢
d "
& ¢
drilatére qu’ils définissent ; les sommets du
guadrilatére sont les points abed. Les
cotés [ab] et [¢,d] sont dits opposés ; de
p méme les cbtés [bc] et [d,a]. Les sommets
a et ¢ sont dits opposés, de méme les
a
A
b c

sommets b ot d. On appelle disgonales du
quadrilatére les deux segments [ac] et
[bs} qui joignent les couples de sommets
opposés, On notera gque le méme quadrila-
tére pourrait &ire défini par V'une quelcon.-
que des suite {(a,b.c,d), {b,eda}, (cd.2.b),
(d,a,b,c,), {d,c,b,a}, (crbsa,dL (b,a,d,c},
(ade,b).
Le quadrilatére est dit aplati siles points ab,c.d sont alignés.
Proposition : soit (a,b,cd} un quadnlatére non aplati doni
les cdtés opposés sont parglldles (ie : les droites ab et de sont
paralléles, les droites be et ad sont parallélesy. Alors les diagonales
sa coupent en leur milieu, et ce miliey commun m est centre de
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symétrie du quadrilatére {ici la syméine
o o, fransiorme le quadrilatére en hai-
méme.

Démonstration : soit m le milieu du seg-
ment [a.c]. La symétrie o, échange a et ¢;
elle transforme la droite ab en une droite
paralléle qui passe par ¢, donc en la droite
cd ; elle transforme la droite ¢b en une
droite paralléle qui passe par g, donc en la
droite ad. Elle transforme done e point b
(intersection des droites ab et cb) en lp point d (intersection des
droites cd et ad). Ainsi m est bien le milieu du segment [b,d]. Puis-
gue la symétrie o, échange a ot ¢ et échange b et d, eile trans-
forme le segment [a,b] en le segment [c,d], et réciproquement ;
de méme, elle transforme le segment [b,c] en le segment {d,a], et
réciproquement. Ainsi m  est un centre de symétrie du guadrila-
tére,

Récipragque : s0it {a,b,c.d) un guadrilatére dont les diagonales
ont méme milieu, Alors les cBtés opposés sont parailéles, De plus,
les cotés opposés ont méme longueur. (En effet, soit m le milieu
commun aux diagonales ; la syméirie o, transforme chaque
chté en le 518 opposé : or on sait que celte symétrie {ransforme
toute droite en une droite paraliéle, et conserve les distances).

Définition : on appelle parallélogramme toul quadrilatére
{aplaii ou non) dont les diagonales ont méme milieu.

Résumonsg les résultats obtenus : dans un parallélogramme,
les cHtés opposés sont paralléles et ont méme longueur. Récipro-
quement, un quadrilatére non aplati dont les cotés opposés sont
paralléles est un parallélogramme.

Exercice ; que peut-on dire d'un guadrilatére non aplati dont
deux chtés opposés sont paraliéles et ont méme longueur ?

Cargelérisation d’un parallélogramme aplati.

Boient 3,b,c,d qualre points d'une méme droite D, que nous
crienterons.

Proposition. ~— Les relations

ab=dc et ad= be
sont équivalentes. Chacune d'elleg est nécessaire et suffisante pour
que {a,b,cd)soit un paraliclogramme (aplati),
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Dérmonsiration ; Péquivalence est immédiate : si ab = dc ,on
a ad = ab+bd = de+bd = be ; de méme, de ad = be on déduit
ab = dc. Supposons maintenant que les segments [a,c] et (b,d]
gient méme milieu m, &t montrons que ab = dec . On a en effet
“ab = am+mb = mc + dm = dc.
Réciproguement st ab = dc, soit m le miliou ds [b,d], défini par
1a relation bm = md ; on a alors
am = ab+bm = de+ md = me,

ce qui prouve que m esf le milieu de [a,c],

Probieme : construire un parallélogramme (ab,c,d) connais-
sant les trois sommets a.be.

Solution : si a,b.c ne sont pas alignés, 1a paralléle 4 ab passant
par ¢ et la paraliéle & be passant par 8 ne sont pas paraliéles entre
elles, done se coupent en un point unique 4, qui est le quatriéme
sommet cherché. Si ab,c sont sur une méme droite D, le point d

est Aéfini par ad = bc.

Proposition : si par le centre de syméirie m d'un parailélo-
gramine non aplati {a,b,c,d) on méne la droite paralléle aux coiés
be et ad, elle coupe chacun des segrments [a,b] et {c,d} en son milieu,

a u b

d ¥ <

En effet, soit u l'interseclion de cetie paralléle avec 1a droite
ab, et soit v son infersection avec la droite cd. Le guadrilatére
(a,mv,d} est un paralldlogramme, donc d{au} = divd,}). D'autre
part, les segments [u,b] et [v,d] sont symétxigues par rapport & m,
done d(v,d)} = d{ub}). On conclut d(a,u) = d(u,b), ce qui prouve
aue u est milieu de fa,b]. On montre de méme que v est miliey
defcd}.

_413—




Bulletin de 'APMEP n°313 - Avril 1978

~ Remarque 1. - La droite paralléle 3 be et ad passant par le
milieu u de [a,b] rencontre le segment [¢,d] en son milieu v, et
passe par ie centre de symétrie m du paraliélogramme.

Remorque 2. - Le parallélogramme est déterminé par les
points a,b,e qui sont les sommets d'um triangle, Par le miliew m
du cdté {axr] on a mené la parsliéie au c6ié [b,e], et on vient de
voir qu’elle passe par le milisn u du ¢6té [4,b]. On a ainsi prouvé

Proposition. - Soit un itrangle {a,b.c). Si par le miliew du
chté [a.c] on méne la paralléle su cbté [b,c], elle coupe le cité
[4,b] en son milisu.

Corellaire immédiat : la droite qui joint les milieux de deux
cOtés d'un triangle est paraliéle au troisiéme edté.

Exercice de construction : étant donné un segment [a,b], on
s2 propose de construire le milieu v de ce segment sans utiliser
de régle gradude, mais en utilisant seulethent une régle et une
équerre {pour tracer des paralléles). Par a et b on méne deux
droites paralldles entre olles mais non paraliéles 4 ab ; puis on les
coupe par une paralléle a ab, distincte de le droite ab, ce qui donne
les points dlintersection d et ¢ (voir fGgure ci-dessus). On trace
les diagonales ac et bd du parallélogramme {a,b,cd) ; elles se cou-
pent en m, st enfin par m on méne Ia paraliéle 4 la droite be, gui
coupe le segment [a,b] an milieu cherché u.

7 Projection du plan sur une droite I}, parallélement 4 une
droite P, (non pamiléle & D, ).

Par chague point p du pian i passe une
geule droite paralléle 2 D, ; elle rencontre
Dy XP I}, en un point p, . Notons f, Papplication
du plan [1 surladroite D, qui 4 p associe
p: . On Pappelle 1a projeciion de 1 sur Dy
D: paraliélement 4 D,. 8 D est une droite
/ non paralléle 4 D, , f, définit une bijection
P de D sur D3, , notéa encore f; . On va étudier

les propriétés de cette bijection.
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1° Si a et b sont deux points distinets de D, et a; et by
désignent leurs projections swr 0, , f, applique bijectivement le
segment {a,b] sur le segment [a; , b, |.

C
a2
H“\‘\-.(: b
D
D
M,..-"’Cl ¢
£

Démonstration ; i suffit de montrer que si ¢ est un point du
segment {a,b], distinet de a et de b, se projection ¢, est un point
du segment [a,, b; | (evidemment distinet de a, et by) ;en effet,
le méme raisonnement marchers en gens inverse, Soit C la paral-
léle 4 D, passant par ¢ (e} par ¢, ), Considérons les deux demi-
plans deéfinis par la droite C ; puisque le segment {a,b] rencontre
C en ¢, a et b sont dans deux demi-plans différents. Or [aa, ] ne
renconire pas ¢, done a et a, sont dans un méme demi-plan, et
de méme b et by sont dans un méme demi-plan. 1 s’ensuit que
a, et b, sont dans des demi-plans différents, donc le segment
{a,, b; 1 rencontre C ; le point de rencontre étant ¢; , on conclut
bienque ¢ ¢ {4, ,b;].

2° si ¢ est le milien du segment [a,b] porté par D, sa pro-
jection ¢, est le milieu du segment [, , by ] .
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Démonstration : la parallele 3 I}, passant par b rencontre
en a’ lz paralléle & 1), passant par a, et en ¢' la paralléle 4 1D,
paszsant per c¢. La proposition du n” 6, appliquée au triangle
(baa'), montre que ¢ est millen de {2, b'). Dans le parailélo-
gramme {2’ ,bb, a;}, la droite o'c; est paralléle au cdté bb, et
passe par le milieu ¢ de {a',b}, donc elle rencontre le segment
{a,, by ] en son milieg ¢; .

&° Orientons chacune des droites D et D, . 8i deux bipoints
{a,b) et {a',b’) (o0 a,b,8".b’ sont sur D) ont méme mesure algébri-
que sur D orientée {donc ab = a'b’}, alors les hipoints (g ,by )
et {«), b} ) ont méme mesure algébrique sur D; :a, b, = &, b, -

Démonstration : puisque ab = a'b , le quadrilatére (a,b,b’,a")
est un parallélogramme (aplati), et done [a,b'] et [a',h] ont méme
milieu m. Pax projection, [a,, b} ] et (4 ,b; ] ont méme milieu m,
(d’aprés 2°), done (s, ,b,,by.8,) est un parallélogramme, et par
su.itea,b: “Ehb: .

B

& & m e

4° {Théoréme de Thalés). — Soient a,b,a’t’ des pointade D,
et soient 8, , by, &y b} leurs projections sur D, . 8i le quotient des
mesures algébriques a'b'/ab est égal a2 ¢ € R {ce qui signifie que
a’h’ = t.ah), alors le quotient des mesures algébriques a, by /a, by
est aussi égal 4 t.

Démonstration : on vient le voir lorsque t = 1, On le prouve
ensuite lorsque t est un entier positif, puis lorsque ¢ est un entier
négatif. Ensuite on le prouve lorsque t est quotient de deux entiers
(e'est-a-dire si t est rationnel). Enfin on admettra le théoréme
lorsque t est un nombre réel quelconque (passage a la limite,
compte tenu du résultat 1° ci-dessus).

Exercice : partager un segment de droite en n parties égales
{n entier >> 0) en utilisant la régle (non graduée) et le compas.
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8 Systéme de deux projections,

Da

a2

D
a1

Nous avons appelé £, la projection du plan i1 sur une droite
D parallélement & une droite I, (non parailéle & D ). On peut
de méme congidérer la projection f, de Il sur D, parallélament
a Iy . A chaque point a du plan on associe ainsi un couple (a, ,a,)
de points, olta; = f;{a) € D, eta, = 1,{a)e D,

H résulte du point 2° du n° 7 que le milieu ¢ d’un segment
{a,b] ot a st b sont deux points du plan} est V'unigue point du
plan dont les projections ¢; i ¢, sont respectivement le milieu de
fa, byl et de [a;,b,1 (en notant a, et a, les projections de a, et
by et b, les projections de b).

8i {a,bed) est un paraliélograrmme, chacune de ses projec-
tions {a,, b, ,0.,d,) et {a; b ,¢;,d2} est un paraliéiogramme
(aplati). Réciproquement, si les deux projeciions d’un quadrilatére
{abc.d) sont des parallélogrammes {aplatig), ce quadrilatére est un
paraiiélogramme, car gee diagonales ont méme milieu en vertu de
ce qui précéde,

9 Eqguipollence de deux bipoinis. Translation,

Définition - deux bipoints (aa'} et (b,b’) sont dits Squipol-
lenis si {2,2",b’' b} est un parallélogramme. Condition équivalents :
{a’ a) et (b"b) sont équipolients. Autre condition éguivalente :
{(a,b) et {a" b') sont équipollents.

D’aprés le n° 8, pour que (a,a'} et (b,b’) soient équipollents,
il faut et il suffit que les deux projections (a;.,a;i bi,b,} et
(a; a5 b3 by ) soient des parallélogrammes (aplatis). Pour cela, il
faut et il suffit que

8y 8 = b:b; et &y 8y = hgb; .
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On en déduit aussitde : la relation d'éguipollence est une reistion
d équivaience entre bipoints.

Donnons-nous un bipsint {aa’). A chaque point m du plan
associons I'unique point m' tel gue (mm’) soit équipollent 4
(aa’) {construction du 4e sommet d’un paralléiogramme). Notons
T{m) ce point ; on a donc & = T{a). On définit ainsi une applica-
tion T du plan dans lui-méme, appelée fransiction et qui jouit de
la propriété suivante @ quels que soient les points m et p, les bi-
points (m, T(m)) et {p,T(p)) sont équipollents (en effet, chacun
d’eux est équipoilent 4 (a, T{(a)}, et deux bipoints équipolents &
un méme bipcint sont équipollents, puisgue la relation d’équipol-
lence est une relation d’équivalence}.

T (m) T(a}

TP)

Réciproguement, gi une applieation 'I' du plan dans lui-méme
ast telle gue, guels que soient les points m et p, les bipoinis
{(m, T(m)) et (p,T{(p)} svient équipollents, T est une translation.

On peut encore caractériser une translation par la condition
suivante : ¢’est une application T du plan dans lui-méme telle que,
quels gue soient les points m et p, le bipoint {m p) soit dquipolent
4 son transformé (T(m), T{p}).

La translation définie par le bipoint (a,a) est Papplication
identique. 8i T est la transiation définie par le bipoint (a,3"), et T
la tranglation définie par le bipoint (a3}, on voit que la relation
m' = T{m} entraine m = T(mm’), et réciproquement ;done T et T'
sont des bijections réciproques 1"une de 1autre.

Propriétés d’'une translation T : les segments {m,p) et {T{m},

T(p))} ont méme longueur (cétds opposes d’'un parallelogramme).
Donw & translation T conserve les distances. De plus T transforme
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toute droiie en une droite paraligle ; en effet, si m,p,q sont trois
points alignés (distinets), les points T(m), T(p), T(q) sont alignés,
car les segmenta [T(m), T(p)] et [T{(p), T(g)! sont paralléies, puis-
qu'ls sont respectivement paralléles aux segments {m,p} et [p.g].

La composée de deux transiations T et T' et une translation
il suffit de monirer que les bipoints {m.p} et (T'(Tm)), T{T{(p)}
sont équipollents, quels gue soient les points m et p. Or (mp) est
équipollent & (F{m), T{p)), et ce demier est équipollent &
(T'{T(m)}, T'(T(p})}.

Montrons maintenant que les deux translations T° T et
T=T sont égnles, En effei, chacun des quadrilatéres (m,T(m),
T'(T{m}), T'(m)} et (m,T(m), T(F'{m)), T'(m)} est un parallélo-
gramme, donc T'(Tim)) = T(T {m)}). Ainsi les translations forment
un groupe commuiatif de bijections du plan.

w  Tim)

gm(mﬁ ngm m))

18 Le plan vectoriel,

{Ce qui suit a pour but de présenter les *vectewrs™ de maniére
moins abstraite gue comme classes d’équivalence de bipoints
équipolients),

Chaisissons dans le plan un point 0, appelé origine. Ce choix
permet d’assacier & tout point u le bipoint (0,u) ; un tel bipoint
sera noté o , et prend le nom de vecteur . Graphiguement, on a
Vhabitude de représenter le vecteur u en dessinant le segment
[Ou] ef en marquant une ﬁeche dont la pomte est en u, On

appelie longueur du vecteur u fou norme de u) la distance d{0u).

-
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Tout vecteur t définit une trenslation : celle définie par le
bipoint (0,u) qui transforme O en u. Notons-la T . Inversement

toute translation T définit un vecteur i , & savoir celui défini
par le peint u = T(O) ; on appelle le vecteur de lg translation. On
obtient sinsi une bijection del'ensemble des vecteurs sur 'ensemble
des translations,

Addition des vecteurs : on définit la somme de deux vecteurs
u et v comme suit ; c'est le vecieur w tel gue

Tg = Tie TP(=Ta= T3} .

Ce vecteur W se note U+V. Ainsi Paddition des vecteurs ne fait
que traduire la composition des transiations. Puisque les transla.
tions forment un groupe commutatif, 'addifion des vecteurs
définit sur Vensemble des vecteurs une loi de groupe commutatif
(traduire cela en formules}, Interpréiation géométrique : le point
w est le quatridéme sommet du paraliélogramme dont deux cOtés
sont (Ou) et (0,v).
1,%6lément neutre de ’addition est le vecteur 0.
i

G
On note - le vecteur uw tel que Wy = 0, et on T'appelle
le vecteur opposé 3 1. On observe que Jes points u et v’ sont symé-
triques par rapport & l'origine D.

Etant donnés deux poinis p et q, ils définissent un vecteuny,
noté pq e’est le vecteur dela translation telle queq = T{p} . Alors
I'équipolence de deux bipoints (p.q) et (p'.q') s¢ traduit par
Pégalité vectorielle

-562 W .
8i on effectue successiverment la {ranslation qui améne p en

q et celle qui améne g en r, on obtient Ia translation qui améne
p en r ; d’ol la relation vectorielle,

— | —
P4 + & ~ P,
et de plus on & P = —pg. On notera que
B4~ 04— 05 - § -
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Produit d'un vecteur par un nombre.
Soient U un vecteur et k un nombre réel, On va définir

un nouveau vecteur, noté Eﬁ, et appelé produit du vecteur T par
le nombre k,

Siu = 5, on pose fu = 0 guel que soit le nombre k. Sup-
posons maintenant u # 0, et soit D la droite contenant les points
0 et u ; orientons D. I existe sur D un unique point v tel que

V= k.0u.

et ce point v ne change pas si on change Porientation de D. Soit

¥ = {0¥) le vecteur correspondant ; c’est le vecteur Ku, par défi-
nition.

Sik= 1,0nakﬁ=fi’;sik=(},onak_ﬁ= KSik=n(entier
>0),onanu=:;+ .+ u {n fois),

Propriéié fondamentale : soient T et v denx vecteurs, et k un
nombre jona

— - —
k{u+vi= ku+ Rv,

Démonstration : c'est évident si les poinis 0, u et v sont
alignés {on dit alors que les vecteurs U et V sont colindaires).
Supposons done que et ¥ ne soient pas colindaires, et soit
W = U+7 . Le quadrilatérs (0,0,%,v) est un paraliélogramme (non
aplati). Soit %’ 1¢ produit kW. Le point w' (gui est sur la droite Ow)
se projette en u’ sur la droite ou parallélement & Ov, et se projette
en v surla droite Ov parallélement 4 Qu . On a évidemment
- = -+ R
W =1 + v, puisque (O, u’, w', V') est un parallélogramme. Il
reste 4 montrer que 0’ = KU et V' = kv ; or 2'est, une consdguence
immédiate du théoréme de Thalés,

Autres formules : {k + k'Ju = ku + Ka, (kkK)u = k(XK).
Flles sont dvidentes 4 partir de 1a définition (et des propriétés des
opérations dans R).
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Exemple : On exprime gque m est ie milien d’un segment
fu,¥] en écrivant :

iy &+ ) +
= V) = o—u b oy
2

B § s

Exercxce les points du segment [u.v) sont les x tels que
ux = t(uv], oil t est. un nombre réel compris entre O et 1. En éeri-
vant ux —xmu uv*"w-u on obtient

--b - -
x=(1—thu + tv (0<t<1).

Bose du plan vectoriel.

Théoréme, Soient donnés deux vecteurs non colindaires U et
V . Pour tout vecteur p, il existe deux nombres réels x et v tels
que — — =¥

p=xut+ yv,
et ce couple (X,y) est unique,

I . p

By

Y, e e e
|

S

Démonstration : soit I, le droite contenant O et u, et soit
13; la droite contenant O et v, Ces dreiles sont distinctes. Proie-
tons le point p en p; sur D; parallélementa D, | et projetons
p en pa sur D, parailélement 4 D, . Le vecteur "ﬁ ; estdela
forme xu {produit de U par un nombre réel x}, et [5’; est de la
forme yv.Commeona p =P, + p; ,on endéduit p= x¢ + ¥V,
comme annoncé, Il reste & prouver 'umicité du couple (x,y). Or
supposons que ’on ait aussi p = X0l + ¥'V ; par soustraction, on
en déduit

0= (x=xJu + y— ¥ .

Cecioblige x—x et y~y 2 étre nuls, sinon les vectewrs u et
v sersient colinéaires, contrairement & "hypothése,
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Dans la situation du théoréme précédent, on dit que les vec-
teurs U et v forment une base du plan vectoriel. Les nombres
x et y s'appellent les coordonndes du vecteur p relativement d
cette bage. On les appelle ausai les coordonnées du point p (relati-
vement a cette base).

La donnée d’une baze ("1;,"3} définit donc une bijection du
plan sur B X R (ensemble des couples {x,y) de nombres réels),

Soit toujours (4, V) une base du plan vectoriel. Scient p ef
f}" deux vecteurs, et k unnombreréel. Siona
E;= Eﬁi'y?& ??’““"Kﬁ"‘}’r"*s
o en déduit
PHE = (x+x M+ (yry' W, kp= (kxju + (ky)V.

11 Eguation d'une droite. Ayant choisi une base (i , v}, on se
demande 3 quelle condition soivent satisfaire les coordonnées x
et y d'un point p pour que p appartienne d une droite don-
nde D,

Supposons D définie par deux points distinets 1 p, de coor-
donndes %, vo, et py de coordonnées x,,y,. Les points p de
1a droite D qui les joint sont ceux tels gue

Bib = HFoP1) , tER.

Cette équation vectorielle se traduit par denx équations :

X—Xg = ¥Xy ~ %o} , Y—¥e =H¥: —¥o) -
Pour que le points de coordonnéss x et y appartienne & D, il
faut ot # suffit que ces doux équations en t soient compatibles.
Or 2, — 3%, et v, —y,s nesontpas nuls tous deux, Supposons
par exemple %, = X, % 0 ; la premiére équation donne
b= {x-—%0) /{X, — X%}, et &l on porte cette valeur dans la se-
conde on trouve la condition nécessaire et suffisante cherchée :

(X1 =X ) (y=¥o) = (¥ —¥o)(x—x4).
Le méme résultat est valable si y, —y, # 0. Telle est 'dguation
de la droite D ; alle a la forme

(1) ax + by = ¢,
ol les coefficients a et b me sont pas nuls fous deux.
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Réciproguement, toute dquation de la forme (1)},00 a et b
ne sont pas nuls tous deux, est 1'équation d'une droite, En effet,
supposons par exemple a # § ; le point de coordonnées {c/a,0) el
ie point de coordonnées {{¢c—b)/a, 1) satisfont a Péquation (1), et
on vérifie que la droite passant par ces deux poinfs a pour dgua-
tion {1}.

Cas particuliers : droite x = %y , droite y = y, , droite pas-
sant par 'origine (¥ = kx).

Inéquation d'un demi-plan. Soit D une droite d’équation
ax + by = ¢ . Les deux demi-plans définis par D) sont compasés des
pointa dont les coordonnées x,y satisfont a

ax+ by <c , resp. ax+ by > ¢ |
A titre @’exercice, on peut le démontrer en vérifiant que chacun
des ensembles définis par ces inégalités est convexe, et gue le
segment joignant un point (X, , ¥, )} tel que axy, + by, < ¢ etun
point {x,, vy ) tel gue ax, + by, > ¢ coniieni un point {x,y) iel
que ax + by = ¢,

12  Exercices divers.
Equation d’une transigtion : la translation définie par un vec-
teur a associe & tout point p le point p’ tel que
- b . . i, wp e d
pp = a, cestadire p = p + 1,
Si I’on choisit une base (4 , v}, soient %, et y, l6s coordonnées
du vecteur a,% et y cellesde p,x ot ¥ cellesde p , alors
ta tranglation est définie par
X=Xt A o, ¥V =¥ty
Equation d'une symétrie par rapport é un point sl p et p'
sont sy métrigues par rapport au point a ,on a

-

1 . .
i= 5@ +Pp), don

-~ - -5
p = —p + 2a .

Simaintenant p' est symétrique de p’ parrapportd b,ona
—*‘fl _*3 i
p' = ~p t2h.

On en déduit };” = ; + 2{_5 —_5} = p+ Q(ag} , Donc Papplication
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eomposée de la symétrie par rapport a a e et de ia symétrie par rap-
port 3 b est la translation de vecteur 2{ab) (Figure!}.

Barycentres.
Scient e ot b deux poinis distinets. Om sait qgue les points
p de la droite qui les joint sont définis par
= (1—tls + tb , o0 te R .
Onpeutemoreécﬁre"fiw xa+8b,ok a et 8 sontdeux nom-
bres réels dont la somme est un. On dit que p est le barycentre
des points a et b affectés des “masses” o ot § (dont la somme
est 1}, Cette relation équivaut 8 o (pa} + 8 (pb) = 0
On pout généralizser 4 plusieurs points, par exemple irois !
soient a,b,e trois points, et o,y trois nombres dont 1as somme
est dgale & 1 ; le barvoentre des points abc affectés des masses
a. By estle point p défini par
— - -
p=aat ﬁ_ﬁ + vc .
Cette relation équivaut a ;
— e —
a (pa} + §(pb) + v (pc) =
Par ¢xemple, soient a,b,c les sommets d'un triangie (i.e. trois
peints oon alignés). Prenons ¢ =8 = ¥ = 1/3 . Le point p défini
par - 1 -
p=5@+b+o)

peut étre construit de la fax;on guivante : on a

= 2 (=(a+ =2
D 3(21&1 B))+3c

le point ¢ tel que s z"% (5 + 'ﬁ'} est le milieu du segment {a,b}.
Et p eost barycentre des points ¢ et ¢ |, affectés des masses;

etfg-,()nadcnc

?

e
cp = — ©C

) w!w
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Ainsi le point p est sur la “meédisne™ joignant le sommet ¢ au
miliew ¢ du cHié opposé, et se trouve aux 2/3 de cette médiane,
On en déduit notamment que p appartient aux trois médianes.

Homothétie, Par définition, Phomothétie de centre 8 et de
rapport k € B est Mapplication gui, & chaque point p, sssocie 1o
point p’ délini par . .

ap’ = kiap).

{Cesi Didentité si k =~ 1, |s symétrie par rapport 2 2 si k = -~ 1).
On a done

? = kp + {(I-k)a.
8i I’on a choisi une base (u,v), soient x, .y, l&6 coordonnées du
point g, x et ycelles dep,x" et v’ cellesde p'. On a

x = kx+ (1K), ,¥ = ky+ (I, .

Composition des homothéties goil :

P = kP + (1-k')b
une autre homothétie. On a

iy

P =kk'p+ kK (1—k)a+ (1—k)B.
Cette transformation est une translation si kk' = 1. Le vecteur
de cette translation est (1—k') ab. Sikk’ # 1,on a
P’ = kk'p + (1-kk')e,
o e point ¢ ast défini par
K —kK

1—k
- ¥ .
Ty ke ®

1—kk

Le point ¢ est le “centre” de Vhomothétie composée : c'est
un baryeentre de a et b, donc il estaligné avec a et b.

GEOMETRIE DE LA CLASSE DE TROISIEME

1  Définition : on appelle sométrie du plan I une transfor-
mation bijective de I sur II qui conserve les distances.

Exemples : on a vu eh guatriéme que la symétrie par rapport
a4 un point est une isométrie, et que toute {ranslation est une
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Inégaiité iriangulaire : on pose 'axiome suivant : si p,g.x sont
frois points du plan, on a

d(p.9) % d(pg) + dr,0),
et on suppose gue I'égalité n'a Heu que si p,q.r sont alignés (ce gui
implique alors que 1  appartient av segment de droite {pg}).

Avec cet axiome, on peut prouver que toule igoméfrie trans-
forme les droites en droites, ef les segmenis de droite en segments
de droife. (Démonstration : soient p,g,r trois points distinets,
mais alignés ; alors ona parexemple r € [p,g]. Si f est une isométrie
on a d(f(p)S(q)) = d(f(p}f(r)) + A(I(x),KY), done {(r) appartient
au segment [£(p)f(q)}- }

2 Symétrie par rapport & une droite 1).
Le pliage ¢’une feuille de papier suggére "axiome suivant :
Axiome @ pour toute droite D), il exisbe une isométrie qui
laisse fixes les poinis de D ef échange les deux demi-plans définis
par D.

Etudions une telle isométrie £, Soit a un point non sliué sur
D ; s et f(a) appartiennent § deux demi-plans différents, done D
rencontre le segment [af{a)]. Boit m lintersection. On a
fim) = m, ot puisque { conserve les distances, m est 4 la méme
distance de a et f(a). Ainsi m est e milieu dit segment [a,f(a)}.
Cherchons fe point £(f(a)} : & est aligné avee f{a) et f{m)} = m,

&
P Aﬂ D
\\\If(a)

et m est milieu du segment [£(a)f(f(a))]. Donc {{f{a}) coincide
avec 2. Ceci étani vrai pour tout a € P (et aussi lorsque a € D},
on voit que f ¢ f o5t Papplication identique : Vapplication f est
inpolutive {égale 4 la bijection réciproque).

Soit p un point de D autre que m. I} est 4 la méme distance
de 2 et de {(a) ; or d(a,f(a)} < d(ap) + d(p.f(a)) & cruse de I'iné.
galité iriangulaire. En prenant Ia moitié des denx membres, on
obtient

d{a,m) < d(a,p)
pour tout p& D distinct de m.
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Le point m est done Punigue point de D qui rend minimum
la distance de a 4 un point de . Cect entraine "unicité de Fiso-
métrie { taissant fixes ies poinis de D et échangeant les deux demi-
plans. Car si £; est une auire isométrie ayant les mémes proprietes
le milien du segment {af; (n}] est encore m, d’ou £, (a) = f{a).

On notera o Vunique isométrie inissant fixes les points de
D ot échangeant les deux demi-plans définis par D. On Pappelle
la syméirie par rapport d D, On dit que a ot 0 {a) sont syméiri-
ques par rapport a IJ,

Proposition. ~ Toute isométrie du plar qui laisse fixes les
points d'une droite D et transforme chague demi-pian en lui-
méme est Papplication identique. Toute isométrie du plan qui
laisse fixes les points de D ef n'est pas Pidentité est Ia symétrie
Jp.

Démonstration : soit g une isométrie laissant, fixes les points
de D et transformant chaque demi-plan en lui-méme, Alors op °g
est une isométrie laissant fixes les poinis de D et échangeant les
demi-plans, donc ¢’est 0y . De 1a relation oy, - g = 0p on déduit
aussitdt que g est Pidentité. — Soit maintenant f une isométrie
laissant fixes les points de D et distincte de l'identité. Alors
opef est une isométrie laissant fixes les points de D et transfor-
mant chague demi-plan en lui-méme, done c’est l'identité, et par
suite I = L

Corolleire @ si une isométrie T laisse fixes trois points ab.c
non alignés, f est 1'identité.

En effet, f laisse fizes tous les points de la droite D passant
par a et b ; puisque f(c) = ¢, f transforme en lui-méme le demiplan
gui contient ¢, et par suite transforme aussi en lui-méme ’sutre
demi-plan. Done [ est Midentite,

3 Droites perpendiculaires
Définition : on dit qu'une droite I’ est perpendicuiaire ou
orthogonale & D si elle est distinete de D ot est transformée en elle-
méme par 1a symétrie oy .
Pour que D' s0it perpendiculaire 4 D, il faut et il suffit gue D'
contienne un point a € P et son syméirique oy {8}, Attrement dit,
on obtient toutes les perpendiculaires 4 D en joignant un poini
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arbitraire a non situé a son symétrique oy, (a). Par tout pointac D
il passe une perpendiculaire et une seule & D, Le point m , milieu

‘D‘
a

n D

apyie)

du segment [a,0p (a)], s'appelle le pied de la perpendiculaire 4 D
passant par & ; on a vu gu'il minimise la distance de a aux points
de D.

Proposition ; si 1Y est perpendiculaire & D, D est perpen-
diculaire 4 IV, {On dit alors gue les droites D e D sont perpendi-
culaires entze elles, ou simplement gu’elles sont perpendicnlaires).

",

m‘ a

Démonstration : soit m intersection de D) et 1) | Prenons
un point a' € D, distinet de m, et 20it m’ le pied de Is perpendicu-
iaire 3 T¥ pessant par a’ ; les distances d(a’,m’) el d{a’, op (m' )}
sont égales, el op(m'} € D' puisque 0y transforme I en elle-
méme, Les points m’ ¢t o (m') réalisent le minimum de la distance
de a' aux points de D, donc ils coincident, et ceci exige que m’ soit
en m. Donc T est perpendiculaire & DY,

Da

an(s}

8i D' ést perpendiculaire & D, la symétrie 0y, transforme en
lui-méme chacun des deux demi-plans définis par D' ; sinon en
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effet, oy échangerait ces demi-plans, ce qui contredirait le fait
que op laisse fixes les points de D. De la il résulte que si un point
a € D n'est pas sur I, les points & et op (1) sont dans ve méme
demi-plan défini par D’ ; le segment de droite [a, oy (a)] ne ren-
contre donc pas IY'. La droite joignant a et o (2} ne rencontre pas
non plus D', car si elle rencontrait D' sn un point p (nécessaire-
ment hors du segment {a, 0y (a)], elle rencontrerait aussi D' au
point op (p) distinct de p, done serait confondue avec 1¥, ce qui
est absurde. On vient donc de montrer que toule droite perpendi-
ctilnire & D ot distincte de 1Y est paralléle d I)' . Ainsi :

Proposition. — S D et 1Y sont perpendiculaires, toute perpen-
diculpire 3 B est parafléle 4 I, Pour la mé&me raison, toute perpen-
diculaire 4 D est paralléle 2 D,

Corollaire. — Si 1) et IV gont perpendiculzires, toute droite
paraliéle 4 D' est perpendiculaire & D, et toute droite paralléle 4
D est perpendiculaire 2 D', (En effet, si I} est paralléle 8 D', ot si
a est un point de D} non sur D, Punigue perpendiculaire 4 D
passant par a est paralléle a I)', donc ¢’est D) en vertu de Paxiome
d’'EBuclide).

D

On a vu gue par tout point a € D il passe one unique droite
perpendiculaire 4 D, 8i maintenant m est un point de D, par m
il passe une unigue droite perpendiculaire a D, 4 savoir la paralléle
i n'importe quelie perpendiculaire 4 D,

Remarque : 8i D et IY sont perpendiculaires, toute isoméirie
les transforme en deux droites perpendiculaires.

4 Maédiatrice d'un segment
fioient a e b deux poinis distincis du plan. On appelle
médialrice du segmeni [ab] la perpendiculaire a la droite ab qui
passe par le milien m du segment [a,b].
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Proposition. — La médiatrice de [a,b] est ’ensemble des points
fquidistantsde a el de b,

# Ei] b

Démonsiration : soift I la médiatrice. La symétrie op échan-
ge les points & et b. Comme c¢’est une isométrie laissant fixes les
pointa de D, toul point p € D est d le méme distance de a et de b.

D
P 4

a Fn b
11 reste & montrer que si un point p n'est pas sur D, il n’est
pas égquidistent de a et b, D'une fagon plus précize :
8i p et 2 sont dans l'un des demi-plans définis par Id, on a

d(p.s) < d(p,b)
En effet, le segment [p,b] coupe D en un point q, puisque b
et p ne sont pas dans le méme demi-plan, On a
d(p.a) < d(pq) + dqa).
parce que g n’est pas sur le segment [a,p] (qui ne rencontre pas D).
Or d(g.a) = d(q,b) puisgue g € D. On obtient
d(pa) < d(p.q) + d(g,b),
et le second membre est égal a d(p,b) parce que q € [p,b].

Définition : on appelle rectangle un parallélogramme dont
deux cotés conséoutifs queleonques sont perpendiculaires.

Pour quun parallélogramme (ab,e,d) soit un rectangle, il
suffit que les droites ab et be soient perpendiculaires {alom cd &t
cbh sont perpendiculaires, puisque cd est paralléle & ab, ete...). On
noters qu'un rectangle n'est jamais aplati,

Symétries du rectangle. — Un rectangle (a,b,c,d) posséde un
centre de symétrie m {comme tout pavallélogramme}. Mais it
posséde en outre deux axes de symétrie : en effet, la médiatrice D
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de {a,b] est paralléle 4 ad et be, done {voir programme de quatrie-
me} elle passe par le centre de symétrie m et par le mitien du ¢61é
fcdl.

Dy

d c

La droite I} est aussi médiatrice de [cd1. La symétrie par rap-
port 4 D) échange a et b, et échange ¢ et 4, donc elle transforme le
rectangie en lui-méme {on dit que [} est un axe de syméfrie). De
méme, les segments {a,e] et {b,d] ont méme médiatrice I¥', et D’
est auesi un axe de symétrie du reciangle. Aingi lereciangle poweéde
deux axes de syméirie, perpendiculaires entre eux, et leur inter-
section m est le cenire de syméirie,

L'étude de la fipure précédente montre ceci: si D et D' sont
deux droiles perpendiculaires se coupant en m, la eomposée
Op © Oy, et égale & 0gy' » op et i la symétrie oy, ; la composée
0, © Op ett égnle 4 0y, » 0,, et 4 la symétrie 0y .

Bissectrice.
Soient 1), et D; deux droites distinctes passani par un
point a, et choisissons sur B, une demi-droite §5; d’origine a, &t
sur D), une demidroite §, d'origine a. Alors il existe une droite

b! 82

D et une seuie, telie gue la syméiric oy échange les deux demi-
droites 8, et 5;. On Vappelle 1a bissectrice des deux demi-droites ;
£lle passe par le point a.

Démonstration : prenons un point b, distinctde asur §,, et
un point b, sur §;, tel que d(b; a) = d(b, ,8). Soit D la médiatrice
du segment [b, b, }. Elle passe par a, puisque a est équidistant de
by, et b;. Puisque b, et b; sont symétriques par rappori 4 D, la
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symétrie oy échange les demidroites §, et 8, . Réciprogquement,
si une droite D est telle que oy échange §, et &, , op laisse fixe
le point 4, donc & € D), et de plus ¢, échange b, #4 b,, done D
est la médiatrice de [b; , b |,

5 Produit scalaire de deux vecteurs 3 el ;:

Définissons d’abord la notion de projection orthogonate du
plan Il sur utie droite D : c’est I projection sur D parailélement

a3

4 une direction perpendiculaire & 3. La projection orthogonale
associe done & tout point a le pied a de la perpendiculaire 3 D
passant par a.

D

Soient U et v deux vecteurs du plan vectoriel {plan muni
d'une origine Q). On va définir un nombre véel, appelé produit
scalaire de ¥ par v, et notd UV,

Sin = U, on pose u.v = 0.8 U # 0, soit D la droite passant
par Vorigine O et le point u, et soit v' la projection orthogonale
du point v sur D. On pose

UV =0u v
(produit des mesures algébriques sur la droite I ; ce produit est
indépendant du choix d’une orieniation de D). On voit gque si
u= 0ousiv= 0, le prodait scalaire L.V est nul,
Par abus de langage, on convient de dire gue deux veeieurs

¥ et v sont orthogonaux si l'un d’eux au moins est nul, ou si les
droites Qu et Ov sont perpendicuiaires. On voit alors que la condi-

. > p . . A A
tion uv = 0 est necessaire et suffisente pour que u et v soient
orthogonaux,
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Propridiés du produit scalaire
S 1}’: -;1 ‘{‘_\?; yona l_.;-"?= 3.‘-;: +“‘€‘;2 v
C'est évident, car Ov' = Ov; + 0¥} .
F . o i -
Tl est évident que sik € R, on a (ku.v = kW, V).
Si W= KV, on 2 u.w = k(0.V), car on a Ow' = kv d’aprés le
théoréme de ’I‘haiés

Enfin,si v = U, on a ua = (0u)*, carré de la distance d(0, u),
distance qu’on appeﬂe aussi longueur du vecteur U , et que l'o
note [Al. Ainsi ua = U2 .

Théaréme. — Quels que soient les vecteurs T et %, on a (1)

R

BV < VAL

Démonstration. — C’est évident si u = 0 ou si v = 0, puisque
dans un tel eas les deux membres de {1) sont mils. Supposons denc

u# 0 etv # 0. Examinons d’abord le cas ol Ul et v ont la méme
longueur ; soient D; et D; les deux droites Ou et Ov, et soient

8, et &, les demi-droites d’origine ) qui contiennent respective.
ment les points 1 et v. La bissectrice ¥ des demi-droites &, ét §,
est un axe de syméirie de la figure : la symétrie o, dchange les
points u et v, et elle échange sussi les points u' et v (i’ étant la
projection orthogonale de u sur Dy, et v I projection orthogo-
nale de v sur D, ) ; en effet, o transforme deux droites perpen-
diculaires en deux droites perpendiculaires. Or deux poinis symé.
triques par rapport & I} ont méme abscisse (sur Dy, resp. sur D, ),

pourvu qu’o ’on ait orienté l)1 au moyen de §, ,et D? an moyen de
§;.Done Du = I{)v o = OV etparsmte(}u()v’ = 0v.0u .

Fr le premier membre de cette relation est, par définition,
égal 41V, ef le second membre est égal & v 1.

Si u et v, tous deux = 0, n'ont pas la méme longueur, it
existe un pombre k > 0 tel quem;' = k;; ,'"1?; ayant méme longueur

a3 _
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que_ﬁ. On o alors
EV= k(@v; ), vl = k¥, H),

et comme UV, = v ff; Ia relation {1} est démonirde,

8i on écrit que (K—i-i'),ﬁfé} = Wi+ YV + 0+ v, on
obtient, compte tenu du théoréme précédent !
(2) AP = U2 + Ti® + 200.9).
Dot ;

Propaosition.— Pour que +vie = W + vfF , il faut et il
suffit que les vecieurs u et v solent orthogonaux.

Théoréme de Pythagore. — Soit un triangie {a,b,c}. Pour qu'il

soit “reciangle™ en ¢, Cest-d-dire pour que les droites ca et cb
goient perpendiculaires, il faut et i suffit que

[aB|2 = Tat(* + {chi* (observer que fab| = d(a,b)).

. . —_ ey = .
Démonstration : on pose ac = u, ¢cb = v, et on applique la
proposition précédente.

& Utilisation 4*une base orthonormaée,

Rappelons {classe de de} gue tout couple de ?ectems_:ﬁ,{? ROn
colinéaires est une base du plan vectorie] : tout vecteur p sécrit
d'ure seule maniére

- —p e
p=xu+tyv,
ol x el ¥ sont des nombres réeis, appeiés coordonnées du point p

relativement & la base (u,v), Désormais, on supposera que (i1,7) est
une base orthonormée, ¢'est-3-dire { par définition) que

fi =1, %=1 d¢= 0.
Soient alors deux vecteurs_ﬁ =xu+ y’? etp = xU+ y V. Un
calcuid facile monire que

pp = xx’ + yy' , et en particalier jpi® = x* +¥°.
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La condition d’orthogonahité de deux vectsurs de coordonnées
(x y) et {x'y') est done xx' + yy' = 0, La distance de deux points
de coordonnées {x,y) et (x', ¥') 4 pour varré
(x—x'V + (y—¥'} .
Les coordonnées relatives & une base orthonormée s’appellent
souvent coordonndes rectangulgires. On n'utilisera plus que des
coordonnées rectangulaires.

Définition : on appelle cercle de centre a et de rayon r {r
nomre réel > 0) PVensemble des points p tels gue

d{p,a) = r, ce qui éguivaut & fapl* = r*

Bl %y, et ¥, sont les coordonnées du point a {appelé centre do
cercle, 'dguation du cercle est

(X—Xg)* + {y—y¢)=r" .

Interseciion d'un cercle de cenire a et de rayon r atee une
droite D : les points communs au cercle et & la droite sont les
poinis p € D tels que lap|* = r* | Soit m le pied de la perpendi-
colaire & D passant par a, On a, d'aprés Pythagore,

P

an )t = faral? ]
fapl* = jam{® + |mpl
donc les points cherchés sont les poinis p € D gui satisfont a
et 2 Ak
mp}® = r’ —@aml|°® .

lamt ezt ia distance d du point a i la droite D, On cherche, surla
droite D, les points p tels que Is distance d{p,m} ait pour carré le
nembre 1*—d?. 1l ne peut ¥ avoir de tels points p si r’—d® < §,
c'est-ddire 8i r < d, 8i r = d, le seul poini p gui convient est
p = m ; on dit alors que la droite D est tangente au cercle au poing
m. Sir> d,’existence de la racine carré d'un nombre > 0 montre
aqu’il ¥ & deux points communs au cercle et & la droite, et m est le
milieu du segment qui les joint. La droite am est un axe de
syméirie de la figure,
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(Les résultats pracédents se vérifient expérimentalement avec
une régle et un compas),

Intersection de deux cercles. Pour simplifier, on supposera
que un d'eux a pour centre 'otigine 0 (cas auquel on peut tou-
jours se ramener au moyen d'une translation),

Par un choix convenable de la base orthonormée, on se
raméne mi eas o le eentre du second cercle a powr coordonnses
{x,, 0}, Les équations des deux cercles sont alom

Xy et (xx )yt =t
Les points d’intersection sont les solutions (x,y) de ce systé-

me de deux équations. En retranchant les équations membre a
membre, on obtient

Dy, x = {x5) + ¥ —¢'7 |
Si %, = { (les cercles sont *‘concentrigues”), cetie éqguation n’a
pas de solution, sauf si r = 1, auquel cas les cercles coincident.
Supposons donc X, # 0. Les points d'intersection cherchés sont
aussi les points d’intersection du cercle x* + y¥* = * et de la

droite
(%) + 1t — 1"t
= 210 .

il ¥ en a deux s ce second membre est > —r et < + r, un si ce
second membre est égal 3 + ¢, point dans le caz contraire. A fiire
d’exercice, on peut mener au bout de cette discussion, et on trouve
quiil ¥ a deux points communs aux deux cercles si et senlement st
la distatice |xo | de leurs centres est strictement comprise entre
r—1'f et v+ (condition évidemment nécessaire & cause de "iné-
galité trinnguleire).

7 Angles \

Il ne s'agit pas de faire une théorie des angles, ni une théorie
de la mesure des angles. On se bomera 3 congidérer des secteirs
anguliaires,

Définition : soient denx demi-droites &, et §, portées par
deux droites distinctes, de méme origine 0, Elles définissent un
secteur angulaire, qui est, par définition, l'intersection des deux
demiplans suivants : celii des deux demi-plans définis par Ia
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droite I, portant §; qui contient 1s demi.droite 8, , ot celui des
deunx demi-plans définis par la droite D, portant 8, qui contient
5. . Tei il peut étre commode de considérer les demi-plans fermés,
de sorte que §; et &, sont contenus dans le secteur sngulaire,

D2

On étend cetie définition au cas ol &, = &, ;dans cecasle
secteur angulaire est réduit & 6, . Enfin, lorsque les demi-droites
§, et 5, sont opposdes (portées par la méme droite D), on convient
gque 6, et §,; définissent deux secteurs anguisires distinets :
ce sont, par définition, les deux demi-plans fermés définis par la
droite D, un tel sectenur angulaire est dit plal.

1 usage du rapporteur conduit i admestire gu’on peut mesurer
chaque sectenr angulaire par un nombre > 0, une fois choisie une
unité de mesure. De fagon plus précise, considérons le cercle
de centre ¢ {sommet du secteur angulaire} et de rayon un ; son
intersection avec le secteur angulaire est un “arc de ¢ercle”, ¢t 'on
a admiz daps ies clazses antérieures qu’on sait définir ia longueur
d'un tel arc de cercle, Cetie longueur est, par définition, la mesure
en radions du secieur angnlaire ; ia mesure d’un secteur angulaire
piat egt alors égale & 7, celle d'un secteur angulaire droit (5, ot
8, orthogonales) est n/2 . Tout ce gue 'on doit savoir sur cette
mesure st ceci : asi un secteur anguiaire de sommet 8 ef limité
par deux demi-droites 8, et§, contient une demi-droite &,
d'origine 8, la meswre du secteur angulasire défini par 8, at 8,
est ia gomme de la mesure du sectewr angulaire défini par 8, et
5y, ot de la mesuve du secteur angulaire défini par 6, et §,. On
doit aussi savair gu'une isométrie du plan transforme un secteur
angulaire dans un secteur angulaire de méme mesure,

& &
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Il v a d’autres uniiés de-mesure. Le degré est défini par Ia
condition que la mesure d'un secteur angulaire plat est 180 de-
grés. Le grade est défini par la condition que la mesure dun
secteur angulaire plat est 200 grades.

On adopte ia convention de Iangage suivante : une fois
choisie une unité de mesure, on appellera angle de deux demi-
droites de méme origine le nombre qul mesure le secteur angu-
laire qu’elles définissent (lorsque le secteur est plai, il y a deux
secieurs angulaires possibles, mais ils ont 1a méme mesure}.

Par exemple, soit un triangle (a,b,c).

Liangle er a du triangle est ia mesure du secteuy angulnire

défini par les deux demi-droites d'origine a qui contiennent
respectivement les points b et ¢,

a b’

Théordme. — 81 on cholsit le radian comme unité de mesure,
ta somme des angles d’un trisngle est égale 4 7,

Démonstration : introduisons une notation : étant donnés
3 points distincts a,b,c, on notera (ab, ac) Pangle {en radians} des
deux demi-droites d’origine a qui passent respectivement par b et

¢. Considérons la translation de vecteur ah : elle améne a en b,
b en b’, ¢ en ¢’. Donc angle (ab, ac) est égal A I'angle (bb', be') -

La aymétrie par rapport au milieu du segment [b,c] transforme
ca en be' et ¢cb en be, donc les angles {ca, ¢b) et (bxe', be} sont
égaux. La somme des trois angles (ba, be), (be, be') &t (be, bb')
est évidemnment égale & 1 | Ces angles sont respectivement égaux
aux angles en b, en ¢ et en a du frisngle {a,b,c} et ceci démontre
ie théoréme,

Nous jugeons inutile de commenter la fin du programme de
géométrie de la classe de troisiéme,
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ANNEXE B

L’enseignement de la géométrie
a 1’aide du calcul vectoriel
en quatriéme ct troisiéme
parJegn LEHAY.

L'engeignement traditionnel de la géoméirie smivait 'ordre
historigque : raizonnements sans structure algédbrique du type clas-
sigue d°Euclide ; emploi de coordennées ; calculs vectoriels. 8i Pon
opbe, au niveau des classes de guziriéme et de troisidme, pour une
synthése de ces trois points de vue, des précautions sont & prendre;
elles sont PPobjet de cette annexe.

CLASSE DE QUATRIEME

1.'8léve acquiert d'abord, par Pobservation, les notions de
droite, de demi-droite, de segment {p,q], de distance de deux
points et de sa mesure 4(p Q) ; une demi-droite d’origine p con-
tient un seul point g tel gue di(p,q) ait une valeur positive
donnée ;

(1) d(pg} + digx) = 4{p.r) si ¢t seulement si q € [p,r} ;
d'on Pexistence et los premidres propriétés du miliew m defpygl.

[La notion de repérs de la droite est ajournéde : de méme que
les epordonnées d’un point du plan ne sont pas des distances, 1’abs-
cisse d'un poini de la droite D n’est pas nécessairement sa dis-
tance 4 une origine de I3 : elle peut lui étre proportionnelle }

L'éléve ohserve les denx sens de parcowrs de la droite, aequiert
ainsi la notion de droite orientée, c’est-d-dire d'axe, de la mesure
pg d'un bipoint (p.g} d'un ‘axe ; doi, vu (1}, la relation de
Chasles
() pq + Gr = pr (p.q.s: poinis d'un méme sxe}
£t une nouvelle caractérisation du milieu m de[pg] :

mp +"mgq = 0.
Deux bipoints {pg) et {p',q) d’un méme axe sont diis
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equoﬂents quanci pg=p q ; Paddition de ?]"];' aux deux mem-
bres prouve ceci :

(3) pg = p q équivautd : pp = qq

1’éléve peut prouver, i titre d’exercice, gue leg conditions (3)

équivalent aussi § la suivente : ..
[p.a'F et {p, q] ontle méme milieu.

{1l importe qu'on éiudie rapidement la droile et, surtout,

gu’on évite le cancept abstrait ;| €géométrie de R > ]
. ¥*

On définit le peraliélisme de deux droites, on admet I'axiome
d’Euclide, on en déduit que le parallélisme est une relation d’égui-
valence ; ia classe d’équivalence d d’une droite I est appelée
direction de D .[Dire qu'une droite D appartient a une direction
4 constitue une faute de frangais. |

L'éléve acquiert par 'observation la notion d'axes, demi-
drmtes blpomts paralléles de méme sens ; on dafinit la notlon de
direction d'exe.

On définit alors 'éguipolience de deux bipoints {p.g) et
{p’, @'} du plan par les conditions :

dipgq) = d{p,q') ;
si d(p,q)# 0,alors {pyg) et {p', q’) sont paralieies de méme
$ENs.

L’éguipolience est une relation d’équivalence, 'ensemble des
bipoinis (p,p} constituani une classe déquivalence.

On choisit un point 0, qu'on nomme origine ; on nomme
vecteur tout bipoint d’origine 0 ; on e node :

U= (O ;

- on note Fff le vecteur égquipollent au bipoint (p.) . Un vecteur

est donc le représentant d'une classe d’énuipollence. L’ensembie
des vecteurs est nommé €plan vecioriel ¥ . Le plan vectoriel n’est
autre gu'un plan muni d’une origine, r'est-4-dire un plan pointé,

L*qguipollence de {p,q} et (p', ¢') est dore notée :
1—:-"-13' Pq
On définit Ia norme de U : :u = @{ou) .
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Un parallélogramme propre est un quadrilatére dont les cdtés
opposés sont parailéles et dont les sommets ne sont pag slignés.

L’éléve obsgerve ceci :
les ¢dtés opposés d’un parallélogramme propre sont de méme lon-
gueur ; un quadrilatére dont deux cotés opposés sont paralléles et
de méme longueur est un paralidlopramme, ¢ n'est pag croisé ;
un quadrilatére dont les cdtés opposss ont méme longueur est un
parsiléiogramme, s'd n'est pas creise | (on dit donc comment le
compas permet de construire le parallélogramme dont frois som-
meta sont donnes).

Ainsi éléve comprend qu’il importe d'énoncer plus précisé-
ment cecd :
Si pp'q'q est un parallélogramme, alors (p,q) et (p', q') sont équi-
pellents : — ,
pq = p'q .
Cette propriété est admise (gxiome du pargllélogramine) et sa réei-
progue prouvée, Done, s pp’, g4 ne sont pas slignds ef, vu (3),
méme o'Hs 1o sont @

— o

(4) pa = pq équivauta pp’ = qg .
Quand les conditions {4} sont vérifiées, on dit que pp'q'q est un
parallélogramme, propre si pp’, 4'q ne sont pas alignés, aplati
SINON.

[Bien entendu, Paxiome du paraliélogramime rend superfiu
tout axiome coneernant la symétrie centrale.]

*
Un raisonnement sisé, dont les figures expligueront la signifj-
cation géometrique, prouve ceci :
S5i Fé):m et s E;m??, alors E;EE;? .
. PR — -+
[En effet ces hypothézes impliquent : pp’ = qq = r ]

Aiqgi : j})ﬂﬁbr ne dépend que de o= Ea et v m"ﬁ? ,on
note © w = u + v, endéfinissant donc addition des vecteurs par
la formule analogue & celle de Chasles ; -

——p o i
pg + gr = pr;
- L] i “* -’ - » »
en choisisgant 0 = p, on voit que w = u + v signifie ceci: w est
le quatriéme sommet du paralldlogramme de sommets w0y .
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Cette aﬂdmon est done eonmutatwe Chague vecteur ¥ aun

opposé -*u ie produit n u de tout vecteur v par tout entier
relatif n est dcmc détini et vérifie 1a lai de distributivité :

5 Hua+v) = ny + nv.
[Ii est essentiel d’expliquer le sens geometnque de cette for-

mule sur le reneau que const;ltuent ies extrémités de tous les vec
teurs

X+ 2?(u et v: vecleurs donnés, non colinéaires ; k, 2 € Z) ;

des parties de cetie figure constituent en effet les figures qui ser-
vent classiquement & prouver le théoréme de Thalés, a étudier les
milieux des cdiés d'up triangle, efc, ; les raisonnements qu’on fait
classiquement sur ces figures ne soni que les expressions géomeé-
triques du caleul gui éfablit (5) dans le cas général, dans le cas
n=2,ete.}.

On définit tu pour tout nombre réel t it'i;i = {f » Ifﬁ ;
tu est paralléle & u , de méme sens ou de sens opposé, suivant
le signe de t ; on déduit de (B} s loi de distributivité :

6) T HEtY = U+ v,
si t est rationnel ; on Padmet sinon jeomme on admet classique-
ment le théoréme général de FThalés],

*

L éléve ne peut assimiler ce qui précéde gque par des exercices
de géométrie, i faisani découvrir ¢t énoncer les propriétés de
figures trés simples ; bien des éléves comprendront 1a signification
geométrique concréte de cas particuliers d'une formule telle que
(6) avant de comprendre cette formule vectorielie et méme son
analogue numérigue.

Indigquons trés schématiquement quelques-uns de ces exerci-
ces, étant bien entendu que ce ne sont pas les formules vectorielles
qui importent mais leur interprétation géométrique, c am-du'e
les propriéités de figures,

pa=q—p,
8t m estle milizu de [p.q] , on a {quelle que soit Porigine 0) :
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La conditiongue pg rs soit un beralidlogramme §'énonce :
i b -+ -+
p—-qt+tr—s=10;

elle équivaut manifestement A chacune des conditions :
— — e e 1 — —

1 s o
pg = sr ,psmqr;E{pﬂi zg[f;*s; ;

cetie dernidre condition signifie que les disgonales ont méme mi-
liew ; 4’0ot une seconde construction du parsliélogramme dont
trois sommiets sont donnés.

8i p'sr sontles milieux des c¢Htés du triangle pqr ,ona:
e 1
I , ete,
ra 2 Ppq
p'q’pr est done un parailélogramme ; ete,
Le barycenire g de deux points p et g ,de poids P et Q (nom-
bres tels que P + @ # 0}, est défim par la condition !
Ppg+ Qqeg=0{cad :g divise [p,q] dans le rapport“:i) ;

qui équivaut a :
" P o Q
g = P+
P+Q P+ Q

Le barveentre g de trois points p.gr (Ge méme poids) est définid
par la condition :

4 (quelle que soit Porigine} .

[T Y —n . _, 1_” 1_’ 1“"
Pﬁ+qg+rgmﬂ,c.a.d. g=§p+«§q+_§r;

si p',q' 2 sont les milieux des cotés du triangle pqr , on a donc:

d'ot; les propriétés des médianes du {riangle.

On deéfinit le barycenire de quatre points de méme poids ; ’éleve
doit 8tre capable de découvrir ses propriétés.

*

Le transiate d’un paint p par un vecteur u estle point p'

R -
tel que pp = u;si p' et g sontles translatés de p et q parun
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- -
méme vecteur u , on a donge, vu (4) :

(7} pPg = pq .
On définit la translation T d’un ensemble fini de points (par
exemple des milieux p' g’ des cOtéds u du'triangle pgr par

L R
le vecteur Y pq) avant de définir les translations du plan : bijec-

tions du plan sur Ini-méme, conservant, vu (7}, la distance, la
direction de droite et d'axe, I’alignement ; elles se composent cor.-
me s'zdditionnent les vecteurs qui les définissent,

(A titre d’exercice; on dalle le plan par un parallélogramme et
ses translatés. On observe que le glissement de 'équerre le long de
ia régle opére une translation de Péguerre ; d ol une construction
de la paralléle & une droite donnée contenant un point donné).

*
La symétrie S, par rapport 4 un centre ¢ est étudiée de
méme. Solent p’ = § p, q = 8 q ;par définition
--u‘ e, iy . i
ep = —ep , oq = —iq .
d’ah
— o
rq = pg .
La symétrie est done une bijection du plan sur lui-méme conser-
vant la distance, la direction de droite ef Valignement, changeant
chatjue direction d’axe en son opposé. Elle est 3a propre inverse.
On prouve que les quadrilatéres possédant un centre de symé-
trie sont les parallélogrammes (le symétrique d’un sommet étant le
sommet opposé),
(A Titre d’exercice ou d’approfondissement, on peut &étudier
iz composition des symeétries ;

§ 8 =T ,done § =S, Tret § =Tz ,ob u=23b;

F »
les syméiries et translations ne commutent donc pas,

Puis on peut étudier les symétriques d’un triangle par rapport
aux milienx de ses cotés et daller le plan par un triangle, ses trans-
latés et symétrigues.)

Les homothéties (et leur composition) peuvent étre étudiées
de méme, 4 titre d’exercice ou d'apprefondissement.

¥*
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Seient deux droftes non parafléles, X et Y ; leur intersection
est choltie pour otigine. Sojent p, et p, les projections d'un
point p respectivegxent sur X paraliélement 4 Y etsur Y
paraildlement 3 X ; p se décompose de fagon unique en la somme
de deux vecteurs respectivement paraliéles & X et Y ,appelés

composanies o projections de p
—F Ert e . v e
P=Px TPy » 08 Py = (0,py) . Py =y} 5
Punicité de cetle décomposition prouve que :
P amay —p -+, e —, e
P+ Qy =py + G 3 (P} =ty 5 (PAy = Py Gy -
{Commutativité de Ia projection avec I’'addition et le produit par
un nombre}.
Dene ;
. - -+ ———r s
st pg = L 18, alom py Gy = b Iy 8¢ 3
c’est le théoréme de Thalds [préciaé, quant au signe].

{A titre d’exercice, on peut prouver ceei : la projection du
milieu est le milieu de Ia projection ; la projection d'un parallélo-
gramme est un parallélogramme aplati.)

*
Par définition, une base du plan vectoriel est consiituée par

deux vecteurs non colinéaires ; soit : U inclus dans X et ¥ inclus
dans Y. Il existe un couple unigque (x,¥) de nombres tel que :

5; =zU ,E: = ymﬁ;c'enédm:ﬁmxﬁ+ yV;

d’ol1 une bijectiond - (x,¥) du plan vectoriel sur R? ; on précise
ges propriétés [sans la nommer isomorphisme] ; cette bijection
dépend du choix de la base (1, ¥).

]

Les deux nombres x et y sont appelés coordonnées de p ;
p k- (x.¥) est une hijection du plan sur R? ; eile dépend du choix
du triplet (0, 4 V), appelé repére du plan.

(A titre d’exercices, on expgi_{nﬁ, en fonction des coordonnées
de p.q, ..., les composantes de pq , les coordonnées du milieu de
ip.al, les coordonnées du baryeenire, la condition que pars soit un
parallélogramme, Péquipollence).
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On définit enfin une base des vecteurs paralléles d une droite
D : ¢'est un vecteur nop nul & paralléle a D ; tout vecteur parafléle
i D a donc Vexpression £ d(d € R) ; on définit une origine ¢ de D :
<¢’est un poing de B ; ¢ et d copsiituent un repére de D ; labeisse
d’un point p de D dans ce repére est le nombre t tel que
p=t
Egquation d'une droite Y) non parslléle 4 Y : on peut choisir
Tet e tels que: o
=utav;c=bv (a,h€ R);

le point p de D d’abeisse ¢ est alors défini par
Pt + (ab+ b
il a les coordonnées : x = t, y = at + b ; D 2 done pour éguation :

y~=ax+h

On admet que le complémentaire de D dans le plan est la
réunion de deux demi-plans convexes ; ils sont donc respective-
ment définis par les inéguations : ¥y > ax + b et y<ax + b,

Une droite D paralléle 2 Y a évidemment pour équation
= g,
Une droite D quelcongue a donc pour équation :
ax + by + ¢ =0, oif{ab)+* (0,0);
les deux demi-plans complémentaires sont définis par les indqua-
tions respeetives :
ax +t by + c>Diax+ by +e=<0.

Approfondissement : — Quelgues thémes ont été indiqués
{composition des symétries et translations : homothéties) ; on
peut, par exemple, étudier divers dallages du plan ; il existe beau-
coup d'auires possibitités ; (barycentre de irois points affectés de
peoids, #tc.)

CLASSE DE TROISIEME

Le produit scolzire peut &tre défini sans Pintermédiaire,
certainement lourd, d’autres notions felles que : Ie rapport de
projection orthogonale, cosines.
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Soient : X et Y deux axes contenant 'origine, pe X, q€ Y,
p Ja projection orthiogonale de p sur Y, q° celle de q sur X. La
symétrie par rapport 4 ia bissectrice I de (X,Y) prouve que, si
les mesures algébriques de (0,p) sur X et de (0.q) sur Y sont égales
_c'ent-a-dire :
siafa ="5E;", alorsw = 5{;—
Done, vu le théoréme de Thalés, quelles que soient Op et‘&;:
Op - 0= 0q- Op;
ce nombre est nommé produit scalaire de Op et Oq ; il est noté
o 05.
Pour gque u - v = 0 il faut et suffit que 'une des conditions
suivantes soit vérifide :
U=0;v=0.detVsont orthagonaux.
D'oi le théoréme de Pythapore et sa réciproque.
La formuie :
= - —_-
- u= |u?
ia bilinéarité du produit scalaire et son expression £n eoordonnées
orthonormées sont évidentes.
{.'équation de la droite :
axt+bhy=¢
définit done ses points p par Ja condition :
n - P - c »

n étant le point de coordonnées {a,b) ; il v a lieu d’expliciter 1a
signification géométrique de cette condition.
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ANNEXE C

Projet de programme
de mathématiques pour

Ies classes de quatriéme et troisiéme
(d’inspiration surtout métrique),

par Gustare CHOQUET.

Le projet de 'Académie et celui-ci ont de nombreux points
communs ¢ en fin de troisiéme, ils auront apporté aux eléves les
mémes notions et les mémes connaissances, Globalement, cos deux
projets sont done dquivalents ; mais ils différent beaucoup dans
lour approche de la géométrie.

Le projet officiel se propose de dégager et d’utiliser en fin de
quatriéme la notion de vecteur ; le présent projel reporie en troi-
sieme 'introduction de cette notion ; il est méme possible que des
expériences pédagogiques biets conduites montrent que cette intro-
duction en iroisiéme est encore frop hitive et que, lors d'une
refonte et d’une harmonisation des programmes de mathématigues
de la sixiéme 4 la premiére, il apparaisse sotthaitable de ne faire de
calcul vectoriel quien seconde.

Nous conserverons sans modification la partie algébrique des
programmes de PAcadémie. Par contre, nous pensons qu'en qua-
fridme et troisidéme, la géométrie doit rester fortement lée au
monde physique ¢t & Pexpérience quotidienne, a Iz notion de
solide et de régie graduée, et doit s'appuyer sur une familiarité
totale avec un petit numbre de figures simples @ rectangle, paralié-
logramme, médiatrice d’un segment, bissectrice d’un angle.

Ea notion de déplammgnt d'un solide, convenablement
mathématisée, doit étre le roc sur lequel doit &ire basée la géomé
trie en guatriéme.

Notre programme de guatriéme, consacré 3 la géométrie
métrique plane, se termine par lo théoréme de Pythagore et ses
applications élémentaires.

Ceiui de troisiéme commence par le caleu! vectoriel dans le
plan, basé sur les propriétés déjs acquises du parallélogramme ot de
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la projection oblique ; on définit ensuvite le produit scalaire ot on
en donne quelques applications ; si' le programme de troisiéme
s’avérait trop gros et si, dans cette classe, les physiciens n'ont pas
besoin de produit scalaire, on pourrait, compte tenu qu'on dispose
déja du théoréme de Pythagore, reporter le produit scalaire en
seconde.

La seconde partie de notre programme de géométrie de troi-
siéme est identique i celie du projet de PAecadémie,

Nous donnerons d'asbord les programumes, avant de passer &
leur commentaire détaillé,

PROGRAMME DE QUATRIEME

I. NOMBRES DECIMAUX ET AFPROCHE DEE REELS

Méme programme que dang le projet de PAcadémie ; on pour-
ra y ajouter la définition de la racine carrée et en donner quelques
propriéiés simples.

1. GEOMETRIE PLANE

i. Le plan, ensembie de poinis muni d’une distance ; la dis-
tance di(p,q} de deux points p et g est un nombre réel > 0,
une fois choigie une unité de longueur ; changement d'unité,

Les droites sont des parties du plan. Deux points distinels du
plan appartiennent &2 une droite et une seule. Chaque droite peut
&ire munie de deux “‘sens de parcours” ; demi-droite d’erigine p,
segment de droite {p,q] dexirémités p et q; les points x de
{p.q] sont caractérisés par I'égalité d(p,q} = d{p.x) + d(x,q} .

Sur une droite orientée (ou axe}, mesure algébrique d'un
bipoint {(p,q) : notation pq. Relation de Chasles. Etant donné un
point p, il existe un unique point q de I'axe fel que pg soit égal
a4 un nombre donné. Abscisse d'un point sur un axe, une fois
choisie une origine. Ahscisse du milieu d’un segment.

2. Les deux demi-plans associés 4 une droite | convexité.

— Notion d’isométrie et son lien avec la notion de solide.

— Symétrie (ou retournement) par rapport a une droite.

— Plus courte distance d’'un point 4 une droite et projection
d'un point sur une droite.
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— Droites perpendiculpires & une droite ; elles sont paral-
1Bles ; larelation D L D' est symétrique.

3. Par tout point du plan il pasee au moing une paraiiéle a D,
Axiome d'Buclide (unitité de cette paralléle) ; direction de droite ;
directions perpendiculaires,

4. Médiatrice d’'un segment {a,b] et régionnement du plan.
Axe de syméfrie d’un triangle isocéle ; bissecirice de deux demi-
droites (axe de symétrie de la figure). Rectangle ; le groupe de ses
symétries, centrales et axiales.

B, Syméirie centrale, symétriguie d'une droite. Parallélo.
gramme (propre ou aplati) ; l& droite qui joint les milieux de deux
¢Hiés opposds est paralléle aux autres cotés. Projection oblique du
plan sur une droite ; projection du milieu d'un segment ; division
d'un segment en n parties égales. Enoncé de Thalds {on 'admet
pour les rpports non ralionnels).

8. Cosinus des demi-droites §; , &; de méme origine ; il
est symétrique en 5, , 5, . Conséquences : théorédme de Pytha-
gore. Applications ; triangles ractangles a c6tés entiars ; problémes
de constructions. Coordonnéss rectangulaires et caleul de dis-
tances.

Nous incluons sussi dans ce programme le “Nota bene™ et la
“Remarque sur ce programme’™ qui terminent le projet de 1’ Acadé-
mis pour la quatrieme.

PROCGRAMME DE TROISIEME

I CALCULS ALGEBRIQUES
Comme dans ie programme de "Académie.

I, GEOMETRIE PLANE

1. Rappels sur le parallélogramme et la projection obligue.
Systéme des projections obligues associées 3 deux droiles sé-
cantes ; coordonnédes par rapport a deux axes; coordonnées du
milieu d’un segment.

Ripoint (p.q). Equivalence de deux bipoints ; sa caractériza-
tion en termes de coordonnées ; relation d'équivalence associée.
Plan vectoriel : le choix d’une “origine™ 0 associe & chaque point
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u le bipoint {{,u} appelé vecteur et noté u ; vecteur E:i défini
par un bipoint {p,q}. Translation définie par un vecteur ; addition

des verteurs, relation ﬁ + “Eﬁ 2 f;f- .
Produit kU d’un vecteur U par tin nombre k , relation
E{u+v) = ku+ky.
Bases du plan vectoriel, coordonnées relatives 4 une bage,

Aguation d'une droite,
Exercices : homothétie, barycentre, médianes d*an {riangle.

2. Produit scalaire ﬁ, v de deux vecteurs U et v . Identités
{ad+ by =22 +b? +2ab et (atb) +{a—hb)? ={(a® + b)),
- leur interprétation géométrique. Théoréme de Pythagore et sa réci-
progue, Condition d’orthogonaliié de deux vecieurs dans une
basge ; éguation d'un cercle ; intersection de cercles st droites.

3 et 111. Les paragraphes du projet de 1"Académie intitniés
“Angles” et “Observations de figures simples de Pespace™ sont
également inclus dans noire programme.

COMMENTAIRES SUR LA GEOMETRIE
BU PROGRAMME DE QUATRIEME

Les commentaires détaillés qui accompagnent le projet de
I’ Académie s’appliquent en grande partie au présent projet, ce qui
nous permettra 4'8ire assez brefs.

Nous indiquerans seulement ici la trame logique qui unit les
matiéres du programme ; ce gui est donc essentiellement gestiné
au professeur qui se doit de connaitre le déroulement logique
compiet sous-jacent i son cours. Il st en effet hors de question de
présenter aux éléves, 4 ce niveau, un exposé entidrement déductif
de la glométrie ; ce serait & ia fois trop long et non adapté su
développement mental des éiéves. Par contre, il est important que
ces Sléves se familiarisent avec de nombreux objets géométriques,
ot qu'ils commencent & suivre et & reconstituer de courts raisonne-
ments ; la conception du présent programme est particulierement
bien adapiée & ce cheminement : A partir de quelques figures
simples telles que rectangle, parallélogramme dont les propriétés
de base auront bien &té comprises par I'observation et Pexpérimen-
fation ou méme par les courts raisonnements d’une étape anté-
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rieure, on déduira par un raisonnement précis, dez propriétés beau-
coup moins évidentes, par exemple le thé oréme de Thalés pour des
rapports rationnels, ou le théoréme de Pythagore.

Ces figures clefs seront les étapes qui permettront aux éléves
de "souffler”, de reprendre pied sur un concret familier, d’od ils
powrrent repartir pour aller un peu plus loin. L'essentiel, en fin de
compte, sera qu'ils aleni parcouru un paysage gédoméirique varié et
enrichissant et qu'ils g’en souviennent comme d’un monde non pas
arbitraive mais raisonnable et compréhensible.

Certains des énoncés du cours, et en tout cas ceux du début,
seront une mise en forme d'observations qui se dégagent de
mesures faites avec une régie graduée sur des morceaux de plans
constitués par une table ou un mur et sur les morceaux de droite
gu'on peut y tracer avec une telle régle.

ESQUISSE D'UN DEVELOPPEMENT LOGIQUE

Nous ne parlerons pas iei des difficultés, surbout pédago-
giques, liées au [ait que le monde physique nous offre des
exemples de morceaux de droite ou de plan, mais jamais de droite
ou de plan entiers, Par contre, il nous semble niile de souligner gue
fes relations d'ordre et les relations d'incidence sont plus fonda-
mentales et plus intuitives encore que la notion de distance.

Aussi la Hste raisonnée des observations du monde réel pour-
rait-alle suivre 4 peu pres 'ordre suivant :

Par deux points passe une droite et une seule. Chaque droite
peut 8tre munie de deux ‘'sens de parcours” (ordres totaux oppo-
aéa I'un de Vautre) ; d'ol les notions de demi-droite et de segment
{pya]- On peut dés lors introduire la notion d’ensemble convexe ;
c’est une partie du plan qui, dés qu’elle contient deux points p.g,
contient aussi le segment {pgl.

Les éléves guront grand plaisir & dessiner des portions de plan
qui sont convexes et d anlres qui ne e sont pas ; et la simplicité de
la définition leur permettra de comprendre la preuve d'un premier
théoréme intéressant :

“L'intetsection d'une famille d'ensembles convexes est un

ensemble convexe”, Illustration facile par superposition d’ensem-
bles convexes dessinés sur des feuilles transparentes. La notion
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d'ensemble convexe s'applique immédiatement & la définition des
demi-plans (ouverts ou farmés) associés A une droite.

Par exemple on donnera P'énoncé suivant tiré de Pexpé-
rience :

Pour touie droite D du plan P, il existe une partition
unique de {P\ D} en deux ensembles convexes Py, P non vides
(appelés demi-plans ouverts) tels quesi p, €P, et p. €9, , le
segment [p, , pa Jrencontre D,

Montrer que les demi-plans fermés (p, D) sont gussi
cotivexes, peut constituer un intéressant exercice ; et bien siir les
intersections de f{amilles de demi-plans fourmniront de nombreux
exemples d’ensembles convexes,

On peut alors arriver aux notions métrigues :
Une fois choisie une unité de longueur, la distance dip.q} de deux
points p,q (mesurée su moyen d'une régle graduée} est un nom-
tire positif, ef cette distance vérifie les relations suivantes :

d{p,q) = d(g,p} ; dipp)=0 ; d(p,q} > 0 8l p+ q

el dip,g) < dip,x) + d(x,q) quels que solent p,q,x, légalité
n’étant réakisée que si x appartient au segment [p.q].

En outre, pour chaque demi-droite § d’origine p, et pour
chaque nombre positjf £, il exizte sur & un unique point q tel
que d{p.q}=£.

On peut dés lors développer Ia fin du (1) concernant I
mesure algébrique et la relation de Chasles, ce développement pou-
vant se résumer en disant que deux points quelconques A, B
d'une droite D tels que d(A,B) = 1 définissent une izoméirie
unique de D sur R qui envoie le couple (A,B) sur (0,1). Maisil
faut pour cela avoir défini la notion d’isométrie. Dans le monde
réel, expression “corps solide” évoque un corps tel que, deux
quelcongues de ses molécules restent a une méme distance mutu-
elle, indépendanie du temps ; cette notion physique a eonquit les
mathématiciens 4 la notion voisine suivante :

St AB sont deux parties du plan, et [ une bijection de A
sur B, on dit gque I est une isométrie si elle conserve les distances,

¢'est-b-dive s
d{i(x) , Hyy = d{xy)

quels que soient xy dans A. On dit alors que AB soni
isométriques, ou congruentes, ou superposables (la question de
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savoir 8’1l s’agit d’une isométrie directe ou inverse, paire ou impaire
n'est pas essentielle ici puisque les morceanx de plan gu'on utilise
" sont plongés dans I'espace de dimension 3).

Le probléme pédagogique posé par la notion d’isométrie est
intérgssant ; on sait les difficultés qu’éprouvent s plupart des en-
fants pour bien comprendre les bijections entre ensembies infinis ;
on cowmmencera donc par prendre pour AB des ensembles finis
de Z, 3, 4 points ; on pourra ensuite utiliser un couple de rondelles
planes ridiges et congruentes, les rotations d'une poite gutour de
ses gonds, le refoumement d’'une plague plane syméirigque astour
de son axe de symétrie, la réflexion danz un miroir ; mais surtout
on devrait commencer & utiliser de fagon systématique dans Pen-
seignement de la géométrie & ce niveau, I"outil splendide que cons-
tituent les films mathématiques ou mieux encore les casseties-
vidéo qui, en une projection de dix minutes, peuvent faire prendre
conscience auy éléves de la dynamigue sous-jacente aux notions et
aux. relations de bage d’un programme tel que celui présenté ici.
Nous pensonz d'ailleurs qu’un argument trés fort qui doit faire
préférer notre présentation géométrigue & une présentation plus
algébrisée est le fait qu'elle s"adapte de fagon étonnante a une
amnimation par film, avec les conséguences que cela impligue pour
de jeunes enfanis, encore plus sensibles & I"image et au mouvement
qu'au raisonnement,

Ravenons au déroulement du programme !

La caractérisation d'un segment [p,q] par une égalité meé-
trigue {voir {1)} démontre gue tout ensemble isométrigue 3 un
segment est un segment de méme longueur ; il en résulte que tout
isométrigue d’un ensemble convexe, d’une demi-droite, est un
ensemble de méme nature ; que si P, Py sont les demi-plans
ouverts associés 4 une droite D, et f une isométrie du plan, f(P,)
et f{P;) sont les demi-plans ouverts associés & la droite f(I}) . On
est prét alors a aborder la symétrie par rapport a une droite, ma-
thématisation de deux faits concrels de ’expérience courante :

Le retourmement d"une plague rigide plane symétrique autour
de son axe, et le pliage d’une feuille de papier autour d'une de ses
droites. Voici sa formulation mathématique :

Pour toute droite D d'un plan P, #l existe une isométrie { de
P sur P telle que f(x)= x pourtoul x€ D, et qui échange les
demi-plans ouveris P,,P; associés & D {ie. (P, )=P, et
f(Py) = Py ).
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Lne Tois admise (on démontrée} Funicité de f, on Pappelte
symeétirie d’axe D ou retournement autour de D.

On dit gu’une droite D' est perpendicylaire A DsiD” # Detsi
ihYy=0D",

Pour tout x€ D' avec x ¢ D, le segment [x,{(x}] rencontre
D &n un point m milieu de ce segment ; pour tout y€ D distinct
de m, on a d{xy) = d(f(x}),y}, ¢’ou d'aprés Pinegalité triangu-
laire stricte, dix,m) < d{x,y); dont le point m est caractérisé
comme étant le point de D 4 distance minimum de x ; on dit que
¢'est la projection de x sur DD, ou encore gque c’est e pied de la
perpendiculaire D' menée de x i D.

Cette caractérisation montre gue m est aussila projection de
f(x) sur D ;done f(fix)) = X ; cetie relation est valable pour tout
x=P; done [ est ce qu'on appelle une involution ; c’est une
bijection de P telle que f=f1"1 oun, ce qui revient au méme,
1 = identité. ¥} faudrait souligner ici 'analogie de f avec la
symétrie x- —x de R, en opposition avec la transiation
x> {x+ 1}de R dont V'inverseest y -y~ 1,

Le symétriqgue fi{x} &'un point x par rapport 4 D s'gbtient,
si x € D, comme unique point de la droite D' econtenant x et sa
projection m , tel gue m soit milieu de {x,1(x)] ; cette construc
tion démontre en particulier unicité de .

La relation de perpendicularité qu’on vient de définir se note
D 1 IV ; monirons qu'eile entrafne D' L D :

Soit m Pintersection de DI : nous devons montyer que ia
projection a sur ¥ d'un point y de D distinet de m , n'est
autre gque m ; car si a ¥ m, on saurait par symétrie
diy,a) = diy,a’} oh a  est le symétrique de a par rapport 4D ;
comme a +a, cecl est en contradiction avec 'unicité de la
projection.

Toute Bométrie transforme deux dreites perpendiculaives en
droites perpendiculaires : ¢’est une conséquence de 1'unicité de 1a
projection d'un point sar une droite.

8i D'LD etsi P, P, désignent les demi-plans ouverts asso-
ciés & D', chacun est invariant par la symétrie £ d'axe D ; en effel
puisque f{D'}= D’ nous savons que, ou bien {1 échange P,, P, ,
ou bien conserve chacun d’eux ; mais comme { laisse fixe fout
puint de D, 1'échange est impossible.

456 -



Bulletin de TAPMEP n°313 - Avril 1978

Il résulte de lA que si D L D, avec D' # D' la droite D
est contenue, soit dans P;, soit dans B, , autrement dit D'’ et D'
sont digjointes.

. Autrement dit par tout point a du plan i passe au plus une
perpendiculaive a D. Il est alors tentant d'essayer de démontrer ici
Pexistence ¢’une telle perpendiculaire @ ¢’est immédiat si a¢ D :
c'est Iz droite contenant a et fla) ; callest moinssi a€ D, On vy
done pour simplifier s’orienter vers Vaxiome d'Buclide.

Disons que deux droites du plan P sont paraliéles si, ou bien
elles sont disjointes, cu bien elles sont identiques.

Nous venons de voir gue deux perpendiculaires quelconques a
une droite 1) sont paralldles ; on va en déduire que par tout point
@ du plan passe au moins une paralléle a une droite I : soit I
une perpendiculaire 2 D' ne contenant pas a , et s0it D'’ Ia perpen-
diculaire a4 D passant par a ; les droites D' ot D' sont perpendicu.
laires 4 D, donc paralléles. B devient alors naturel d’énoncer
'axiome d’Euclide :

“Par tout point du plan il passe eu plus une paraliéle i une droite
donnée”,

On sait que cet axiome égquivant aussi & dire gue la relation de
paraliélisme (notée 11, § ;) sur Pensembie des droites du plan P
est une relation d'équivalence ; les classes d'éguivalence associées
s‘appellent des directions.

Montrons que si D' LD o D'HD ,adors D" £ D : Suppo-
song D' # D7, s0it a€c D'\D’ e D' la perpendiculaire 4 D
mende par a. Alors ' et D’ étant perpendiculaires 4 D sont
paralléies, done D" = I¥'"" d’aprés Paxiome ¢'Buclide.-

En particulier en résulte Pexistence, que nous ignorions
encore, de la perpendiculaire & ID menée par un point de D.

Médigtrice 3'un segment {a,b], ol 2 # b : Par définition c’est
la perpendiculaire I au segment [a,b] (i.e. 3 la droite le contenant)
menée par son miliew m . Comme ab sont symétriques par rap-
port 4 D, d(a.x) = d(b,x}) pour tout x de I}, etsi x est dans le
demi-plan ouvert P, associé a I) et contenant a (ie. si [a,X] ne
eencontze pas D) on a d{a,x) < d(b,x) ; cest évident en utilisant
l'inégalité triangulaire stricle dans le triangle de sommets x,8,p.
ou p= D0 [bx], On caractérise ainsi les points de D, P , P, par
comparaison de leurs distances & a et b,
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Axe de syméfrie d’'un triangle isocéle : On se donne les poinis
Gab oi 4{0,a}= d(0,b) # 0. Il existe une drolte D unique con-
tenant O ot telle que ab solent symétriques par vapporl & D :
c’est In droite contenant (ha si a= b ; c’est la médiatrice de [a,b]
si a# b;on 'appelle axe de syméirie du triangle isocéle (0,s,b).

B8i &,, &, sont deux demi-droites d’origine 0, il existe une
droite unique D) telleque &§,,8; soient symétriques par rapport 4
D : c'est Paxe de syméirie du triangle isocéle {0,2, ,8: ), 00 a,, a3
sont des points quelconques sur §,,5, tels que

d(0.a,} = di0m,) # 0.

Rectangle : On atilisera 1a terminologie suivante, relative & un
guadrilatdre (ab,c,d); on appelle cotés opposés les couples de
segments [a,b], (¢, d] et [bc], [d.a] ; et on appelle diagonales les
segments [a,¢] , (b,d}.

Les vectgngles peuvent &bre définis par de nombreuses pro-
priétés éguivalontes ; il est essentiel de les connattre.

Supposons que tous les sommets de {a,b,c,d) solent distinets ;
alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) Chacun des couples de obtés opposés 3 méme direction ;
et ces deux directions sont perpendiculaires.

2) Chacun des couples de c6tés opposds a méme mediatrice,
et ces deux médiatrices sont perpendiculaires.

3) Les diagonsaies ont méme longueur et méme milieu.

On appelle rectangle tout quadrilatére ayant ces propriétés.

Montrons par exemple que 2 = 3 ; notons D, , D; les média-
trices des couples de cOtés opposés, et m intersection unique des
droites qui portent les diagonales ; comme la symétrie par rapport
a D, échange les diagonales, m est fixe dans cetie symétrie done
meD, ; de méme meD, . Donc m est le point commun &
D,, D, ; il en résuite aussitdt 'épalité des distances de O aux
quatre sommets, donc Pénoncé 3. ;

Ceci montre de plus qu'un rectangle admet deux axes de

symétrie perpendiculaires, et un centre de symétrie qui est le point
de rencontre de ces axes. .

Svyméirie centrale. Ces propriéiés du rectangle se fraduisent
plus généralement de la fagon suivante ;
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Si D,, D; sont deux droites perpendiculaives, et 0 leur point
commun, si o, 0y, 8 désignent les symétries par mpport a
D,,D;, et la symétrie de centre 0, le produit de deux de ces
transformations est égal & la troisidme ; et s opn leur ajoute 1"iden-
{ité on obtient un groupe commutatif d’ordre 4 dont tout élement
est égal 4 son inverse.

Comme § est produit de deux isométries, c’est aussi ume
isomeétrie ; elle transforme toute droite en droite, ot plus précisé-
ment en une droite paraliéle.

Bisons alors gqu’'un quadrilatére (a,b.c.d) est un paraliélo-
gramme 51 les milieux de ses diagonales coincident ; ce point com-
mun I} est donc un cenfre de symiétrie de (a,b,c,d} ; donc deux
cotés opposés quelconques sont paraliéles et de méme longueur,
Un parsliélogramme peut &ire aplati, ¢’est-4-dire avoir tous ses
sommets sur une droite 1D ; sinon les directions des droites portant
1es couples de cdtés opposés sont distinctes,

Réciproguement, i dans un guadrilatére 3 sommets distinets
deux ciGtés opposés quelconques sont parailéles, Jes directions de
ces deux couples étant distinetes, ce guadrilatére est un parailélo-

. gramme.
~ Une propriété importante des parallélogrammes non aplatis,
analogus a l'identité des médiatrices des cotés opposés d’un rectan-
gle, est la suivante : la droite qui joint les milieux de deux cotés
opposés est paralléle aux auires cotés. Par exemple, notons p
(resp. ¢) Dlintersection de la droite 5{(ab) (resp, 5(c,d)) avec Iz
paralléle 3 {b,c] menée par 0, _

Les segments [a,p],{c.g] sont égaux (symétriefQ) ; les seg-
ments [a.p] ,{d.q] sont égaux, car {(a,p,9,d} est un paraiiélo
gramme. Donc p est milieu de [a,b].

Corollaire : Toute projection oblique conserve leg milisux.
Plus précisément appelons projection obligue sur une droite D
parallélement a une direciion § distincte de celle de B}, Papplica-
tion { duplan P sur D qui & tout x € P associe le poiné f(x)
d’intersection de D avec la droite de dirsction 8 passant par x
{fon dira projection orthogonale lorsque D et § sont perpendi-
culaires).

Soit alors m le milieu d'un segment [ab] ;: le coroliaire
affirme que f(m) estle milieu de [f{a), [(b}} ; la preuve, classique,
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ufilise les propriétés élémentaires de la symeétrie centrale et du
paraliélogramme. .

On déduit de la de fagon classique la constraction qui perimet
de diviser un segment [a,b} en n parties égales.

On en déduit surtout 1'énoncé de Thalés pour les rapports
rationnels, dit “‘petit Thalés™,

Voici cet énonecé : Soit D une droite quelconque de direction
#+ 5 ; trois points &', b’, % de IV avec a' + k' ; a,b,x, les points
correspondants de D par la projection €. 5i k= 3% /db, et
K=ax/ab ,ona k=X .

En voici une preuve rapide : Notons ¢ Uapplication k-~ k'
de R dans R ; la conservation des milieux par projection abligue se
traduit par :

Lt L

w£2

1
)=~§(¢(t;) + ot })

' 1
comme ¢{0) = O, on 2 en particulier I'identité ¢ {-g—} e "é“ip {u};
on et déduit 'identité ¢ (t) + ta )= 2 {t,) + ¢ (t;) .

Done ¢ est une apphication additive de R dans R, avec
w (1y = 1.1 en résulte que ¢(n) = n pour tout n€ Z, puis,
w (£} = rpour toutr € Q.

Pour une présentation plus élémentaire et plus visuelle de
cette prevve, voir les commentaires du projet de "Académis,

On admettra que 1a relation ¢ (1) = £ est valable pour tout
t réel; su preuve est d'silleurs fort simple pour gui connaft un
peu la structure de R. En effet ¢ est une application croissante de
R dans R {c’est une conséquence du fait que toute droite paralléle
d une droite A do plan, ou bien est A , ou bien est contenue dans
un des demi-plans ouveris associés & A }; et ¢ coincide avec
identité sur G donc c'est Pidentité !

Sojent &,,8, deux demidroites d'origine 6, et I, 13, les
axes associés gui les portent ; onnote a,,2a; lespointsde 5,5,
2 distance 1 de 0.

On appelle cosinus de {8,,8,) {noté cosib,, 51} Ja mesure
algébrique sur D, du bhipoint (0,4} o0 a, est la projection
orthogonale de a, sur Dy .

Le théoréme de Thalés montre que si X,y sont deux points
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quelcongues de Dy, x' et ¥ leurs projeciions orthogonales sur
Dy,ona xv = cos{é,,8,).%2y.

La propriété fondamentale du cosinus est sa syméirie :
cos{d,,8,),= cos(h,, 6,); elle résulte du fait que le couple des
d_gLni-droites 8,,%; posséde un axe de symétrie, d’ol la relation
Oay = Oa) .

On dit que {3,,5;) est un angle aigu, droit, obtus, suivant
ague cos{d;, 82 est >0 =0, ,0u < 0.

8t A BC sont trois points distincts, on appelle cosinus de
I’'anigle en A du triangle {A,B,C}, le cosinus des demi-droites d’ori-
gine A qui portent B,C.

Théoréme de Pythagore. Soit (A,B,C) un triangle de sommets
distincts, dont "angle en A soit droit, et soit H la projection ortho»
gonale de A sur la droife portant B,.C.

On note ab,c les longueurs des ¢Biés du triangle, ot 5,7
les cosinus de ses angles en B,C.
On a: f=cfa et y=bla, dore B,¥> 0, doi
H<[BCl.Onadone
a=d{BH)+ dHC)=Bc+yb=(c" +b)a
ouencore a° = b* + ¢ .

Nous ne parlerons pas ici des applications élémentaires ni des
constructions assocides au théoréme de Pythagore.

Nous soulignerons seulement la simplicité de la démonstra-
tion ci-dessus qui, d’une part n’a nul besoin des cas de similitude
de triangles, d’autre part est au moins aussi simple que la démons-
tration basée sur le produit scalaire, sans Parsenal vectoriel que
nécessite celui-ei.

A ee niveau, le théoréme de Pythagore suffit pour tous les
hesoins ; par exemple, c’est un exercice simple et intéressant de
rechercher la condition dorthogonalité de deux vecteurs
x = {x,,%X:},¥ = {¥,¥:) dans un repére orthogonal.

11 suffit d’écrire le théoréme de Pythagore dans le rectangle
de sommets 0,x,y !

KNP Hi{g: Y =&+ xlie iy +y),
oentore X, ¥V t %2 ¥ =0,
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COMMENTAIRE SUR LE PROGRAMME DE TROISIEME

Notre programme de géométrie parl de la connaissance du
paraliélogramme et de la projection oblique étudiées en quatriéme.
A partir de 14, ke développement peut g'inspirer des commentaires
du projet de ’Académie : ceux de lx guatriéme en ce qui concerne
les vecteurs, ceux de la trolsidme en ce qui concerne le produit
scalaire.

Répetons ici gque cette introduction du produit scalsire en
traisiéme est sans doute inutile et prématurée, et que son étude
pourrait étre utilemeni remplacée par celle de propriétés mé-
trigues : structure des isométries, rotations, notion d'aire, etc...

On remarquera que nulle part dans nos programmes, de qua-
trigme ou de troisiéme, n'a été conseillée une révision de l'algébre
slémentaire des ersembles ; la raison en est simple: i} v a dans
toutes les classes une inflation néfaste de 'enseignement de cette
algébre, qui aurait dil toujours rester un langage introduit au fur et
a mesure des begoins ; il est prand temps que cesse cette inflation
stérile qui gaspille un temps précieux qu’on pourrait utiliser a
Penseignement de mathématiques substantielles et utilisables.

97e CONGRES DE L'ASSOCIATION
POUR I’AVANCEMENT DES SCIENCES

sous la présidence de Jean-Claude PECKER, professeur au Coliége
de France, membre de Pinstitut,

du 6 au B juillet 1978 i Mulhouse.

Pour tout renssignement :

Becrétariat de A F.AS.
250, rue Saint-Jacques
PARIS beme
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III

L’enscignement des mathématiques
en quatriéme et troisiéme

pard. GIRAUD

Quoigue rédigé dans un style différent, ce document est trés
voisin de I"Annexe T du projei de programme présentd par 'Aca-
démie des Bciences. 11 donne des indications pédagogiquies précises,
maiz ce n'est gue pour mieux expliciter les conséguences possibles
d'un choix souhaitable. 11 souhsife prouver qu'une répartition dif-
férente du contenu mathématique entre les deux classes et un
éclairage convenable permetient

(a} d’adapter enseignement i des situations variées

(b} d’éviter une rupture avec ’enseignement des classes pré-
cédentes

(¢} de montrer comment lez mathématiques expliguent cer-
tains agpects du monde qui nous entoure

(d) de metltre en place progressivement une doctrine mathé-
matigue ol le langage a un sens parfaitement précis et o le raison-
nement est aussi rigoureux que possible.

Ainsi congu, I'enseighement se préte bien a Pacauisition d'un
certain savoir-faire qui a son intér3t mais qui doit surtout servir de
support sur lequel appuyer Pactivité de réflexion autonome de
Péléve. En effet, la capsacité de réfléehir ot raisonner de facon
sutonome est la partie durable de apport des mathématigues 4 la
formation de 1"éléve.

Comme on le voit, PPobjectif est ambiticux et les moyens
indiqués pour 1'atteindre supposent que le temps imparti a ’ensei-
gnement des mathématiques reste ce qu'il est.

1. Préambule

T est indispensable que tous les mots utilisés en mathéma-
tique aient un sens précis. Dans ces classes, ls langage ensembliste

usuel accompagnant les notions d'entemble, sous-ensemble, pro-
duit de deux ensembles, application, loi de composition, suffit,
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Les nolions de groupe, relation d’ordre et relation déquivalence
seront introduites lorsque 'on en rencontrera des exemples.

Ce langage précis permei d’énoncer certaines propridiés gue
Porn admet et d’en déduire d’autres, mais il n'est pas demandé de
démontrer tous les énoncés du programme a partic d’un petit nom-
bre d'entre eux plus ou moins judicieusement choisis ; mais il
serait néfaste de réduire les mathématiques & une liste “d’éwi-
dences™ sang lien raisonné. En Géomeétrie, il convient de faire voir
gue le langage adopté rend compte de Paclivité du dessinateur et
que le raisonnement permet d’en prévoir le résultat, que ce soil par
des considérations géométriques, ou, dans des cas simples {pro-
blémes linéaires}, par le caleul. Mais s'en tenir & ee seul point de
vue est insuffisant et il serait bon de faire voir que deux positions
d’un méme solide plan deéfinissent une isométrie, ce qui éclaire
bien des énonceés. '

Bien que le texte soif court, "4tude des nombres réels est
évidemment trés importante, d’autant plus gue les relations entre
algebre et géométrie sont un des points clefs du sujet étndié,

1I. Nombres réels

ies objectifs sont : familiariser 1’éléeve zvec le maniement
d’épnlités ou d'inégalités portant sur des letires gui représentent
des nombres réels, habifuer & des calculs d’erreur et & des estima-
fions qui sont une premiére introduction & l"analyse (if s’agit
uniquement d’exemples numériques), "amener 4 passer aisément
du langage géométrique au langage algébrique et choisir ainsi la
méthode Ia plus efficace pour résoudre un probléme. A cause du
dernier point, il est hautement souhaitable gue "étude des nom-
bres réels et de la géoméirie soit menée de front. Cela est possibie
car les débuts de la péométrie ne font puére usage que de U'addition
et de la valeur absohie el 'on peutl ¥ laisser provisoirement dans
I"'ombre la nature exacte des nombres gue "on manipule.

Classe de gquatridme

Nombres décimaux : addition, sousiraction, multiplication,
division, erreus sur ces opérations.

Nombres réels, nombres réels positifs, addition, valeur abso-

lue. Multiplication, inverse d'un nombre réel non nul ; notation
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?; ies régles qui gouvernent son usage sont déduites des proprié-

tés usuelles de ’addition et de la muitiplication des nombgres réels,
cas ol x ef y sont entiers. Veleur approchée : traduction par
une double inégalité,

Résajution, sur des exemples numériques, d’équations et iné-
quations du premier degré 4 une inconnue.

Classe de troisiéme

Consolidation du savoir acguis en quatrieme, En outre, racine
carrée : existence, valeur approchée, racine carrée d’un produit de
nombres positifs, de l'inverse d’un nombre positif, i 0 € x<y,
ona vXavy.

Propriétés de la fonction f(x) = ax + b : son graphe ¢st une
droite, elle est connue quand on connall deux da ses valeurs, le
composé de deux telles fonctions en est une autre. Applications :
changement d’unité, d’6chelle de température, heure sidérule et
heure solaire, ete..

Mise en équation de probiémes variés conduisant & des égua-
tions el inéguations du premier degré & deux inconnues. Sur des
exemples numériques, résolution exacte ou approchée de tels
systémes, interprétaiion graphique et utilisption de celie-ci.

Sur des exemples numériques traités 4 1’aide de tables, de
calculatrices ou de calouls simples, détermination pur points du
graphe de fonctions non nécessairement affines (par exemple - x°,
1/x, Vx, cos(x), (1—x}/(1+x)) et estimation de la valeur d’une
fonction (par exemple : 2%° ~ 17x + 1 pour x = 1000, —1000 ou
0,001). Les exemples donnés ici ne sont pas imposés : au con-
traire, il est préférable d’en choigir @’autres tirés de la pratique.

HL Géomeétrie

C’est 1'étude d’'un ensembie appelé plan, muni d’une distance
{que ce itexie noie |ABI} et d’'un ensembie de parties, lesqunelles
sont appelées droites. On pourra edmetire beancoup plus de pro-
pridtés qu'il ne serait nécessaire mais on ne perdra pas de vue que
t'un des objectifs essentiels de 'enseignement des mathématiques
dans ces classes est ’apprentissage du raisonnement. Les énoncés
explicités ont été cheisis, soit parce qw’ils traduvisent l'usage des
instruments de dessin, soit parce qu'ils sont d’'un emploi commode
dans les exercices. A dessein, on ne précise pas ceux gu'il faui
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agdmettre et ceux qu’il convient de démontrer,

L’accent est. mis sur 1'étude du groupe des isométries du plan
que ’on peut fonder sclidement sans recours au caleul vectoriel.
Cette approche ne prive d’avcun outil de démonstration car Von
peut disposer trés &t des coordonnées rectangulaires, I¥ailleurs, il
. convient de les utiliser pour metire en place peu a peu le calcul
vectoriel dans R* et aussi pour bien mettre en évidence'les liens
entre algébre et géométrie.

Le programme impose d’étudier plusieurs exemples d’isomeé-
tries et de les composer dans des cas simples. Il y a sansg doute 1
une difficulté que I'on s’abstiendra 4 aggraver en utilisant prématu-
rément le concept QCisomeéirie. Par exemple, en gquatriéme, pour In
symsétrie droile, on pourra commencer par la construction dn
symétrique d’un point, faire voir que cetie construction conserve
les distances et en firer quelques conséquences. Puis "on s’aper-
cevra que |'on a défint une bijection du plan sur lai-méme et on
exprimerg les propriétés établies comme des propriétés de cette
bijection. Mais cette démarche prudente n'est pas imposée. 1] est
seulement demandé que les éléves connaissent les énoncés du pro-
gramme, dans la formulation volontairement naive adopiée ou
dans une autre, et sachent s’en servir pour résoudre des problémes
simples. En résumé, il convient d*apprendre & P'éléve la méthode
qui consiste 4 prouver les propriétés d’une figure en lui appliquant
une transformation convenable.

Le professeur est libre de la maniére de traiter le programme,
cependant le découpage en paragraphes ou le regroupement de
certaing époncés dans un méme alinéa signalent, parfois, des corré-
lations qu'il convient de metire en lumiére. A titre d'exemple, on
trouve dans un méme alinés une notion purement affine : la symé-
trie par rapport a un point, un fait familier, ou en tout cas visuelle-
ment évident : P'égalité des diagonales d’un rectangle, un énoncé
de nature plus “dynasmigue” sur le composé de deux symétries par
rapport a des droites orthogonales f enfin la traduction calcuia-
toire du tout. Ce regroupement signifie qu'il est plus important de
bien faire voir 4 1'éléve que 1'on a 14 trois déguisements d’un méme
fait mathématique que, par exemple, de donner une démonstra-
tion du second énoncé & partir d’un systéme d’axiomes qui, sui-
vant les cas, rend cette démonstration subtile ou évidente.

Dans chacune des classes, le dernier paragraphe du program-
me a un statut particulier. L’éléve tirera grand profit de son étude
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81 le maltre veut bien admettre gue Pon peut raizonner valable-
ment sans diaposer d’une théorie parfaitement axiomatisée. Mais 1l
aura préalablement mountré par des exemples gque, en cas de doute,
seul le raisonnement portant sur des &tres mathématiques soigneu-
sement définis permet d’éviter Jes conclugions erronées.

Cloagse de guatriéme
§ 1. Droite dans un plan muni d’ung distance

Deux points distinets O ef 1 déterminent une droite D. Bi
HOI) = 1, ils déterminent une position de la régle gradude, ce que
Von traduit ainsi: a tout point M de D, on sttache un nombre
fiM), appelé abscigse de M sur l'axe (O1), ona H{0)=0, {(D=1
et (M} —fN)[ = [MNi. On pose MN= f{M)-—£f(N), on a
MN + NP = MP .

Segment, demi-droite, demi-plan, convexité,

§ 2. Médiatrice, orthogonaiité, symétrie droite, parallélisme

Cercle de centre gt de rayon donnés | disque.

L’ensemble des points équidistants de deux points distincts A
et B est une droite appelée médiatrice de (A,B). Construction :
deux cercies de centres distinets et de rayons assez grands et égaux
se coupent en deux points distinets.

Si une droite D est la médiatrice d’un couple de points dis-
tincts d’une droite I)', alors D' est orthogonale a 1), Les diagonales
d’un losange sont orthogonales. Usage de I"équerre.

Perpendiculaire 4 une droite passant par un point, parallé-
lisime et arthogonalité, énoncé d’Euclide.

Symétrique d’un point par rapport & une droite ; construc-
tion. Un cercle de centre donné et de rayon assez grand coupe une
droite donnde en deux points distincts. Symétirie par rapport A une
droite : propriétés.

Symétrie par rapport & la médiatrice d'un ¢oté d'un rectangle,
Les diagonales ¢'un rectangle se coupent en leur milieu. Le com-
posé de deux syméiries pat rapport & des droites orthogonales est
la symétrie par rapport & leur point d’intersection. Coordonnées
du symétrique d’un point par rapport & Porigine d'un repére,

Projection orthogonale d’un point sur une droite. Coordon-
nées d'un point dans un repére orthonormé. Coordonnées du
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milieu d'un segment, du symétrique d'un point par rapport & un
axe de coordonnées ou par rapport & I’origine des coordonnées,

§ 3. Projection d'une droite sur une sutre

Projection d’une droite sur une autre, paraiiélement & une
troisiéme. Projection du milie: d’un segment. Partage d'un seg.
ment en k parties égales.

Paraliélogramme ; les cStés opposés sont paralléles. Paralléle &
un cdté passant par le milieu d*un ¢6é adjacent : propriétés ; les
diagonales se coupent en leur milieu. Centre de symétrie.

Lien avee les propridtés métrigues: pour savoir que les
milieux sont conservés par projection, #l suffit de le savoir pour
une projection orthogonale. Les cOtés opposés d’un parallélogram-
me ont méme longueur. La projection d'une droite sur une droite
parailéle conserve les longueurs.

§ 4. Relations métriques

A Poccasion d'activités faisant intervenir "observation et le
rigonnement, on consolide un savoir qud, Pannée suivante, sera
mieux intégré a la doctrine mathématique en coyrs d'élaboration.
On peut déja faire observer que la symétrie par rapport & une
droite ou un point conserve les longueurs, les aives et les angles.

Aire d’un reciangle, d’un triangle, d’un trapéze,

Enoncé de Pythagore, expression de la distance dans un
repére orthonormé. Usage des tables de carrés et de racines carrées.

Usage du rapporteur : exprimé en degrés, 'angle de deux
demi-droites de méme origine O est un nombre compris entre D et
180 qui est proportionnel a 1 longueur de 1'are du cercle de centre
O et de rayon R qu'elles définissent. L angle de deux demi-droites
orthogonales vaut 90 degrés, on dit qu'il est droit.

Classe de troigiéme

Les différentes parties du programme ne sont pas sams lien
entre elles ot s'dclairent muiuellement. Mais i 1’y a aucune diffi-
culté mathématique d traiter 'une svani P'autre en tablsnt sur
l'acquis de la classe précédente. Ainsi, le théoréme de Pythagore ot
la {rigonométrie ne néeessitent qu'itne version naive du théoreme
de Thalés dans le cas particulier d’une projection orthogonale.

—468 _




Bulletin de TAPMEP n°313 - Avril 1978

Sans que cela soit imposé, on peut donc les traiter avant le théo-
réme de Thalés et les considérations purement affines qui accom-
pagnent celui-ci,

Dans certaines questions, il est naturel (et parfois utile) d’em-
ployer un repére non orthonormé. S'il le juge bon, le professeur
pourra introduire cette notion. Pour cela, it suffit de savoir que
deux points distincts O et I d’une droite D définissent une applica-
tion f: D~ R, appelée abscisse, telle que f(O)=0, f(I)=1 et
If(M) — f(N)} = IMN|/t OI|, énoncé qui a le méme caractére d’évi-
dence que celui admis en quatriéme et qui, si 'on y tient, s’en
déduit par projection.

§ 1. Angles

Secteur angulaire convexe (intersection de deux demi-plans).
Aire d'un secteur circulaire, longueur d'un arc de cercle, angle de
deux demi-droites de méme arigine (exprimé ¢n degrés, grades ou
radians), usage du rapporteur. Si D, D’ et D" sont trois demi-
droites de méme origine et si D' est contenue dans le secteur
angulaire défini par D et D", on a
angle (D,D) + angle (D', D”) = angle (D,D").
Somme des angles d’un triangle .

Bissectrice de deux demi-droites ; construction. Théoréme de
Pythagore. Usage des tables trigonométrigues.

§ 2, Théoréme de Thalés

On ’admettra sous 'une de ses formes. La plus simple et la
plus utile est la suivante : par projection d’un axe sur un autre
parallélement i une droite donnée, I'abscisse se transforme par une
application affine. L’équation d'une droite s’en déduit immédiate-
ment,.

Eléments meétriques du {riangle obtenu en menant une
paralléle a un coté d’un triangle.

§ 3. Translation

Parallélogramme (révision). Image d’un point par la transla-
tion qui applique A sur B, construction, coordonnées de cette
image (projection du milieu d’un segment). Image d'une droite.
Composé de deux translations. Le compasé de deux symétries par
rapport a des droites paralléles est une translation.
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§ 4. Compléments sur les isomélries

Dans des cas particuliers, iHustration de la méthode qui
consiste & étudier une isométrie en la décomposant en produit de
symeétries droites, en étudiant ses éléments fixes ou en observant
comment se répartissent les transformés successifs d'un poing par

-les itérés de cette transformation.

Etude de figures isométriques.

Rotations : une Isométrie qui a un seul point fixe est déter-
minée par I'image d'un point du cercle de centre O ot de rayon R,
elle s'obtient en composant les symélries par rapport @ deux
droites distinctes passant par Q.

§ 5. Observation de solides remarquables, c’est-a-dire présentant
des symétries : sphére (intersection avec un plan, axe d'un cercle,
longitude, latitude, cube, pyramide droite, etc... Utilisation de la
géométrie plane pour déterminer certains &léments métriques des
dits solides {diagonale d™umn cube ...}

44
Mise en garde de I’A.P.M.E.P.

{C£. Texte du Comité national du 8/11777 — Bulletinz 311 et 312)

En présence des divers projets recus par le ministére, ies
responsables A PM EP. rappelient aver force les points de vue
suivants ;

I il est inadmissible gu'il ne y'écoule pas au moins DEUX ANS
FRANCSE entre la parution d'un programme et sa mise en
appiication généralisée.

Ce délai est nofamment indispensable pour une rédaction

réfiéchie de manuels et de documents ainsi que pour Pinformation
des mafitres,

Al gu'un tel délai soit tenu, I'AP.ME.P, demande gue, un
nouveau programme de guatriéme paraisgant avant juin 78, son
application soit différée jusqu'a la rentrée 1980 (au lieu de 1979},

D’%ci 14, subsisteraient les programmes ot les manuels actuels
avec les allégements nécessités par les réductions d’horaires en
Sixiéme et Cinquiéme,
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Cette correction du calendrier ministériel ne retranche rien de

notre critique fondamentale de [Pincapacité du ministére a
soumettre les changements de programme a une expérimentation
préalable REELLE, carence dont les conséguences peuveni étre
trés graves.

2

fl serait dangerenux de persévérer, filt-ce insidieusement, daons
des erretrs maojeures des programmes actuels {constructions
axiomatiigues, coupure d'avec les acquis de sixiéme-
cingquieme, abus du vectoriel “intrinségque’, ...) ei de se
eontenter de ne gommer que quelques aspérités.

Il le gerqit tout gutent d'acquiescer @ un mouvement pendu-
laire alignt @ Popposé (géométrie uniquement d’observation,
de deseription ou de manipulation, algébre de *‘régles™, rejet
de tout aspect vectoriel, ...}

Entre les deux extrémes des équilibres devraient pouvoir Sire
fronvds !

Las projets de programime insistent tous sur la géoméirie.
L'algébre en est largement voupée {quoi qu'its en disent) et
iraitée en parent paupre, !l faudrait, ou contryire, étendre et
valoriser les activités numérigues, oussi importanies que les
aciivités géométriques {sinon plus! ) pour la formation de
Pesprit {et la formation mathématique). Cecl suppose que le
poids de Ia géométrie soit diminud. Par ailieurs, activités
numériques et activilés géométriques sont g trailer en élroite
liwison.

Urn programme est d'autant meilleur qu'il fonde plus large-
ment la libertd des maltres et permetl de personnaliser
l'enseignement.

LAPMEP. juge qu'aucun des actuels projets ne va assez

loin en ce sens.

7

Rien ne serait possible sans quatre heures hebdomaduyires de
mathématigues pour chague éidve, gree dédonblements pour
travax par petils groupes.

Pour le Bureau national,
le 23 mars 1978

Henri BAREIL
Vice-Président Premier Cycie
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