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DANS NOS CLASSES

Randonnées parmi les nombres
par Maurice GELAYMANN, Lyon

$i tu panses que ton vin est bon,
Boig-le avec tes Bmis.

Malis, si tu crois gu'il est mauvais,
Ne le donne pas aux autres.

Viewx proverbe Maongol
0. introit

et article & été dorit pour mon propre plaisir. Peut.étre a-tl fait
ou fera-t-il P'objet d’un exposé 4 Vétranger ?

Je pense, sans en éire certain, gQue son contenu peut plaire & de
jeunes éléves qui ont envie de rencontrer la vraie® mathématigue.

je montre qu’avec trés peu de “choses”™, ils peuvent faire d agréa-
bles découvertes le long de sentiers peu fréquentss ...

Je wai pas Pespoir que ces idées soient un jour ou 'auire, reprises
par des auteurs de programmes (ils manguent bien souvent d’ima-
gination !} ou par des auteurs de manuels {Hs sont bien {rop con-
formes a Pesprit des lois 1); cependant, ¢'il en allait autrement {est.
il encore pormis de réver 7}, je ne récimmerais de droits d’auteur,
ni aux premiers ef encore moins aux seconds.

Et si gquelques lecteurs trouvent du plaisir 4 la lecture de ce texte,
alors donnons-noud la main et faisons ensemble un petit bout de
chemin ...

* Cela me rappelie Finspeeteur général gul en 1969 {dix ans déja) domandait
i Ia Commission Lichnérowicz que Pon parle dans les programmes de q uatrls-
me de la vroie drofte | ...
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1. Une vieitle idée .... gui n'a pas encore fait son chemin

Les enfants aiment beaucoup pratiquer le golf mathémutique.
P.C. Rosenbloom et m01~meme avons décrit ce sport dans le livre
“La logique & PEcole”” et nous avons montré ce que l'on pouvait
tirer de ce jeu) en partieulier, il est utile pour aborder le raisonne.-
ment logigue.

Nous avons, en outre, présenté Pexemple suivant (page 67}:
En partant du naturel 5 ef en utilisant les applications :

F o x — 2x
g X v— x—3

quels sont tous les naturels que 'on peut gtfeindre ¢
Comment stteinidre un naturel donné en un minimum de
coups ?

On peut aborder ce jeu de ia maniére suivante: On prend un gra-
phe dont les sommets soni numérotés par les naturels; on relie
par une fléche le sominet a au sommet b, si on peut passer du
naturel 3 au naturel b par 1'une ou Pautre des applications fou g,

Voici une partie de ce grapbe:
17 13. 368 « 19 < 22 « 25 +
2«5 20 « 23 + 28 «

™

—_—
%*—3@6«94-124—151—18«21*-244-27«
W

A Taide de ee graphe, essayez de resoudre les problémes suivants:
a} allerde 5 & 11
b} aller de 5 4 22
c) allerde 54 21

* La lecteur n's nullement besoin de connailre ce livre, publié en 1972 par
CEDIC, pour lire cet articls ...
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2. De ’'chservation & ja preuve

A ce stade, il est intéressant de demrander aux enfants d’'observer
le graphe. Cette observation va les conduire d’emblée & un certain
nombre de résultats remanguables,

a} Role des applications fet g

L’application g crée sur Pensemble N des naturels une partition
en trois classes A, Bet C @

A 1 « 4 e 7« 10«13« 16 « 19 « 22 « 25 «

B 2« 5+ 8 « 11 « 14 + 17 +« 20 « 28 « 26 ~

Ci+«3 « 6§ « 9 « 12 « 15 « 18 « 21 « 24 « 37 «

oit C est 'ensemble des multipies de 3
A est ’ensemble des mudtiples de 3 plus 1
B est I'ensemhle des multiples de 3 plus 2.

De méme, l'application { induit sur W une partition en deux
classes DetCavec D = AUB .

1 4, 710, 1316 19 _22 26

D=AUB {/

27 5 i%1a 1720 .

8

c 3 6 12 18 18 21 24 27

L’'ensemble des deux applications f et g induit sur M une partition
en deux classea: ensemble C des multiples de 3 et Pensemble D
des non-multiples de 3.

b) Quelques théorémes

1) Par foupar g, tout élément de C se transforme en un élément
de C.

En effet, si x est dlément de C, il est multiple de 3 et s’éenit 3k
glors 2x est aussi élément de C, car 2x = 3(2k}
et xT—3 estunautreélémentdeC,car z—3 = 3(k—1).
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Ainsi,

Vi, x€C implique f{x}sC
Vx, xeC implique g(x)€C.

2} Par foupar g, touf élément de D se transforme en un élément

3

de D et plus précisément, par f fout élément de A se trangfor-
me en un élément de B et réciproguenient.

En effet, si X est éiément de A, ll estde la forme 3k + 1

alors f(x) = 23k + 1} = B(2K) + 2
et g(x}= 3k+1~8 = 3tk—1)+ 1
Alnsi,

Vi, €A impliqQue fHx)EB et gix}i€ A
De méme, si x est élément de B, il est de la forme 3k + 2
alors fix} = 28k+2) = 32k + 1)+ 1

gx) = 3k+ 283 = 3k—1)+ 2
Ainsi,
Y, x€B impligue f(x)€ A
et Yx, x€B impligue gx}€ B
Plus globalement,

Y5, s€D impligue f{iz)eD
et ¥Yx, x€ implique g{xjc D

Conséguence immédiate

i est impossible de passer d'un élément de C d un élément de D
et réciproguement.

Alnet le probléme: “aller de & 4 217 n'a pas de selution; en
effet, 5 n'est pas un muliiple de 3 zlors que 21 en est un.

Par conire, on peut aller de § & 11 voici un chemin:
f f g g g

b —10 — 20 —» 17 —» |4 — 11
Voici un autre chemin plus eourt:

f g 1 B
b —10 27— 14— 1]
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3. Une premiére généralisstion
Cette premiére étape conduit tout natureliement i essayer de
montrer gue

si x gt y sont deux multiples de 3, alors il existe au moins
un chemin ellant de x4 y .

Voici un organigramme qui conduit dane tous les cas 4 une solu.-
tion:

FIN

Prenons denx exemples:

1) Allerde 9 & 21.

* Rappelons qu'en informatique Poritare % = ffx) signifie que on rem-
place x par f(x}.
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L’organigramme conduit au chemin suivant:

f t £ e £ [ g
G a8 —pe FE 3 BF e B e 2T e B4 e 21

Ce n'est pas le chemin le plus eourt.

Le chemin
4 g £

H H
g ——=18 “‘g‘_"'Iﬁ e Q) e Yy et 2 e 34
est plus court.

Essayez de prouver que le plus court est
f 4
9 —!""‘B w32 - 24 g =21

2) Allerde 21 2 9.

Cette fois Porganigramme conduit ai chemin

21 ——g—*w ~g—-15-—5-*12 . 9

11 est facile d’expliquer pourquol cet omganigramme foumit tou-

jours une solution:

a) dansleecasonn h >k, x—y = 3{h—k) et en ité-

rant g (h— k) fois,onpassedexiy;

b) dans le cas 000 h < k, il exisie au mains un naturel n tel que
_ 2% h > k

en itérant f , n fois, on obtient x > y et on est ramené au cas

précédent.

Monirons maintenant que
st x et y ne sont wi'un ni Pautre mudtiple de 3, alors il existe
au moins unt chemin allant de x d y.

8i x et y ne sont pas des multiples de 3, ils sont de 1a forme
x = 3 + a
et y=3k+b
olt a et b sont éléments de Pensemble {1,2} .
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Voici un organigramme qui fournit dans fous les cas une solution:

x=J3h+aza
y= 8+bh
., IO
) a—
- -
4 ot ”
x = f{x)
won P =b *
oui .
am
I\
x‘:t(x} | h = non a..'..‘l
. ¥ ocui f
| - :
ES Ve
oui
. oui: ("a": ‘_non
‘ X = g{x)

FIN

Cet o:ganigramnie exige au moins une explication.

Nousg avons montré su paragraphe 2.b que

si % est multiple de 3 plus 1, donc élément de A, alors
fix} est multiple de 3 plus 2, done élément de B;
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sl ¥ est multiple de 3 plus 2, donc élément de B, alors
f(x) est multiple de 3 plus 1, donc &lément de A.

En prenant alors :
x = 3h+a avec ag€ {1,2}

pour a=1, XEA

et 2a=2, done f{x} = 3{2h}+ 2 et Hx)}EB
powr a=g, x&B

et Za=4=3+1et £z}~ 32Zh+1) + 1

et f{x)€ A

I¥oi, dans la branche de droite de 'organigramme, aprés Pinstruc-
tion a= 2a, pour le test

“est-ceque a= 27"
1 la réponse est oui, on continue;
si non, c’est gque Za waut 4, auguel cas il faut prendre a=1 et
on continue.

Voici guatre exemples:

1) Allerde 23 4 8.
Nous sommes danslecas x>y avec a=b=2 . L'organi-
gramme foumnit le chemin suivant:
23-”-!%-*20 "-'-5‘-—’1'1 £, 14 mg--*‘ll —g—"‘ 8

2) Allerde 23 & 7.
Nous soimmes encore dans le cas x > y , mais celte fois a=2 et
b=1,.
L’oxganigramme conduit su chemin:

¢
98— 4§ i E T 4~y BT b 34 —r 31 ey 28

g B g B g 8 %

7 = 10 &~ 13 ¢—— 16 ¢~ 18 w— 23 — 2}
Ce n'est pas le chemin le plus court. En effet, le chemin

t
23 S>30 2217 -S» 14 v 11 L g —tns —>10 27

est nettement plus court.
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3) Allerde 10 4 23.
Jei x<y avec a=1 et b=2
Llorganigramme donne le cliemin suivant:

£ I f [ g g g
19 > 20 > 4 e BO ——tn 7T e G e 23

Voici un chemin plus court:
g g f f £ £ g
g%t —>rf—vf —>if—§ —> 28 —> 33
4} Allerde 10 4 13.
el x<y avec a=b=1,
L'organigramme donne dans ce cas le chemin:

t £ £ £ g i
1 e B0 e 40— JT —> — 1§ -~—w13

I est facile de trouver un chemin bien plus court. Par exemple:
f f
R R N T T
Le iscteur voudra sans doute améliorer ces organigrammes et trou-
ver ceux qui eonduisent d’emblée aux plus courts chemins. Clest 13
une piste de recherche intéressante, mais gui ne semble pas, a
priori, bien aisée ...

4. tne autre direction

1I nous faut élargir le probléme pour aller plus loin: il faut pour
cola faire varier tes paramétres {on pluiot les constgntes /... ).
Voici comment nous pouvons alors poser le probléme:
En partant du naturel n et en utilisant les deux applica-
tions:
f @ x> kx
g’ x vy x=p
ol k et p sont deux naturels, déterminez tous les noturels
que U'on peut ainsi atteindre. Comment atteindre un natu-
rel donné en un minimum de coups

Nous disposons de trois paramétres n, k et p. Au paragraphe 1, ces
paramétres valaient respectivement &, 2 ot 3.
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Sous cette forme générale, le probléme est difficile pour de jeunes
€léves, Nous pouvons leur simplifier la tdche en leur proposant le
cas particulier p= 7 :

£f: x vr—> kx

g :x ¥ x—~1
L'application g induit sur I'snsemble des naturels N une partition:
les classes moduio 7, respectivement notées 0 , 1,2, 3,4, 5 et 6.
E désigne "'ensembie {0,1,2,3,4,5,6).
Fixons-nous encore n= 29

Le probléme ne dépend plus que du paramétyre k.
Est-il pogsible d'aller du naturel 29 au naturel 37 ?

29 appartient & laclasse 1, ear 2921 (mod 7);

37 appertient 2laclagse 2, car 37=2 (mod 7).
La premiére question est de savoir si, par multiplication par k, il
et possible ou non de passer de la classe 1 4 Ia classe 2.

Multiplions chague éldment de E par k, puis prenons, pour chague
produit, les reste de Ia division par 7:

0 1 2 8 4 5 6

Xk i 4 4 4

G kE 2k 3k 4k 5k 6k

module 7 i 4 i 4 H i 4
G &, 4, @, 8; & &

les a, sont des éléments de E avee  ki= a, (mod 7).
La réponse i la question est oul, 5’1l existe un naturel m tel que*

(1) =2
En d’zutres termes: fi1) = a
f(ai) = bl
fib,) = b,
f(b,) = b,

* Avec (1) = o271 .
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les b, sont des éléments de Eavee b, Skb {mod 7).
51 existe un b {el que l:i1 = 2 alors nous pouvons pesser de la
classe 1dla ciasse 2,

Mais estce que cela impligue pour gutant que {'on peut posser de
294872

C'est la gseconde question 3 laguelle il nous faut répondre.
Yoici un exemple: k=4

¢ i 2 3 4 5 6
X 4 i + i 4 i i 4
a 4 8 12 16 20 24
modulo 7 4+ + 4 3 4
¢ 4 1 5 2 6 3
Ici £2¢1) = 2

car  f(1)=4 et f(4)=2 (mod7).

Ainsi, nous pouvens aller de ia classe 1 4 la classe 2, en passant par
la classe 4.

Dautre part, £ (1)=1

En purtant de la classe 1, nous pouvons revenir dans cetie clasze.
TLa multiplication par 4, module 7, est une bijection de E.

Voict son schéms sagittal:

‘r § R—- | T T——

0 \ V4 '\ 6/
2

Donnons alors une réponse 4 notre seconde question: existe-t-il

un chemin allant de 204 87 7
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1l suffit de prendre les classes 1, 28t 4 ;

......

37 est eompris entre 16 st 44, respectivement produitsde 4 ot 11
par 4,

Paur atteindre 37, il faut d’abord atteindre 11,
11 est compris entre 4 &t 32, respectivement produits de 1 et 8
par 4.

Pour atteindre 11, i1 faut d°abord atieindre B |
Or de 29, nous pouvons atteindre 8.

Voiei le chemin trouvé:

@-rn o
.

que nous pouvons présenter encore en utilisant les classes 1 , 2
at 4;

Vient alors la troisiéme question; est-ce le plus court chemin ?
Le lecteur tentera de répondre a cette guestion.

A titre d’exercice, il essayera de trouver un chemin allant de 18
a71.
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Il pourra en cutre établir que* si x et y sont deux éléments quel-
conques d'une des classes 1, 2 ou 4, alors il existe au moins un che-
min allant de x a y. Par contre, si x est un élément d'une des
classes 1, 2 ou 4 et y un élément d'une des classes 3 , & ou 6, alors
il w’existe aucun chemip allant de x 4 ¥.

N est intéressant d’studier les schémas sagitfaux pour différentes
valeurs de k.

L
k=2  JS— 3 —yf ]
<7 K/
k=3 R

k=4
N N
k=5 1 ——b
N, 8
l\24-—--6
k=6
1 g § 2—*5 se—=4 &

* 1o lecteur pourrs constraire us organigramme qui conduit & la découverte
#"un ehemin.

43 |




Bulletin de I'APMEP n°322 - Février 1980

'TE 12\3\'/%6
24
k=8 s 4

1 2 S -
&uadaaa

Il est facile de vérifier que pour k = 9, nous obtenons le méme
schéma sagittal que pour k = 2; les deux couples d’applications

l X by 2% ot Ix Lo 5 ¢

X e g~ E wesds o —F
condunisent & Ia méme gituation “numérique””,

En est-il de méme pour k=1 et k=87 Et pour k=0 et
k=72

Pour chacun de ces deux cas, nous avons bien des schémas sagit-

taux identiques et pourtant, nous n’avons pas les mémes situations
numérigues. I est aisé-de comprendre pouzrquoi ...,

Cette dtude montre gqu'en définitive pour cheminer parmi fes
naturels & P'aide des deux applications

f: ¥+ kx

g: xFr—> x—T

il suffit de prendre le couple
ff :x+—> hx
£ ix v x—1

ot he {2,83 4,5,68,7,8) o h=k {mod7)

Qualques remargues

1. Pour k€ {2, 3, 4,56}, il existe des chemins allant de 29 4
32. 1l n’en est pas de meme pour k€ {6, 7, 8}
2. Pour k=2, le schéma sagittal présente éraiz cycles:
1,2,3) s (3,5,86) gt {9}
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Voiel une table donnant le nombre ¢ de eyeles pour les diffé-
rentes valeurs de k (modulo 7) :

k21814 56}86]7 8
e |8j2 13124} 0

Pour toutes les valeurs de k -— sauf pour 7 -~ nous avons une
hijection de E. Pour 7, i n'y a pas de cycle: tous les éléments
de E ont pour image 0 ; c’est une surjection. Tl en résulie que
dans ce cas, en partant d’un nafurel quslcongue, on ne peut
atteindre que des éléments de la classe de ce naturel {par g} et
gue des mukltiples de T (par 1},

5. Une autre géndralisation

Voici une nouveile extension du probléme,

En partant du naturel n et en utilisant les trols applications
fdans IN):
f, o x> 2

f2 ;X v 6x
g Izt g7
déterminez tous les naturels gue l'on peut ainst atteindre.

En combinant les schémas sagittaux pour k =2 et k =6, nous
obtenons le schéma suivant:

!
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Egt-il possible d'aller du naturel 19 au naturel 15 ¢

19 appartient & la classe 5. car 19= 8 {mod 7) ;
15 appartient & la classe 1, car 15 =1 {mod 7},

H nous faui passer de la classe § d la classe 1; le schéma sagittal
precédent suggére des voies, dont veicl deux:

X6 X2 X2
clagse b ——» clagge 2~ clasge 4 et olasen 1

0Ol encote

x2 X2 X6
classe 5 ——re¢lagse § ~————>clagge § ——— clagse 1
En prenant les classes &, 2, 4 et 1, voici une solution:

Oezize® -
2 @O

16 e 23 s

| e

1 8

En prenant alors les clasaes 5,8,6etl , voici une autre solution:

124—-—-
.

\\ :
@

T/ AP S 294—

Nous pouvons établir gue” si x et ¥ ne sont ni I'un ni Pautre multi-
ple da 7, alors il existe au moins un chemin allant de x d y. llen
- esh de méme, s x of ¥ sont tous deux multiples de 7.

* Un organigramme 508 intéressant & constraire.
46




Pour terminer, posons le probléme suivant:

p est un nature! donné. Est-fl poessible de déterminer une
stiite de naturels k o kg, s R, telle que quels que soient

les naturels x et ¥ (non multiples de pj, il axiste au moins
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un chemin allant de x d y, utilisantdes applications 7

Voici quekques exemples:
Pour p= T, on peut prendre par exemple k, =5 ou -kl =2 et

k, =8 .

X bo—p ¥ —~p
xr—> k %

x - ka

X re—r kX

Pour p= 3, on peut prendre k, = 2 (voir paragraphe 1}.

Vérifiez que pour p = 5, on peut prendre k, =2 ou k, = 3.
Y a-t-i dautres solutions ? Voici dans ce cas les différents sché-

mas sagittaux:

k=2 k=3 k=4
i1 ¢ &
i—wmyi Tm&~*i 1=
3 4 4 2 & 4 2 ===
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r
]

S
Y D

wp N

lecas p=16 esttout particulidrement instructif,

Danz ce cas, nous avons les schémas sugittaux suivants:

k=2 k=3 k=4
D e— 3 "
% e ) A 4 fg—ey )
§ —» 22
k=58 k=6 k=7
(]
0 3 @ T T 2
1 5===5 /I\ 3 4 &
2 3 4 s > @
) gy

Il est vain de vouloir trouver pour p = 6 une solution au probleé-
me; le lecieur s’en convaincra aisément.

Se pose slors un nouveau probléme: pour guelles valeurs de p le

probléme précédent g-t-il des solytions ?
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6. Remarque finale

Nous pouvons reprendre fout ce qui précéede, mais au lieu de tra.
vailer sur 'ensemble N des natursiz, prolonger notre étude sur
Pensemble ZZ des entiers:

En partant de l'entier x et en utilisgnt les deux applications
{dons Z):
f: xv+r—rks

g xr—>x-p

o k et p sont deux entlers, déterminez tous les eniiers que
l'on peut aingi atteindre...

Leningrad
17 avril 1979
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