
Ajustements d'une série statistique 
par Daniel SAADA, Lycée de Rambouillet 

Aj uster  des  données  (Xi> Yi), c'est  trouver  une  fonction  (une  ioi)  F 
telle  que chaque F(Xi) soit  " proche"  de Yi. 

On  peut  alors  effectuer  des  interpolations  (évaluer  une  population 
entre deux  recensements  par exemple)  ou des ext rapolations (pour déga-
ger une prévision). De plus, une formule compacte représentant correcte-
ment un grand  nom bre d'observati  ns  libère  une  place précieuse dans  la 
mémoi re d ' un ordinateur. 

Cet  ar ticle  examine  les  problèmes  numériques  parfois  ardus 
qu'enlraîne  le choix  rationnel des  paramètres  du modèle F. 

A. L'ajustement linéaire 

C'est  le  modèle  le  plus  simple .  On  choisit  de  rendre  minimale  la 
n 

somme  S des  carrés  des  erreurs : S  = E  (Yi - aXi - b)2, a et  b étant  les 
paramètres  inconnus.  i= J 

Une  fois  établi que  le  point moyen  (x, y) est  sur  la  droite cherchée, 
n 

on écrit : S  = E  [(yi-Y- a(Xi-x)j2. 
1 

Introduisons alors  les  deux vecteurs de Rn : 

y = (Yi- y) et 

-ｾ ＭＭＭＭＭＭＭＭｾ ＭＭ ＭＭＭＫ＠ X 

i = 1,2, .. " n. 

aX 
S valant  IIV - ｡ｘｾ＠ ｾ＠ sera  ｭ ｾＡＮＡＡＮ｡ ｬ･＠ quand Y - aXdevient ort hogonal 

àX. D'où  a= X.Y  =  E(xj -x)(Yj-Y)
Il X 11 2  E (Xi - ｘＩｾ＠

Après développement, on  retrouve  bien:  

a ==  n };; XiYi - };;Xi };;Yi  

n Ex? - (E x;>Z  
que  la  machine calcule  rapidement  au  moyen des  registres statistiques . 
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Le  coefficient  de  corrélation  12, qui  mesure  traditionnellement  la 
qualité de  l'ajustement,  n'est  autre  que  le  cosinus de l'angle  (X,Y')  : 

12 = = a. Il!I . y..Y_ 
ｉ ｘ ｾ＠ ﾷ ｉ ｙｉ ｉ＠ IYII  

Enfin,S  =  ｉ ｴｹ ｾ＠ Ｒ＠ - laX I1 2=  ｉｬ ｹ ｾ＠ Ｒ＠ ＨｬＭｲｺ ＩＮ＠  

Exemple: 

Les  trois points  x Il  0  1  1  25  1 conduisent à la droite 
y 10  100 

Y = 3,86x + 3,52,  équation  qui  donne pour  les y respectivement: 

3,5  7,4  100, 1 

L' ajustement est médiocre malgré un  " 12 " très  élevé : 0,999. 

L 'erreur  relative énorme commise  pour x = 0  mont re  que ce  modèle 
n 'est pas  sans  défaut. 

des  ･ｾＺ［ＺｾＺｬｾｴｾＺ［Ｌ ｉ ｾ ｾ ［Ｇ ｾｦ ｾ ｲ ［ｩ ･ｾ ｵｾ ｾ Ｌ［［ｲ ･Ｚ ,I;p;o::: Ｚｾ ｣ｾＺｓｙ ｾ ＺＺｬＺｾ＠

On trouve:  a ' = b x [(!;Ui) E v(  (!; UiVJ E vil 

b ' = ..L X [!;U( .E Vi  EUiVi Eud
D 

où  D =  !; U( . !; V(- (E Uivj)2 Ui = X/Yi Vi =  lIYi· 

Ici : a ' =  4,65  et  b' =  1,04  qui  fournissent 

1,04  5,7  117,2 

Les  résultats,  très différents des précédents,  m  ntrent la  fragilité des 
évaluations  basées  sur  un seul  modèle  d' ajustement. 

B.  Les  ajustements exponentiels 

A la verticale d'un même lieu, on a me  uré plusieurs fois  la pression à 
diverses  altitudes: 

Alti tudes  en  km  0  1  2  5  10  15  20  30 

Pressions  moyennes  760  674  596  403  198  90  41  9 en  mm 

Pour représenter la  pression P, nous choisissons  le modèle ae- M. 

La démarche  c1assi  ue est  d ' écrire :  LogP = Loga - bh et d'ajuster 
linéairement  les  couples  (h, Log P) . 
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a 3  

et  b = 2744  

7  

Il :y = 
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est connue pour  fidèlement  la 
d'habitants) en  fonction  temps: 

En la  minimisation   aboutit  à  un 

système en  a, b, c, dont  il paraît  ｕｕＡｾＧｖＢＧＢ＠

avec  1+ be ct; 

= 0  obtenu en éliminant  a 

0,  Choisir un  c  
Calculer  b, solution de  = 0  ,  
Evaluer  alors  

g 

En d'autres  termes,  il  g(c;h(c» où 
b==h 
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La  présence  des  valeurs  absolues  empêche  leur  examen  par  dériva-
tion.  Nous  emploierons donc une méthode  purement  numérique. 

Supposons qu'il s'agisse de minimiser  S(a, b) = E  IYi- F (a, b,Xi) 1  . 
i 

On fixe a et on cherche b réalisant in!S(a, b): S est devenue fonction 
b 

d'une variable,  b est déterminé à  10  P près. Puis on calcule a satis faisant 
à in!S(a, b), et ainsi de sui te. Cet algorithme, simple mais lent , diminue S 

a 
à  chaque étape. 

J'ai mené ce  type de calcul  pour la  série Pression/Altitude mention-
née au début du B.  Les  résultats sont consignés dans le tableau ciaprès ; 
pom  un e bonne lecture les  critères 1,  2, 3 et 4 ont été  "normalisés " .  J'ai 
été  aidé dans ma  tâche  par  les  possibi lités  vectorielles  de la  HP 15 C.  En 
effet, posons  di = P i - xeYhi et stockons au préalable les huit P i dans la 
matricecolonne A. La  matricecolonne B, variable,  contiendra  les  eYhi 
puis on calculer a  C  = A  x B. L'instruction MATRIX 8 fou rnit  ｾ ｅ ､ ｲ＠ , 
tandis que MATRIX 7 donne sup 1 di i ; MATRIX 4 transpose la matrice C 
et MATR IX 7 a ffichera alo rs E 1di 1  ! Le calcul est  fulgurant pour y fixe; 
lorsque y varie,  il  est  nécessaire de  recomposer  ta  matrice B. 

ｾ＠ Solutions n° 
JIc; d2 

n 1 

n;!!L 2 

" n Pi 

G) 

Ｋ ｾ＠ ｉ＠ ､ｩｬ＠

@ 
l 

n I: 1 di/Pi 1 

Œ> 
sup 1 di 1 

® 
sup 1 di/Pi 1 

a = 770,328 
CD 

b= 0. 135  22 
8,4  19,8070  7,3  Il,6 %  11,3  48,1% 

806,20255 
ｾ＠

 0, 148532 
20,0  4,5070 13,6  3,8%  46,2  7,8 % 

772,3 
Œl 

0,1361 
8,4  18,4%  7,0  10,7%  12,3  44,7% 

800,0 
@ 

 0,148  55 
18,2  4,5 %  12,6  3,7%  40,0  8,5 % 

770,13 
Œ) 

0,13522 
8,4  19,8%  7,3  11,6 %  Il,3  48,1% 

810,8 

® 
0,1479 

2U  4, 70/0  14, 5  4. 2 1t!0  50,S  6,7f!Jo 
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Voici maintenant les valeurs ajustées engendrées par les six variations 
du modèle  (à gauche  les valeurs  réelles)  : 

1  2  3  4  5  6 

760  770,3  806,2  772,3  800,0  770,1  810,8 

674  672,9  694,9  674,0  689,6  672,7  699,3 

596  587 ,8  599,0  588 ,3  594,4  587 ,6  603,2 

403  391,8  383,6  391,1  380,6  391,7  387,0 

198  199,3  182,5  198,0  181,1  199,2  184,8 

90  101,3  86,9  100,3  86,2  101,3  88 ,2 

41  51 ,5  41 ,3  50,8  41,0  51,5  42,1 

9  13,3  9,4  13 ,0  9,3  13,3  9,6 

Enfin,  comparons  les estimations pour  h = 8,  25 ,  35 ,  et  40  km  : 

h Valeurs extrêmes  de P 

8  243,8  261,1 
25  19,5  26,2 
35  4,4  6,8 
40  2,1  3,4 

Une grande prudence est  donc de mise. 

Innover .. .  

aux Journées nationales A.P.M.E.P.  
voir  page 542  
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