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les problemes
de a.p.m.e.p.

Iy g quinze ans déid, Gérard LETAC, alors professeur & 'Univer-
sitéd de Clermont, proposait au Builerin d’ouvrir une “‘rubrique des pro-
biémes' anglogue 8 cefle de divers périodiques dtrangers destinéds aux
enseignants de mathématiques. Rapidement la rubrigue prenail son essor
&l se constituait un public régulier de correspondanis gimant chercher,
pour lewr seul plaisiv inteliectuet, la réponse & des questions non classi-
ques. Ayant posé et résolu une trentgine de problémes ef guittant Cler-
mont gu bout de trois ans, Gdrard Letac demandait & Charles AUQUE de
reprendre le flambeau.

Pendant douze ans, celui-ci i donna son plein développement
publiant plus de spixante énoncés er ¢ peu prés autani de solutions, déga-
geant dans les nombreux apports de ses correspondants les éléments fes
plus originaux: ef fournissant lui-méme de multiples ¢t astucieuses partici-
pations. Sex obligations edministratives acivelles ne lui permettent plus
o ‘assurer avec toure fg régulariid souhaitable fa publication de fa rubrigue
mais le Bullesin et P'Associgtion tiganent d {ui exprimer leur gratitude ef
leur reconnaissance potr ces dowze ennées de frevail bénévole.

Pressés par les nombreux adhérents qui souhaitent trouver des
mathémartiques dans le Bulletin, nous avons demandé a Dominigue
ROUX, professeur qu Lyode Simone Weil du Puy et pariicipant fidéle a la
rubrigue, d'en prendre g responsabilité. Nous sommes stirs gqu’elte est en
de bonnes mains et que Uampleur du courrier qu’if recevra, redonnera
bientdr a certe partie du Bulfetin rout son reyonnernent,

Pour faciliter fe travail des historiens et des collectinnneurs, nous
donnons ci-dessous, la table de la rubrigue depuis sa création. Si nows
gvions de nombretises demandes, nous pourrions envisager de rassembler
{OWs oas fextes en une brochure.

P.L. HENNEQUIN
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Table de la rubrique

‘Bulletins Enoncés (et anteurs) Solations
« Spus 14 respensabilité de Gérard LETAC
274 |1 (Letac), 2 {Letac)
275276 | 3 (Lecog), 4 (Ehrhant), 5 (Laframbeise)
237 16 (Ehrhart), ¥ (Laframboise), 8 (Soum) L
218 19 (Jullien), 10 (Lecog), 11 (Prudhomme}
281 |12 (Comuet), 13 (Etwhart}, 14 (Letac) 2,3
283 15 (Logrand), 16 {Lagrange), {7 (Comter),
18 (Lemac) 4, 5,67, 10
284 1 19 (Julhen), 20 (Dupac), 21 (Gayheader) 9, 11
286 | 2% {Lagrange), 23 (Bourdeau), 24 (Vidiani},
25 {Blanchard) 12, 14, 13, 16, 18
287 |26 (Mamel), 27 {Letac), 28 {Collombat) (17, 26, 21
288 | 29 (Coliombat), 30 (Polvéche), 31 {Adler),
3z (IREM) 22.23.m, %
& Saus ia respoasabiiité de Charkes AUQUE
295 |33 (Hagendord), 34 {Dubuc), 35 (Radoux) |28, 29, 30
296 | 36 (Ehrhan), 37 (Legrand} 813,31, 32
297 | 38 {Blanchard), 39 (Anonyme), 4 (Augque) 33, 34, 35
208 | 41 {Ehrhart}, 42 (Adler}, 43 (Auque) 35, 37
300 44 {Blanchard), 45 [Adler) 38, 39, 40
331 | 46 (Ricsz), 47 (Legrand} 41, 42, 43
3 48 (Cuculiére}, 49 (Ehrhart, 50 (Peroany) 44, 48
304 | 51 {Leyrofie), SX (Roux), 53 (Iuliien) 4, 48, 50
306 | 54 {Cuculitre), 55 (Warusfel}, 56 (IREM) 47, 51, 52, 53
M6 | 57 {Lemaire), 58 (Guutier), 59 (Gibert) 54, 85, 56
37§60 tAuque), &1 (Jullizn) 49
318 62 (Ebrhart}, 63 (Tissier) 57, 58, 5%
315 | 64 (Ruffin), 65 (Leloustre), 66 {Fayolie) 1%, 26
321 67 (Gauotier), 68 (Lemgire}, 6% (Fulgerice) &1, 62
322 16 (IREM3, 71 (Gagnaire}, 72 {Lemaire} &0
324 | 73 (Hiddart-Urruty), 74 Ehrhart). 73 {Royer)
-+ exl et ex2 64, 66
325 | 78 (Cuculiére), 77 (Lemaire} + ex3 et ¢xd 67, 68, 69
376 | 78 (Chone}, 79 (Fraisse) + ¢x 5 0, T2 etex2
328 | BO (Cabyy, 81 (Hiriart-Urnuty} + extetex? |73, T4, 758
329 | B2 {Belgy), 83 (Augue) + exd Thetexd, exs
330 | B4 {Notari), 85 (Fulgence) + ex% et ex7
332§ 86 (Rouxj, 87 {Roux) + exld 84, &1
336 88 (Ehrhart}, 8% (Nicolas) TR, Bherex], ex9
337§ 90 (Yidiani), 91 (Auque) + exkletex] 84, 85, ot exd
318 | Enoncés d’Olympiades donnés par Deschamps | 82, 87
344 |92 {Lemaire), 93 {Fulgence) + ex13 89 et ex 6, ex¥, exll
= Spuz lg responabilité de Deminigue ROUX
348 | 94 (Adler}, 95 (Engel), 96 {Roux) exid, ex 13, 61
349 | 97 {Concours général}, 98 (Carréga), 99 (Roux}
1908 (Roux) ex13, 77, 79
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Charles AUQUE avait ét6 amené 2 diviser Ia rubrique des problémes
de VA.P.M.E.P. en deux parties ; Pune consacrée aux problémes inédits,
1"autre & des problémes déja publiés tels que ceux des Olympiades mathé-
matiques. Pour s’assurer de caractére inédit d'un probléme il faudrait
connaiire tous les énoncés qui ont £1é publiés tant dans les revues frangai-
ses ¢t étrangéres que dans les trés nombreux ouvrages déja existants, Un
tel contrdie est hors de mes possibilités,

En conséguence, je préfére ne plus conserver la division en deux par-
ties mais au coniraire redomner 2 la rubrigue son unité, en proposant des
problémes jugés intéressants ou qui aurent piu & des collégues ; problémes
choisis pour leur caractére esthétigue ou astucienx, voire récréatif, et dont
ta résolution nécessite des initiatives, une démarche ipventive, une recher-
che demandant va effort intetlectuel, Cela n'exclut donc pas les énoncés
rencorntrés aux Olympiades ov an CAPES...., & encore moins ceuX gai
auraient ia chance d’&re récllement origingux. I} faudra éviter, bien sGr,
des questions aisément accessibles dans Ia littérature courante, et chaque
fois que possible préciser la provenance.

Priorit¢ sera donmée aun énoncés composés par des collégues, ef au
diajogue entre ¢2s dernjers par Pintermédiaire des réponses et des solu-
tions. Cetts rubrigue est pour tous ceux qui aiment inventer ou chercher
de “beaux problémes’’, .... parfois trouver des solutions, & pour que
chacun puisse donner libre cours & son imagination créatrice.

Ecs énoncés et solutions sont & envover & P'adresse suivante (réponses
a des problémes différents sur fenilles séparées S.V.P.):
M. Dominique ROUX
5, avene Pierre et Marie CURIE
CHADRAC 43000 LE pUY
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ENONCES

Enoncé n° 94 (A, ADLER, Paris)

Soit n un entier. Quel est k¢ nombre des suites de 2 entiers dont
chague terme esi égal au nombre de ceux qui ke précddent <t qui lui sont
strictement inférieurs ? (exemples : 0121435 ou 023423,

Enoncé n° 95 (ENGEL, R.F.A))

Soient a, b, ¢ trois entiers premiers entre eux deux i deun. Quel est e
plus grand ender gui ne peut pas °&crire sous 1a forme bex + cay + abz
ol X, ¥ z sont trois entiers T {Cel énoncé provient des olympiades inter-
nationales de mathématiquey de juillet 1983),

Enoncé 8° 96 (D, ROUX, Le Puy)

Combien existe-t-if d’entiers # pour lesquels »* est égal 3 une
somme de plusieurs carrés d'sntiers conséoutifs 7

AT
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N.A. ; Dans ces énoncés le mot “‘entiers™ désigne les enticrs naturels,
élémenis de N.

Remargue & Certains lectenrs trouveroni pent-étre qu’il est bean-
coup question de nombires entiers dans ces énoncés, gu'ils se rassvrent, les
amateurs de géoméirie seront servis dans la prochainc rubrique.

Remargue 2: 1 est encore temps d'envoyer des solutions pour les
énoncés n” 63, 65, 94, 93,

SOLUTIONS
Exercice n® 10.
Démiontrer que "inégalité
(@1 @fa ~ @) ... ey —an + (@~ Mar—a3) ... ([@—a,)
F oo b {Hy—an-1} 2 0
est toujours vrale powr 2 = 3 ¢t A = 5, mais peat 8tre fausse pour leg

autres valeurs d¢ » . { # est un entier strictement plos grand que 2 et fes
@y des réels).

Cet exercice 4 été posé A des éléves de premiére le 20 mai 1981 &
Poceasion du deuxitme Rallve Mathématique d”Auvergne. Voici une
solution rencontrée:

Désignons par Ejfa), @3, ... , 4,3 expression proposée. L'expression
ne change pas de valeur si on échange deux lettres, ¢t plus généralement
reste invarianie dans touwtc permutation des ietires 4y, a2, ..., 4, . On peut
done supposer di 28 ... p-¥
IPcas: n =3 . Elg,bc) = (a—Bg—¢) + (b—a)b—c) + (c~ale—~ ) =
= (@~bMg—~c—b+c) + {c~a¥e—8 = {a—HF + {c—afc—H 2 0
car c—-oMe—8) 2 0 puisque e 2 b= .
2°¢us: n = 5 . Esfabede) = A + Ay + A; + Ay + Ay od:

Ay = fg—B)o—o¥a— thla - e}
Ay = (b-ab—o)(b- b e
Ay = (c—a)c— e~ dec—-e)
Ay = (d—ald— b¥d - cX{d ¢}
Ag = (e—aXe—bMe—~ e~ d)
Ay 20 car azbzezdze
Ay + Az = (@a— D) e ~cHa—d)ie— )~ (b—cHb—d)b—-e)] 20
a—capb—c20
carl a~dzb-d20
iame;b—epﬂ
Ay + Ag = {d-e) [(u—e)tb—eMc— e} —{a—d)(b~djic- 20
;awega~d;0
cari b-ezb-dz8
c—exc—dz0
donc Eyla. b,0,d,e) 20
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Feeas: npair, n>2 Ed—-10,0,...,00 = {— " 1«0 'inégalité n'est
pas vérifide.
4%cas:npb B 62,2,2,1,000,..,0) = —~1<0siilyaau moins deux 0
(Cest-d-diresi na2b ).

Axntre solntion : J, LEMAIRE (Lille).

Exercice n® 12 (classiqie ainsi que ses variantes au CAPES)

Démontrer que si a,b,¢ sont les longueurs des cbtés d'en triangle,
ona; {g+-djb+ole+a) 2 Bla+b—-b+e—adec+a—5h)

Selation (R. CUCULIERE, Paris)
Les longueurs @,5,¢ vérifient 0<a<h+ ¢ O<bce+g 0<e<a+ b,
On sait que a+b22Jeb {car (Va-/BP20). Bn conséquence:
{a+b)(b+o)c+al 2 2Jeh2Jbe.2Jce = Sabe . 1 reste donc & prouver

que si Q@ = 8(‘”"&4’”}(&8"’"&;;_"“)(‘3"'“"{’1 alors Q<1. Posons

= %_(u b+ ¢) (demi-périmatre), H vient: Q = WJI.

Utilisons la formule de Héron: §7 = p(p—a}p— Mip~c) ainsi que
8= pretabr = 4RSou r et R désignent respectivement fes rayons des
cercles inscrit et circonscrit au triangls, On en déduit :
. 88 285 _ pr _ 2r
- Ry "R "R F
Orsi | et O sont les centres des cercles inscrit ef circonserit, la relation
d’EULER: O = R(R - 2r) prouve que R22r . Donc Q<1 cgfd.

Autres soletions : J. LEMAIRE (Lille), MANAC'H (Lorient}, et
M. VIDIANI {(Dijon} qui propose trots solutions et fait également remnar-
quer qu'it ¥ a égalité si et seulement 51 le triangle est égquiiatéral.

Enoncé n° 91 (AUQUE, Clermont-Fertand).

Que peut-on dire d'vn nombre de 9 chiffres (dans le systéme décimal)
tel que la sommie des chiffres soit 45 et ie produit des chiffres soit 3628807

Solution
Premiére méihede: 2 Il maip”. Voici comment procéde

g )
J. LEMAIRE de Lille : Puisque 45 = X § et que IG288G = 9! = 114,
i=1 F=1

les nombres dont éoriture, dans le systéme décimal, se compose des neuf
chiffres, de 1 49, sont solutions. Toutie la question est de voir 8'il en exisie
d’auires.

362RRD = 27x 3¥x 5x 7 . L'écriture d’un nombre, ce newf chiffres,
dont le prochuit des chiffres est 362880 doit done comporter un S et un 7,
el les sept qufres chiffres ne pewvent avoir comee diviseurs premiers que
2o 3.
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Ramonnons & partir des facteurs divisibles par 3.

13 8i dans écriture d'un nombre solution, il existe devx %, il reste A
déterminer cing chiffres, piissances de 2, rde somme 15 et de produit 27,
15 peut se décompaoser en:

§+4+1+1+1 , B+2+2+2+1 , 4+4+4+2+1 ,
sommes dont les termes ont pour produits respectifs 23, 2¢, 27, On cons-
tate que satisfait aux conditions du probléme tout nombre dout éeriture
décimale se compose des neuf chiffres 1,2,4,4,4,5,7.9,9.

2> 8%l existe un seul 9 et deux 6, il reste 4 déterminer quatre chiffres,
puissances de 2, de somme 12 et de prodait 27,

12 = 8+2+ 141 = 4+4+2+2: sommes dont les termes ont pour
produits 2% et 2%, Ce qui ne convient pas.

3) §7il existe un 9, un 6 et un 3, les quatre chiffres restants ont main-
tenant pour sonume 15 et produit 25,

La seule décompaosition possible de 15 en somme de quaire puissan-
ces de 2 {15 = B+4+2+ 1} conduit effectivement au produit 2% On
reconnali fes solutions formdées par les entiers dont "éeriture uiilise les
neuf chiffres 1,2,3 4,5,6,7,8.9,

4) 'l existe un 9 et deux 3, il reste & déterminer guatre chiffres de
somme 18 21 de produit 2%,
Or les seules décompositions possibles,
IB=84+8+1+1et18 = B+4-4-4-+2,

donnent respeciiversent les produifs 2% 2t 2° et ne fournissent donc pas de
solution.

53 8'1] existe quatre 6, les trois chiffres restant 2 déwrminer ont pour
somme S = 9 et produit P = 2%,
9 =4+4+1,mais 4xd4xl =24,

6) S'ilexistetrois 6etund,ona S=12 ¢t P=2* . Or 12=8+2+2
et 12 = 4+4+4 correspondent aux produits 23 et 29.

N Silexistedeux Get deux 3, il vient 8 =15 et P = 2% Mais 13 ne
peut &tre somme de 1rois puissances de 2.

BiStilexiste un G eftrois 3, S= 18 ¢ P=2%.
18 = 8+ 8-+2 , mais Ex8x2 = 27,

9) Enfin, s’ilexiste quatre 3, S =21 et P =27 . Mais 21 ne peut &re
écrit comme somme de trois puissances de 2.

Finalement, fes nombres solutions somt cewux dont les neuf chiffres de

Pécriture décimele somi, 4 'ordre prés, soit 1,2,3,4,5.6,7.8,9 soit
1,2,4,4,4,5.7,9,9.
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Deuxidme méthode: & 1'aide d’un ordinateur.

M. MANACH de Lorient a écrit pouy e ZX 81 ie pregramme BASIC
ci-dessous. Ce programme fait former, dans Pordre croissant toutes les
combinaisons avec répititions des 9 fldments de §3,2,3,4,5,6,7.8,9 il yen
a C",’, == 24310), diiminer celles dont la sorme n’est pas 45, puis celles
dont le produit ne donne pas 362880, et fait fmprimer les solutions:
1.2,3,456,789 e 1,2,44,4,5,1,959.

BLET C =0

WFORt =1 TOS8
2FO0RJ) =1 TO®
3BFORK =J TO?2
VFORL =K TO9
5 FOR M = L TO S
&6 FORN = MTOD
ZVFORO =NTO9
B0 FORP =0 TO9
9 FORQ =P TO9

100 LET S = |4+ J+K+L+M+N+O+P+ 0O
110 IF & < > 45 THEN GOTO 200

120 LET P = IxJsKoLsMsN+QO#P+(Q
130 iF P < > 362 880 THEN GOTO 200
M0 PRINT “N=":1; J; K; L: M N;:O: P:Q
200 LETC = C+1

210 NEXT Q

220 NEXT P

230 NEXT O

240 NEXT N

20 NEXT M

250 NEXT L

270 NEXT K

280 NEXT J

290 NEXT 1

300 PRINT “TERMINE™

310 PRINT “NB. ESSAIS=";C

320 STOP

Remargue 1: e compteur C permet de vérifier si le nombre d’essais
a été 24 310.
Remargue 2 : Le temps de caleul sur le ZX 81 est de 20 minutes environ.

Compléments ; J¢ me suis posé ie probléme un pes: plus géaéral sui-
vani : gue peut-on dire de 9 entiers avent méme somme, ef méme produit
que fes entiersde 1 @ 9?

I
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2
Soit: T x;m%l«g«-«éﬁet II X = 91 = 362 880, Jai

également réalisé, en L.3.E., un programme comportait 9 boucles
embolides ; pour éliminer les répétitions par permutations, j'al imposé
X S X £ ... £, ot faftvarier x, de ]l 85 x, dex; AENT({45 — 1 9);
Xy de x; & EBNT({45—-x,—x;2:8) ete..., Xx, de x3 2
45 Xy~ Mg— Xy~ Xy Xg —Rg— Xp

En cinquante minutes cela a donné 12 solutions:

1 23 4 586 7 89

1 2 3 4 6 6 6 7 10
1 2 4 4 4 5 7 8 8

1 3 3 3 46 7 8 16
1 3 3 4 4 4 7 9 18
i 33 445 6 7 12
2 2 2 3 4 986 7 9 10
2232356 6 17 12
22 3 3 35 7 8 12
2 2 3 3 4 5 6 6 14
23 3 3 3 4 5 8 14
2 3 3 3 4 &4 4 7 15

il résulie de ceci (en Stant le 9) que le probléme analogue dans le cas

n
de 8 nombres n’admet que 4 salutions : l1a solution riviale x; = i et les
1 2 4 4 4 58 7 9
Jautres (1 3 3 4 4 4 7 10
222134 6 7 18

et que pour au plus 7 entiers le probléme analogue n"admet plus gu’une
solution.

Ce gui démontre le résultat suivant:

Si 7 entiers ont méme somme ¢t méme produii gue 1,.2,3,4,5,6,7 alors
ce sont cenux Ig f@ Vordre prés).

COURRIER DE LECFEURS

Madame §, CHRETIEN de Yillemomble propose pour Ia rubrigue
Pénoncé suivant : “ On considére ua friangle ABC inscrit dans un cercle(.
Quelle est Penveloppe e In droite de Simson d'un poing M qui décrit ie
cercie 7.

Suit une impeccable démonstration analytique prouvant qu’il s'agit
d’une H;: hypocyeloide 4 3 points de rebroussements, et de la remarque
suivante : H est surprenent gre partant d'un friangle quelcongue, on

aboutisse & une figure invarianie par rotation o ‘angie 2—1’ . {En effet fes
3 points de rebroussements sont sommets d'un triangle équllateral)
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L2 probléme est trop classique pour étre posé dans la rubrique, il 2
fait Yobjet de nombreitses publications, par exemple voir Hypocyeloides
et épicyeiptdes de 3. LEMAIRE {éditions ALBERT BLANCHARD)} 1967
livee 11, chapitre 111, 2f géndralisation au chapifre IV, Mais la remarque
est profonde, ca n'est pas un cas i50lé, on pewt citer au Moirs troig autres
exemples conduisant A Ia méme constatation

1} Lorsqu’on construit éxtéricurement an triangle ABC des triangles
éguilatéraux ABC", BCA’, CAB’, leurs centres sont les sommets d’un
triangle équilatéral. Si on construdt les triangles intérieurement cela donne
de méme un autre triangle équilatéral. Ce sont les deux “‘triangles de
NAPOLEON", Ia différence de leurs aires est celle du iriangle ABC).
Réjdrence: redécouvrons la géométrie de COXETER (DUNOGD) 1971 ;
Chap. 3.

2) Les 27 points d’intersections des trisectrices assocides d*un iriangle
se répurtissent aux somimnets de 27 triangles équilatéraux. {Théordme de
MORLEY).

Référence: Lecons suy les constructions péomdtriques de Henzi LEBES-
GUE, (GAUTHIER-VILLARS) 1950, deuxiéme partie, chapitre IV,

3) Ees 3 cercles ayant pour diamétre les segments déerminés sur cha-
que cdté du triangle ABC par les bissectrices de angle opposé s’appellent
cercles & APPOLONIUS, [ls se coupent en deux points I et | sous des
angles de 120° et sont orthogonaux au cercle circonscrit au triangle, Par
suite toote inversion de péie I ou I° transforme A,B,C, en les sominats
d'un triangie équilatéral.

Référence.: La gdométrie du triangle par T. LALESCO (Annalkes
roumaines de Mathématiguesy 1952 chapitie 6.

Bref dans tous c8s exernples i surgit une symétrie ternaire, alors qu'a
pricri on ne 1'atiendait pas.

Monsienr PRUD'HOMME de Lille, dans sa letire du 1* mai 1983
nous propose comme énoncé ba conjecture suivante : *°27 — 2 x’est jamais
divisible par r2™,

Empressons nous de i répondre qu'il serait vain d'en cheecher une
démonstration, # y a des conire-exemiples, rares et frés techerchés
lorsqu’ils sont pour # premier, en raison du théoréme suivant dfi 4 WIBE-
FERICH (1909} sur le dernier théoréme de FERMAT : Si p est un nom-
bre premier impair tel gque B2 ne divise pas 20 ~2, xP+ 37 = zP n’apas
de solution entidre avee xyz £ 0.

En 1913 MEISSNER montra que p = {93 vérifie: p? divise
I2—2  puis en 1922 BEEGER wouva le suivant: p = 3514 .

Les calenls faits par BRILLHART, TONASCIA ¢f WEINBERGER
(1%71) montrent qu’il n’y a que ces deux nombres premiers vérifianl cetie
propriété parmi ceux qui sont inférieurs 4 3x 168,

Référence: 13 lectures on Fermat’s Last theorem de RIBENBOIM
(SPRINGER) 1979,
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