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Une modeste introduction 
à la transformation 

de Laplace. 
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Daniel Lazet 

Bordeaux 

Ce/ ar/icle dont nous prtsen/ans ici la dell.<ilme partie. la preml~re ayam 
lIé donnie dalls le Bulltti/l /1"382. n'es/ qu'une modeste ill/roduc/ion à la 
/ronsforma/ion de Laplace. oU/il puissant dans la risolullon de cerlains pro
bUmes d' analyu, nOlamment des probUmes difflrentlels issus de la phy
siqut. 

Les no/ions ici exposées sont Irairtes avec des moyens lour à [ail ar/isa-
11011.<, dalls UII cadre /imil~ . La lransfomlQlÏon de Laplace gbr/rale rtlive de 
l'int/grale de LebtSgue. 

L' tSsenliel de ce qUI suil esl direc/emenl issu .' 
-du hapilre 7 de l'ou,rage «The Laplace Transformalion' de Da"id Wldder 
(Ed,Princtlon Ulliversll)' Press) ; 
-el du chapilre 4 de l'ouvrage «Àdvancod engineering malhemalics. de 
Siol/iey Grossmoll el William DUrlek (Ed.Harper and Row, New York). 
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\ . . -

6-Le problème de l'in version de la transformation de 
Laplace; 

Le probleme qui se pose est le suivant: si deux fonctions 1 et g admeuent 
la même transformée de Laplace, ces deux fonctions coïncident-eUes ? Ceue 
question intervient nOllllllment dans la résolution des équations différen
tielles linéaires au moyen de la trnnsfommtion de Laplace. 

La réponse à celte question découlera immédiatement d'un tlléorème que 
nous allons démontrer et que l'on peut consid!!rer comme le théorème corres
pondant pour la transformation de Laplace au théorème bien connu donnant 
les coefficients d'une série entière au moyen des dérivées de sa oomme. 

On ait en effe t que si sur l 'intervalle ]-c5 , c5[ (.5 E R+ ) , on a 

- (.1'0) F (X) = L a,. X", alors, pour tout n E N, on a ; a. = F __ ,_ 
.... 0 n! 

Le théorème que nous allons prouver ici est que sous des hypothèses assez 

larges. on a; tim ---. - + II - =-!r(I+) + 1(1-)1 [( If (k)k+t ~k)l 1 
,........ k! 1 / 2 

Rappel :/(/+) = lim 1(8) 
8 .... ' .. 

f(I-) = lim [(fi) 
9 -+ ,. 

Si 1 est cootinue sur ]0 , +<>or, on a : / (/) = 112 if (1+) + [ (/-» , ainsi les 
valeurs de[sur]O, _[ SOlI! obtenues au moyen des dérivées de sa trnDsfor-

mée de Laplaœ f Or, précisément on a vu en 1 que le passage du discret au 

continu remplace a. p3l[(I} et F par f . 
Le théorème annoncé va découler d'une succession de lemmes. 

6./-Dos lemm.s : 

, <) Lemme 1 : Si on a : a < a + ~ < b : si h est une foncCion réelle de classe 
C2 sur [a , a + '11 &, si h' (a) = 0 et h" (a) < 0 : et si " est 
(lécroissame ~ur [a , b J. 
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Alors:fbe ,··w.dt _ eu","._1 - n (ke 0) 
" t -+_ 'V 2k.h"(ti) 

Preuve : SOil E lei que 0 < e < - " .. (a) 
SOil Ô tel que 0 < li < T) 

"" (a) - e < "" (x) < "" (a) + e(<O) sur [a, a+/i] 
(C'esll. continuilé de "" quijusùfie J'existence de Ô). 

-+ Posons ft = {f.f °e l'At')·"'''I.dt 

" 
ft = {f.f a' 6e l""'1-Jo'''II.dt + {f.f b e l'''d- . rall.dt 

• (1 .. .. ,.,+, ~ 

1'* /"" 
Sur [a + li, b] on a: li (x) - li (a) $ h (a + Ô) - h (a) car h est décroissanle 

et:" (a + Ô) - h(a) < 0 parcho;x de eet li. 
O·où. pour k e N°, k.[" (x) - h (a») $ k.[h (a + Ô) - li (a)):S 0 

0$ e <['\<),'(,»1 $ e t{·(d·Il-'(o)I . 

Donc 0 $ 1",$ {f x e>l·"'· 6~''''llx lb - J 

O'OÙ: lim (rj =o 
, ~-

-+ D'après Taylor-Lagrange (puisque li es t de c lasse C2), pour lout , 
x e [a • a + /iJ, il ... jste ç e [a • a + li] 'cl que h Ç,) - h (a) = lr ; ci . h" @ 

(avec ç fonclion de x). 

Donc 1 " = ,Je _ • "'" -"'''c",dt _fT f ..• . A 

• 
D'où: 

= fi . rfl1U . Q~ . QI'c"t- Ci .dt :s 1 ' l $ (f . el' l1U - .Y-QI'ca) H' .dt f "'6 fa+6 
• • 

Posons À = - "" (a) + eel Il = - " "(a) - c(donc ~> 0 el JI> 0). 
Par changement de variable. on obûen' : 
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.r. _ /2f 6~H/2 .,' , _ /2f 6".'/2 -,' 
.1;.'V TI ' 0 e.a,;; / .,;; fk.'V ;k' 0 C .dt 

On sait que f -e-' '.dt _Yi . De cct encadrement de l' • • il découle : 
o 2 

lim in{V '.} -If x {f ~ -V 2(1('-(; - El 

et li~ ~~ Il '.} ~ x {f ~ -V 2(h" ~a~ +E 

Et, cela élant vrai quel que soit e e 10 , • ""(a)[, on en déduit: lim (/ ' iJ 
i~._ 

+diin: existe et vaut . 
2 h'" (a) 

-+ Conclusion • ~".' _ (f il e"iste el vaut -V 2 ~.n:(a) (CQFD) 

o Lemme 2 : Si on a : a < a + 11 < b ; si h est une fonction réelle de classe 

C2 sur [a , a + 111 ; 
Si Ir' (a) = 0 et Ir" (a) < 0 ; si Ir est décroissante sur [a . h) ; el 

si rp est une foncûon réelle réglée sur [a , bl avec rp (a+) .. O. 

f
b HW 

Alors rp ").e . dx 

• 
(1;e 0) 

b 

Preuve : Posons J. = if f [ rp (x) - 'II (,.. )}e "CA (r) -. ('JI dt 
• 

- Si on montre lim (J) ~ 0 ,le lemme en découlera ; en effet : 
;'\. .t-t+ .. 
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D'après le lemme 1. on peU! éCrire:! "eU!>' . dx =eU ,"",-"; . Ir . T. 
• 2 k.lt'(a) 

(avec Iim (T) = 1 ) 
t-++_ 

b 

f f.) U«l 1 U(al "'(Pl V . Ir Donc : 'l' .. .. . dx= .,.,...J.. + 'l'(a+).e . .T, 
,k 2 k.""(a) 

a 

= '1' (a+).e··HiJ • / - Ir .(T.+";2 h"(a) ._1_.1.) 
--y 2 k.""(a) - Ir '1' (a +) 

Ce qui donne bien le résulta! annoncé dans le lemme. car 

lim (r.+,y2h"(al X_ 1_ Xl\ = 1 
..... +- - Ir 'l'(a+) ~ 

- Prouvons que lim (1,) = 0: ..... -
&:rivons J. = J'. + 1". avec J' ,=fi.f ·· '['1' (x) - '1' (a + )}et lA ";.Ilall.d x 

• 
• e! r,= fi} ['1' (x) - rpa+):le'-I.ù)-.t..,l.d, .. , 

En considémn! M = ~ ( l '1' (x) - <p(a=) 1 ), on a V".I ~ M 1". 

(r'. de la démonstIaIÎon du lemme 1) 

D'où lim (1",) = O . ..... -
Soi! E e JO , - Il'' (a) [ , on lui associe 6 comme dans la démon lmlÎon du 
lemme L 
PooIlOU! 6' e JO. a-. on remarque que : 0 sr. (6 ' ) ~ r. 
(1', est l'élément défini dans la démonstration du lemme 1. et /', ($) esi 

l'inlégrnJe analogue à /'. mais définie avec {J au lieu de 6). 
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Puisque lim (/ '.,) exisle dans R, la suile (r ')~N esl bornée. Donc il exisLC .... -
AE R+lelque:'9'ke N·,OSr.SA. 

D'où: '9' 8 E JO, 8[, '9' te N· ,Os/'.(8 )SA. 
On peut choisu 8' tel que 8 E 10, clf, el 1 '1' (x) - '1' (at) 1 S esur [a,a t c5) 
Delli: 11',(8 )ScI',(8 )Se.A. 

Finalement Il,1 = 11",(8') + 1"(8 )$e.A + M.f".(8 ) 

On démontre que lim (f"' > (8 '» = 0 comme pour f"'. dans le lemme 1. 
.~-

D'où Hm (1.,)=0 
'''-

(CQFD). 

o Par changement de variable :r -> X = -.. , on obtient le résultai symétrique 
du lemme 2 : 

Lemme 2' : Si on a : a < b - 17 < b : si h est une foncûon réelle de classe C2 
ur lb - 17 • hl ; i h'(h) = 0 CI h'"(b) < 0 : si Il esl croissanle sur 

la . hl ; el SI 'l'est une fonction réglée .'ur la . bl avec 
'1' (b-) ;< O . 

• 
f Uul lAf"'1j 1< Alors: '1' (x).e .d:r - '1' (b -).c . H 

.... _ 2k.h (b) 
Q 

Lemme 3 : Si II' e~ 1 une fonclion réelle réglée sur Il, _ [ (avec 1> 0), el s'il 

f 
,-

existe c> 0 tel que c'c , ,'1' ~t).d( converge, 
, 

Alors: lim (..!..,(~)""f -, "uh,u',q> (U).à;) =.!. II' (1+) 
k -+ __ kt 1, 2 

Preuve: Soit 8> O. et a (x) = f . e" u. '1' (u),à; pour :r ~ t + 8. ,. , 
Puisque : f -e·CU.q> (u).à; convergl , il existe M E R+ tel que: 

1 

V.r2lt Ô, la(xll SM 
- Par intégrauon par pnrties on a : 
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A.=-. - . e·h" .,l.tp(u).du 1 (k}"'f '" 
kl l , •• 

= 1..(~)" '.[ a (u).g (u)t:.- -L(~)" 'J - a (u).g , (u).a. 
kl 1 kil ... 

en posant il (u) = u~e f>. ' l ''M 

On prend dans ce qui suit k E N*. k > c 1 

On a alors lim g = O. et puisque a (1 + li) = 0, on obtient [a (u) . g (Ill]:, 
+-

(a est bornée), 

1 (*)"'f'" , Donc: A, = - -. - , a (u).g (u).d, 
kil ... 

L 'étude des variations d la fonction g donne : 

k 1 
avec "0=--

k - C 1 

o '10 +00 

lim ("0) = l , donc il existe ko e N· tel que ko > C l, e~ pour tout k ~ ka • . ->-
110<1+6 

. De là, pounout k ~ ko, sur [1 + 6, _l, on a : II (1 + li) 'i? g (Ill ~ 0, 

D'où : jf +-a (1I),g'(U).duj ~ MJ +-Ig'(u)~dll =-MJ -g'(u),du 
,+6 1+6 ,.6 

= M . [g (1 + li) -~!!' g] 

c'est·à-dire : If +-a (l/).g'(U),du l ~ M.g (1 + li) =M.(I + ,le("t!<)(1+ 8) 

" 8 
(avec k ~ ka). 

On en déduit: A,I~ 1. ~ .MJI + lil~e lç-,#)o. 61= !li. . { )'" kl 1 

00 a : !It.u = l,(k + 1 }" '.(1 + li),e" 8# 
lit 1 k 
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Donc : lim (a.d)=!.e.(t + Ô!.e· ' · 6h =(1 +§.).e·6h <1 
J:4..... llt t 1 

Ce qui imphque: lim 101/ = 0 el de Ut : lim tA J = 0 
.t -+ ... ë-t+-

-Soit B, =J.-.(~)"'. J , .6e .. ·". '1' (1I).âI 
kt l , 

n va utiliser le lemme 2. Posons" (x) = III (x) - !. (pour x> 1 > 0) 
1 

On a: h' (x) =1 .1< O. Donc h décroît sur [1 . t + c5J 
x 1 

"'(1) = 0 • h"(I) = . ~ < 0 . 
1 

Le lemme 2 permel donc d'écrue : 

t(ln 1 
• J.-{~)

" J 
B, _ tp(t+).e . -_:.:.....-',' ~ -11: 

........ 2* x (. 1/1 2) k! 1 

C'C S I-~-dlfe : Bk _ '1'(1 +) . J!. . e · ~k' . fk. 
........ 'V 2' kl 

D'après la fomlulc de Stirling. on sait que : lim ( k! ) = Y2ii 
....... .. ·.k'.Ü . 

Donc : lion (BJ = '1'(1 +) . . fi .. ~ =!.. '1'(1 +) .-- 'V 2' .211: 2 

-Conclusion: lim (A.+ BJ=l . '1'(1+) 
t-..++- 2 (CQFD). 

..... mm.4 :Si 'l'est une fonccion réclle réglée sur]O . 1) (avec 1 > 0). et J'inté· 

grale f ''1' (x).dt est convergente 
o 

alors lim (..!... (t)" I.f 'e·h/'.'I' (,I).âI) = 1 '1' (/-) 
I-HM k! 1 0 2 
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Preuve: Soit 6e ]0 . t [ . et a (x) = f:- 6tp (U).w pour x e ro. t - c5J (en 

prenant pour a (0) la valeur de f ,- 6 tp (/I).ru qui est une intégrale onver-
o 

gente). La (onction a est ainsi réglée sur [O. t - 6] . 
n existe alors M e R+ leI que: 'If x e [0 . t - c5J. 1 a (x) 1 5. M. 
Soit Ee ]0. t - 6[. 
- par intégration par parties. on a : 

.+, 
A' ,lei = 1,.(&) .f ,-'e- h". Il'. tp (u).ru 

k. 1 < 

1 (k)t.'[ J'" 1 (t)"'f ,-8 = -. - . - a (u)./ (u) c + ~ - . a (u).I' (u).ru 
k! 1 k! t e 

· ItUfl Il 

en posant: 1 (u) = e .u 

i+ll u) -114,., 
On a : l 'Cu) = k - u 11 - t _ e . Donc.l"(u) > 0 pour u e [e . 1 - c5J 

()ktl ()""1 6 
A' (e) = 1.. t .a leU (el + 1. . t -f ,- a luU '(ul.du 

kl 1 k! 1 < . .. .. . 
À.tfe) }l,(E) 

4+, 
Soit À, = #~) are) 1 (el. 

On a: lim (À,lell = a car hm a lei = a (01 e R el lim Ilei = 0 
e .... ~ c-+{k- ,. .... 0. 

et lim a (/II . l 'Iul.du = a luJ • / '(w.dit car a et / . son t des (f ' , ) f ,-6 

t'_0+ r 0 

fonctions réglées sur [0 . 1 - 6] . Donc hm (A ilel) xi te et vaut c.o. 

( )
>+' , 

A' .= .!... t f ' a 1111 • / 'lw_ru • 
ki l O 

f '- ' f '-8 On a: la luI. l 'trtl~ck t 5. M . / 'Iul.ru = M.III - c5l 
o 0 
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et de là: lA ' J~..L. (t)" I.M.eH/'X'·_.(/.!A' =d. 
k! 1 . 

• 
Or, d;: 1 = (1 + H .( 1 + H( 1 • ~}e · l , "" 

donc lim (d" I)=(1 . ~).e6 1 ' < 1 .Cequj implique lim (o'J= O 
1-+>+- a',I: 1 .t-t..-

eldonc hm (A 'J= O .... -
( )

01;.,. l r 

-ConsIdérons B'.=..L. t .f , h" .u'.tpM.à' 
kl l ,.6 

On va utiliser le lemme 2' . Posons hUI = loUl . !. (cf. démonstration du , 
lemme 3l . On obtient : 

f ! . 1;,./, .. .tOn'.I)"; . '" 
C .11 .'1' (u).d u - '1' (I-l.e . "....,."";';',.,-;:c 

..... - H.(- 1{/2) 
,·6 

l "1'.# cl donc B', - '1' (, -l.-. k e. - . D'où, grilcc à la fonnule de ._ .. _ kl 2k 

Stirling : lim (B' J:l '1' (, -1 
k-t.... 2 

. Conclusion : on a lim IA' , + B' J :l '1' (/-1 (CQFDl 
t-H_ 2 

Lemme 5 : Si tpes[ UJle fonction réelle réglée sur JO , l [elle que: 

- il exi le CE R: pour lequel l'intégrale f -.. ex . IJÙI.dt 
1 

converge. 
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-l'intégrale f 'l/ÙJ.dt converge, 

Alors : pour tout 1 e 10, +ocl. on a : 

Hm (J.... (t)·''.! -ehll'U.''PIUI.W) _ 'P(t+l+ p(t-I 
.... - k! t 0 2 

Preuve: on écrit fo'-= fo' + 1,- el on uûlise les lemmes 3 e14. 

6.2-Thiorim.8 : SOill une (onction réelle réglée sur 10 , +oc[ lelle qu'il 

existe c e R pour lequel l'inlégrale fo-c' ".f(ILet est AC, 

alors, pour IOUII e JO , +oc[ on a : 

Hm Il . (t)·' '.(_ !l'ftt)) -,u+1 + ((t-I avec f ; LI) 
t~ ... \k! 1 ' \1 2 

Preuve: il suCCit d'appliquer le théorème 5 et le lemme 5. 

Consiquence : Si 1 cl 9 sont des Conctions réglées sur ]0 • +oc[ ayant des 
II1lnsfonnées de Laplace dértnteS sur (a ,+oc[ et coïncidant sur 
cet intervalle, alors, pour tout 1 e JO, +OC[, on il 

I(t+) +[(t-); g (1+) + g (1-) . 
Donc, en tOUI 1 e JO , + .. [ où 1 el g sont conLinues, on a 
[(t); 9 (/) , 

Ainsi est donnée une réponse au problème de l'inversion de la transCorma· 
tian de Laplace. 

8-Pour aller plus loin: 

8.J-Des thior~mes taubiri.ns : 

a) Dans l'utilisation des séries. on Iambe parfois Sur le problème suivnnt : 

Si l; a.x· est une série entière convergeant sur ],1 , 1 [ • 
ft • 
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... 
S'il exisle 1 ~ }~.lrIX)1 (1 ER). avec {lxl ~ L a,x' ; 

.-0 
A-I-{)f1: L a, converge el de somme 1 ? 

, .0 

S'il y avail une réponse positive à celle question. on disposerai! alors d 'une 

réciproque au Ihéorème bien connu d'Abel : .Si L a.x· a pour rayon de ·.0 
convergence 1 el si L a. converge, alors f IX! ~ L a. .r' admet la limite 

n O!. a " ~ 0 

1 ~ J-o a, lorsque x lend vers 1 par valeur.; inférieures», 

Dans le cas général, le problème ('T) n'a pas de réponse positive (exemple : 

prendre le développement en série entière de x .... _1_1_ sur J- l , ID. mais 
+x 

il en a une s. on ajoute une hypothèse supplémentaire. 

Gauss avait d~jà eu quelques idée, Mais c'esi Tauber qui le premier (en 
1897) établil un Ihéorème précIS. Il monlre que l'hypothèse supplémentaire : 

" a" :: 0 (}) » suffil pour que l'on puisse répondre oui à (T). 

Puis. Lilliewood montra que l'hypothèse a. :: 0 (1ï) suffit. ct Hardy (en 

1910) que l'hypothèse -la suite III a~".~ est majorée ou minorée» suffit. 

b) Ce problème sur les séries ent ières a un correspondant sur les intégrales 
qu'on pcul rormuler ainsi : 

.Si pour 10UI x E R·+. F i;t) ~ f +M e·".a (t).dt eSI une inlégrale 

• 
convergente , el si Iim (F (x») = 1 exisle dans R , alors l'intégrale , .... 
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f +-.a (I).à eSI-elle convergente. de valeur 1 .' 
o 

On voit intervenir ici la Irnlls(onnation de Lapinee. 
Tauber montra que pour cette question admeUe unc réponse positive. il surfit 

que a (1) ~ 0 (~) (la fonction 1 -> a (1) est supposée réglée sur [0 • -O. 

Puis Hardy et Littlewood fX'OuvèreOl que la condition moins restrictive sui 
vante est également uoc condition suffisanle : 

c:> pour 10Ul y E RO+. a (1) = 0 (e" ) 
+-

o et il exisle K > 0 lei que. ur lO . _l. l.a (1 ) ~ - K (ou bien. il exi s
te K > 0 lei que. sur [0 • _l, t.a (1) ~ K). 

c) De ces «théorème laubt;riens» sur les intégrales, 00 peut aisément déduire 
les «théorèmes taubt;rieos_ Sur le éries entières signalées en a). 

B.Z-u IhtorèlM d'Yadamard-de /Q ValU. Pou •• ln ; 

On connnî! cc théorème fameux d~monlré simultanément el indépendam
menl en 1896 par Hadamard et de la Vallée Poussin . qui dit que 

11' (x).;: l/(x) où 11' (x) représente pour lout x E R: . le cardinal de 

l'ensemble des Dombres premiers p lels que 0 < p S; x. En 1933, N.Wiener 
donna une belle démonstration de ce théorème basée sur la transformation de 
Laplace. 
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