
Dans nos classes 

Visions angulaires 
sur un terrain de football 

Jean-Luc Gasser 
Lycée Lavoisier - Mulhouse 

Le bUI de cer arl;c/e eSI de pr~senter ulle mélhode 
gIQm~lriq"e de rtsalulioll d ' ull problème classique . 
dO/H lUI élloncé est: - Un jOlU!ur de football COIU-! sur 
ulle I;glle paramle cl la l'glle de ,ollclte d' lm '''I"O;Il, De 
qll,lf s) pl:>itll( s) \'erra-l-II le bw SOll5 /' allgle ma",i
mtlm? » 

L'mlleur propose CUlt COIlS/fU C/ioll géométriqtw 
simple de l'unique pui,,' SOlW10lI de ce problbm .. ' . qui 
permtl de tracer te parrQurs optimum d' fUI jou~ur el 
d'aulres trajec/oires s'y rapporlam LeS méthodes de 
résolution mises en œllvre font appel au programme de 
Terminale C. e' le problenre pourra {mre /' objel d' Wle 
activité cl Cl' niveau. 

1-Le problème et une solutiQn algébrique 
Un joueur de foolbaU (poilll Ml court sur la droi le (D) . ct voi t le but sous 

un angle (~ - a) (figure 1). On cherche la position du point M sur (D) pour 

que cet angle soit maximum, r appelle respectivement!. a. b les dislances 
MC. BC el AC, Un calcul simple permel de trouver la dislance x répondant à 
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13 qucstion: 

on a: ran a = !!. CI tan p = !!. 
;x; x 

d 'où Inn (p _ a) _ lM P - lM a _ .db -al 
1 + tlll a.lOO p ;x; 2 + ab 

MC = • BC = J AC = b 

M 

c 
(0 l 

B 

Figure 1 

A 

J 1<'=---- 1.--'1 
K 

Figure 2 

Iafl (P - al eSI une fonction de ,t, qui est extrémale si sa dérivée par rlltiPon 11 
x cst nulle. 

Or!\ce 11 un calcul élémenmire. on b'Ouve : 

x = Yab ellar,(p - a)=~ . 
2W 

L.~ valeur de l'angle cOl'teSJXlndante est bien maximale, car la langente 

esl positive (0 < a < p < !.) ct eUe tend vers 0 lorsque;x; tend vers O. 
2 

Remarquons quexcsl égal 11 la moyenne géométrique de a et b. 

Remarquons également que cc résultat n'est valable que si c est ex térieur 
au segment {ADJ . Mais si C esl intérieur nu segmcllllABJ. 13 position de M 
esl alors évidente: M est confondu avec C et l'angle sous lequel CSI vu le but 
cst 180 . 

On peUl alors construire M à la règle et au compas. La métbode classique 
est la suivanle (figure 2): le triangle JLK esl rectangle en L , etl esl le pied de 

2 
hl hauteur i.~sue de L. On a alors: n.IK = LI CI par suite LI = Y IJJK . 

Celle construction n'est pas commode dans lIotre cas de figure, car elle 
nécessite de nombreuses manipulations. 
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2-Méthode géométrique de résolution 

Il e"iste une aulre mélhode géométrique de construction qui utilise lé 
cercle circonscrit au triangle MAR. 

Reprenons le problème à zéro. Le raisonnement intuitif suivant permet 
d'ufCinner sans calcul que l'angle 1} - a admet (au moins) un max.imum : si 
M se rapproche de C. rel angle se rapproche Ue l'angle nul ; si M s'éloigne 
de C. en «allanl vers l'infini _. il lend également vers l'angle nul: il admet 
donc au moins un maximum entre ces positions extrêmes. 

(C) 

FIGURE 3 

Soit (C) le cercle circonscril au tri,mgle ABC (figure 3). Son centre 0 eSI 
obtenu comme l'intersection de la médiatrice de (ABJ el de celle de [ BM). rI 
esl donc situé sur la droÎlefut (D), passant par le milieu 1 de [ABf . Plusieurs 
tracés expérimentaux sont donnés figure 4. Pour plus de clarté. je n'ai pas 
représenlé chaque segment Cl sa médiatrice dans leur totalité, mais unique
ment une portion de chacun d'eu. qui permet de relier un poitll slIué sur (D) 

au cenlTC du cercle irconscrit. On observe alors une certaine symétne 3ulour 
du point paniculier X. des poinl< (M, . N,), (Mt , N,). (Ml ' Ny admettent 
respectivement les mêmes centres de cercle ciIconscrit O. 0" 0) 11 leurs tri
angles respectifs. Le point 0 est situé sur la perpendiculaire à (D ) passnnt par 
X ct le cercle circonscrit correspondant est alors langent 11 (D). 

Cette observation pennet de conjecturer puis de démontrer le résultat sui
vant: 
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o 

FIGURE 4 Observation de la position du cere le circonscrit 

Th/orème: Il existe un unique point M de (D) tel que l'angle :4iiB soit 
maximum, Le cercle circonscrit au triangle MAB est alors tangent à ID) en 
M, 

Preuve : 

Analyse: d'après le théorème des angles inscrits , :4iiB =! AoB (comme Je 
2 -biangle ABM admet toujours l'angle AMB aigu, c'est bien celte égalité qui - -est vérifiée), L'angle AMB t maximum si et seulement si l 'angle AOB est 

maximum, donc si la distance 01, donc OA , est minimum, Or, la plus petite 
valeur que peut prendre le rayon du cercle circonscrit au biangle MAD est 
IC, On en déduit la position que doit nécessairement occuper le point M, 

SylllMse: Soit alors le points 0 de (D) tel que OA = OB = IC, et soil M le 
projeté orthogonal de 0 sur ID), Par construction, OA = OB = OM, donc 0 
est le centre du cercle circonscrit au biangle MAB, et il est tangent à (D) en 
M, Le point M ainsi défini existe et est unique, 
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Nous disposons 310(5 d 'une construction 11 I:l règle et au compas du point M: 
Je cercle de centre A de rayon lC coupe la médiatrice de IASI en 0; la per
pendicuJaire il celle médialrice coupe (D)en M, qui cstle point recherché. 
La SOluLion il notre problème fournil égaJemelli une .ulre construction géo
mélriquc de la moyenne géomélrique de deux nombres d'après les résullaLS 
du paragraphe l, Ce résultat se vérifie aisément au théorème de Pythagore 
dans le lriangle rectangle OTA: 

'l :2. 1 1 j ll{ l' .<7 
Ol = OA - lA = - 10 + bJ -- a - b = 0 b donc Ol = '0 h . 

4 4 

3·Lignes de niveau équiangulaires 

Le lhéorème de J'arc capable permet de déterminer le lieu géométrique des 
points sous lesquels «le segment {ABI est vU sous un angle conSlanl »; c'esl 
un arc de œrcle passant par les poinLS A et B. Ce résultaI es' classique et je 
ne m'y attarderai pas. Sur la figure S,j'ai représenlé les lignes de niveau cor
respondam il des angles variant de J00 en 10° en décroissant à part ir de 9{)0 

sur un terrain de foolbl\lI. Cc dernier est représenté il J'échelle, CL les ccn.re,; -des cercles ont été placés aprè calcul de la langente de J'angle AOI . 
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4-Parcours optimal et autres parcours 

Le point C parcourant 13 droile (AB). le point X de (D) réalisant le m""j· 

mum de rangle AX M décril alors une courbe, qui eSi en quelque sorte le 
parcours optimal d ' un joueur se dirigeant vers le bul et désirant augmenter 
son angte de tir le plus possible (voir figure 6). Ce lieu géoméltique a été 
obtenu point par point. Remarquons que cette courbe semble admeure une 
wngonte perpendiculatre Il (AB) eo 8. Ceci se vérifie aisément en observanl 
son équation dans un repère d 'origine 8 . d'axes (AB) et la perpendiculaire à 
(AB) en 8. 

x 

c B A 

FIGURE 6 le parcours optimal sur un 'erraln de loolball 

Afin de faire une observation plus fine. j'ai Il1lcé les lieux géométriques 
en rapport avec le parcours optimal. Le polOt C étant fixé sur (AB),j'ai déter-

mmé par le calcul les points M et N de (DI pour lesquels les angles AMB el -ANB sont égaux 1\91%. 81%, etc •.• de rangle de tir optimal Les résultats 
sont donnés figure 7. 

11 ne reste pluS qu'à comparer cc.~ résultaIS aux ltajectOires effectivement 

suivies par les joueurs! Il esl évident que leur Îllltrel n'csl pas forcémcnI !le 
se diriger vers le poteau du but pour avoir il chaque seconde un allgle de tir 
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• 

A 

FIGURE 7 Le parcours optimal et d'autres parcours 

optimum. Un écart de Imjccloire qui pennet de se relTOuver en face <lu but 
sera certainement intéressant. 

5·Conclusion 
A panir d'un Ihème simple, plusieurs méthodes de résolution sont propo

sées, utilisanl les nOuveaux outils dom disposent les élèves de lerminale C 
(arc capable, lhéoreme de l' angle inscri t), ainsi que quelques nOlions de tri 
gonométrie (tangenle. formules d'addi tion) 1 d'analyse (dérivation), Une 
application pratique d'un lieu géométrique de point.<; peul être mise en évi 
dence . 

Je voudrais égalemenl insister sur l'aide incomparnble que m'a fourni le 
logiciel Cabri-Géométrer M (SUl' MncintoshrM), sans lequel cel articie n'aurail 
pas vu le jour. J'aurais en effCl passé des dizaines d' heures (horribles!) à tra
cer lOutes ces figures. L'utilisation intensive que j'en ai faile m'a amené à 
découvrir quelques limilat ions dans le cadre du problème trailé: impossibiLi lé 
d'imprimer un lieu géométrique et impossibi li lé de rcponer une dislance 
simplement sur la figure (p.v exemple tracer le cercie de centre A de myon 
IC pour obtenir le poinl 0, C élanl donné). Mais ce logiciel es t un oulil for

midable d'nide ilia conjecture des propriétés qu ' il serait diffici le de déceler 
autrement: 1., géomélrie sans 10 règle el le compas est aussi un plaisir. 
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