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L'énoncé de ceue épreuve n été donné dans le BIII/etill n0384 (juin-juillet 92) 
Remarque préliminaire: on DOUS dispense du délail indigeste et préa
lable des nolations du texte, Boo début! 

l!J'emière PQTjle 

(Eo) 3(x' + xl}'" + (ax + 3)y + 2y = 0 

, .' On a immédiatement 

y .. 1 + 

Y -a ,+ 
xy. 
x}'" -

x'y" • 

In.l' anx n 

Ln ,) l(n+1 )a n+l xn 

Ln .dnan)(n 

}:n:ll(n+1 )nan+l xf"! 

~"n(n-l lanx n 

(Eo 1 s'écrit ators 

(2+3a,) + Ln,' I(n+l )(3n+2)an + 3(n+l )2an+,I_xn - 0 

Soit : a,--2/3 et . pour tout n ~1 a n+l· - ( (3n+2)/(ln+l)lan 

Intervan. de ç-pny«gencL..,;. lim n _ lan ... /I;tn l'=' 1 

Le rayon de convergence est égal à 1 
On peut examiner la conve rgence aux bornes , soil aux points 

-1 el +1 .On salt que . ::Ji la serte entière Io)::o anzn conYerge au 

pe int ReiS de son ce ,c le 00 convergence • elle conv erge 

unllormemen. 5ur le segment 10 . Ae,;B 1 el sa somme e" 
BuJ!~,ilt/l.'ME" - ,,- 39J • ()k~~brtl! 199) 
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conllnue sur ce segment (cr noIe en rln de celle parfie l 

Au pOint x - - 1 : 

~ n~O anxn • ~n"O lan 1,lan+l/a n 1-1 -1/3n+o(l/n) 

On applique la régIe de Raabe_Duhamel ~n"O anxn dIverge . 
Au pOint X - 1 : 
~n"O anxn • ~n~O an - Ln;oo (_I)n 1 an 1; série alternée . On 
pose: vn -In 13n+l/an 1 -In lan+l 1 - ln lan 1 
La sérIe (~vn) et la Suite (In 1 an 1) 50nl de même nature ; de 

plus: ln 1 an 1 - ~1 ,.;k"n- l vko 
Or, au VOisinage de l'infini, vn - -1I3n: la série l Yn diverge; 
c'est une série à termes 10US nègatirs 0 

IImnoo Iksn Vt ="""'. 
D'où lim n .. In 1 an 1 - - 00 0 Soit: IIm noo 1 an 1 - 0 La suite 1 an 1 

est trIVialement décroissante; c'ost le critère spécial aux 
séries alternées : le mOdUle du terme général tend vers zéro en 
décroissant; In;oO anxn converge au point x-I 0 

Bilan: In"O anxn converge sur )-1,1). La fonction_série 

entière In;oo anxn est-elle pour autant sur )-1 ,+1) 
solution de (Eo) ? 

Sa fonction_série dérivée ,Ln"o nanxn , diverge au 
point x-l 

1(0-+1 )ln)·lan+l/anl - 1 +2130-+0(I/n) 
la sulle (nan) est croissante à panlr d'un certain rang el n'a pas 
pour limite 0 000 Bien que convergenle sur 1-1 ,+1) , la séne 
enlière In"o anxn n'est donc solution de (Eo) on tanl que lelle 
que sur 1-1,+11. 

1 2 Par contre , soit t(x) - In"O anxn 

On a : tex) - 1 - (213)x + (5/9)x2 - 0 '0' 

Or: (1 +xr2/ 3 = 1 - (213)X + (5/9)X 2 - 0 .00 

Par la relation de récurrence dégagée en 1 l , on a : 

an - (- 1 )n(3n- l/3n)(3n-4/3n-3) 0 • • 0 (8/9)(5/6 )(2/3)(1) 

Sûlt an = (-I)il 12 5 a 00 0 .(3n-4)(3n- I )l/[Jnnll 
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C'e~t le coeffic:ent de xn dans le développement en série 
onll;'ro de (1 +xr2/3 
D'où la reconnaissance de I(x) convne restriction à 1-1,1 ! de la 
::)nc~:on . 

x - -- -~ (1 +xr2/3 

1.3 
On connait donc explicllemenl une SOlution de (Eo) 
les calculs tormels ettectués à partir de l'expression 

expliclle de r pour vérifier qu'il s'agit d'une solution de (Eo) sonl 
valables sur toUl intervalle de Rll-ll et on peut donc considérer 
( ;lar intervalles, sur R 1 (-II ) comme 50lullon de (Eo) , la 
tonction . 

x --~ (1 +xr2/3 . Sol1 9 cette fonction . 
On cherchera alors, sur RI(- II ,les aulres 

solutions de Eo sous la forme : y ~ g.z 
O'où l'équallon dinérentlelle en z : 3x(x+1 ).z" + (4x+3).z' - 0 
D'où (sur R\(-1 ,01) : 

z'lz" - - (4x+3)1[3x(x+11I - - l/x - (1/3) l/x+1 
O'où: z' - K/[X.(I+x)"31 ,K - Constante 
On primitive z' à l'aide d'une Intégrate abélienne : 
[dx 1 X(X+I )1/3 ; u - (X+I )1/3 : on est renvoyé à [3udu 1 U3- 1 

3u/u3-1 - tlu-l + [- U+ll' (u2+U+I) qui se prlmillve en 
Inl(u-') 1 (U2+U+l 11/21 + 3 '/2Arctan[(2U+l) 1 3- 1/2] (+ C - Cte) 

D'où l'ensemble des solutions de Eo ,sous la lorme : 
U~(I+X)1/3 

y ~ ! K f Inl(u-I) 1 (u4U+1) 1/2[+31/2Arctan [(2u+l )l3- 1/21l+Cllu2 

Les compétences mobilisées sont 
classiques: 

· •• tlon de sf!ne entlên. 
· calcut du rayon tle conuer;gence par III règle de 

d'Alembert 

· déllalDppemenl ell sine enlhire de H - - --) (t+Hlm , 
pour m réel 

· inléçnllon dos équations dIfférent/el/el /lnéeireJ 

8ulf~rill.4PMEJ I . ,.-]91 . D «ambr ~ 1993 
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d'ordre 2 c •• nelss.nt une •• 'utien de l'~q •• lio. 
IlOIDGgène •••• dée 

. prlmili".lIon des fo.cUans rotillnoeUlI1 

. Intégral ... IIbéllenael ; l flx,( .... D 1 U+d)l/n)d. 

o ••• le déteu , o. peut 'r-ecadr-er' q ••• q.e. cell •• la •• ne •• 
• ur les prob.èmes •• socié. à 'e cDnuergeftce ••••• sfrie 
Bft Uëre en un point de ••• cercle de c.oauel",eace : 

RésultaI; SI upe sérte de raylar , :En1D auzn 

canuerge .u palnt lIelO dll san cercle de canaergll.ee Izl = 8 
, alo,. 1 eU. tanuerge aniformiunent lur teut ferai! le du 
disque tz l 5. R n'.yont e .. commun aDBe le cercle que le ,.Int 

BelO. cantenu d .... ' ua •• gle .e mesare stricte_enl 

h.férl.,ur .... , de sDmmel le lU • dll bissectrice IIIel8 , l' . 
Elle conDerge , •• particulier •• Difanllé .... t s.r le .eg_ent 

(0 , ReIG ) el 1. s •• me •• t ,::oRtiaue .ur ce .eg ••• t .1. 
1I1i.,.,lr.II, •• 11/1111/' Ir.,,,,,,.,III1. "Ikll/; eF.. "r 
Il'11.'/11, L . Se~."rlz . '''/!l'II fTlI'''/'!lÎI! !lulir'/II III 
••• I!I'I! ' •• ell".1111111 III,. ••• EL "!l1I nI. 
Ipllilollaé .ua léries réelllls , ca réault.1 iaclla • ,'êtada de 
1. aeUlr. de t. série .UII ltol'1les .e l'.at.,. .... de 
c.nue,..gence • e ... ue d' •• prolonge.eat de 1'1 ••• ,.. •• 11 ••• 
•• lIdllé des prapr'été. de la la ....... Ine sil.aUa .... .,na , 
'Iua .. d an a .Ulllé ,. règle da d'I'embert , aol celle du taille 

8.'0.+, IOn' - , - 02/n • DOla) 

Si 1: Al O _acn.n • c-I ou c- -1 , est' ter.e. de ",ne 
nae , on peul utlllier ,. règle de 10.De-DuD.me' : 

an - '/nP ; u.+,/un • 0+ IIn)- P - , - (lIa + oU/a) 

a 2<t ~=> (II e.iste (Il a 2 (P (1 ; un+l/u .. < '.a+1/aa'.1 

l: "u Il',,erga • daAC a"ssi 1:1.nI1n 'lui n'esl Dulra qua 

l:°ncnan . 

a 2 > 1 ._-> (n e.lote Pl' < (1 < a 2 ; u • • ,/a .. 1 laa+ ,/an 1.8 

1:un conuerge , donc aussi .... 1:anr"nn . 

SI l .nr.nR n asl alternée, an peul cdDlrâl,r la toRU"rgenCll 

BuI(".u, APMt;p Il'' J9/ • Dlc~/IIl b lY /99J 
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~.r le critère Ipéclal ... JI sériel eUemées •••• u ••• u terme 
général tende"t ""1"1 z"ro en décrol .. ent) . le lIIonalOllle 
de lenlR" esl .. ae éuldeece "or lB dé •• loppement IIl11ité 
as.oclé à 10 règle de d'Rlembert . Pllr a.lIeurs : 

InllonlRRI - X I<tu,-' (I-<l 2/t + .(lItll + Inlle,IRI 

InllllnlR"IIIPPllrllit <limUle SIlIBme "'udra n-I d'une série 
... III ... i.ua d",a ... .,nta • larIDas nllg.Ur •• en •• déduit : 

IIm • _ Infini InllellR"l ~ - go 

•• it : 

rés"ltel lIonentô! • 
Il .. JLJeflal lealaa - 0 ••.. .,1 le 

III """I1I1.6r li 11I •• r" ,,, 1/!III's 
.6c",s.I'1l .tI1. r/!c'U,, · cII~r.~.cli •• ~II clllI/! ,.rl/II. 

DelUlJème ParUe 

2.1 (an) converge : limnoo an - À ; donc, pour n assez 

grand lanl " lAi + 1 ; on a alors : 

lanzn 1 nll < (lAI + 1 ).' zn 1 ni 1 
La série Ln"O zn 1 ni converoe absolument pour tout z • donc 

aussi. par celte majorallon ,1:n"o anZn 1 ni • et le résultat. 

En déduire .. : Ln"O un converge - - ,. Iim noo un • 0 et (II 
existe S .. ) Iim noo Sn ~ S . On applique 
simplement le résultat précédent aux 
suites: an - un • puis. an · Sn . 

2.2 B(x) - e-X.Ln"o Snxn 1 ni • e-x.p(x) 
p(X) est somme d'une série enllère de rayon de 

convergence infini; c'est une fonction intégrable et dénvable 
lerme à l orme sur 10UI R; son produit par e-x est évidemment 
dérivable. On peul écrire: 
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B'(x) - e- x.(Ln",o (S(n+l) - Sn)Xn 1 ni 1 

or: S(n+l ) - Sn - un ' d'où: 

B'(x) - e- X.(Ln .. O unxn 1 n' 1 
Par 50 - 0 , on a : B(O) - 0 ; on peul donc écrtre : 

B(x) - B(x) - B(O) ~ Ilo,xl B'(I)d' - I,o,xl e-'.ILn",o un•n 1 n! Id. 

2.3 

a) L~O 
... pour lou. c >0 donné, Il existe no tel que. 

n " no -> janl " c. Ayec des aDus de notation 
éYldents , on peul écrire : Ln~O - Ln<no + Ln",no 

e-x.Ln"o - (e- x.Ln<no J + le-x.Ln>.no J (0) 
x -> Ln-<no est une fonction pOlynorne 

IIm x .. e- x.Ln-<no - 0 

le-x.Ln"no 1 ,-: c.e- X.Ln"no IXln , ni " c 
Pour 'ou. c >0 donné, on choisit donc no par d2 , et A>O lei que 

, pour x>A , le-X.Ln<no 1 srl2 . Par ce choix de no , pour tout x , 

le-x.!n",no 1" tJ2 . Flnalemenl, pour .out x > A, on aura. en 

exploitant (0) cI-dessus : le-X.Ln .. ol " c . C'est Dien la 

dérln!tlol'! 'en c' de : Iim x .. e-x Ln",O - 0 . 
b) L quelconque 

596 

an - L + (an-L) 
Dn • an - L 
IIm n- Dn· 0 
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... Ollon applique alors 
à [e - X.In~o bnxn 'ni 1 le résultai du aJ . 

2.4 Application dire cie de ce qui précède : 

In~O un · Iim 0- Sn 
Par 2.2 on a: 

e-X.In~o Snxn, ni - f,o,xI e-I .In:oo Unln , ni dl 
Par 2.3 ,on a : 

lim x .. e - x . In~o Snxn, ni - Iim n- Sn ( - In:oO un ) 
Donc : 

IIm X" I,o,xI e - I.In~o unln , ni dl- In ... o un ... .. ce qui n'esl 
autre que le résultai demandé. 

2.5 l un diverge ..... 
Soii 4 un réel non congru à 0 modulo 21l; on peul 

poser un • e 14; par JUnl-l • la divergence de la série IUn esl 
acquise (le lerme général-de celle sérte ne lend pas vers 0 ... J. 
Ona : 

In:oO Unln , ni • In:oO (le 14)n , ni - exp (le IlL) • 1 ... 

... , _ 01 Icos CL + i Isin 4 
Donc: 

(avec: 
b - t(cos a - 1 ) + i Isln a 

d'où: J 
... - [lIblle bl ] (0._[ - - 1 'b (par cos a - 1 < 0 

C'esl un conlre exemple lei que suggéré 1 

Moles ,",ur la deUHième portia; 

RAS 1 les notianl rellullel saDI clouiques el les 

8u/kMt APMEP ". 391 Di~Mbr, 199' 
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quesUonl •••• diffie.né _ Mogen_ •• t UD pe. tle soin et 
d'lifteR" •• t le ~.r"e den s'étudier et se rédi!lef'" en dne 
heuf'"e. 

Un bDn pol •• lupplémentaire pour l'ennonce globete , in 
fine, d. senl de l'élude. lU ure 

Troisième Partie 

3.1 L'équallon dlrrérenllelle proposée est linéaire ot scalaire. 
Elle est en outre résoluble en y" sur 10,+oo[ el, dans la 
tOlme obtenue, y" - b(x)y' + ç(x)y , b et c sont des 
foncllons conllnues sur JO,+oo[. On peut donc appliquer le 
,nêorème de Caucny-LlpscnltZ : existence et unicité d'une 
solution sur JO,+OO[ répondant à des conditions initiales 
données. C'est le résullat demandë . 

y 

2y' -

7xy' -

3xy" -

In"O anx
n 

In~O 2nanx(n-l) - In"O 2(n+l )a(n+t )xn 

In"O 7nanxn 

3x2y" -

In"O 3n(n-1 )anx(n-l) - In"o 3n(n+l Jan+l xn 

In"O 3n(n-l )anxn 

D'où : 

D'où: 
pour lout n"O : an+l - - [ (3n+l ) 1 (3n+2)1 an 

Le rayon de convergence est trivia lement 1 
On pose: F(x) - In"O 3nXn ; 

aD - 1 
3n+l = - [(3n+t ) 1 (3n+2)13n 

t!u1k/J/,APMF.P . 1ft J9/ • D k~ ml.u~ /99.1 
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On applique la règle de d'Alemben : 
lan+l xn+l 1 (n+l )llllanxn 1 nll-lan+l/anl.IXln+11 

Limite nulle, pour n infini, quel que soit x . G esl bien 
détlnle comme somme d'une série entlere <le rayon de 
convergence inllnl 

G(X)· In",o anxn 1 n! 

2G'(x) - In"o 2nanxn-1 1 n! - In.:.O 2(n+1 )an+l xn / (n+l)I 

3xG'(X) - 1:n"O 3l\anxn / n! 

3xG"(x) -In:.O 3n(/rl )anXn- 1,nl - Ln:.O 3n(n+l )an+t Xn/(n+l)1 

D'où : 

avec : 
3xG"(X)+(3x+2)G'(x)+G(x) - In::tO bnxn 1 ni 

bn ~ (3n+2)an+l + (3n+l Jan! / ni 

On a donc, pourtoul n :. 0 : bn - 0 

G est bien solulion sur R de (Et) 

3.4 Pour toul x do )-1,+1) : F(x) - 1:n:>O anxn 

pour x fixé, un • anxn est le lerme général <fune 
séne numérique à laquelle on peul appliquer les 

rés\JltalS de la panle 2 En panlculler , le résultat 2.'1 : 

1:n .. o \Jn - J)O,_I e- I .Ln::tounln 1 n! dl 

D'où. directement, pour toul x de )- t,t [ : 

F(x)- J)O,_[ e-I.In"o anxntn / ni dl 

F(x)~ J(O,_( a-I.G(XI) dl 

Nates SDr la trolsiem .. auli .. 

Mimll's compétences que dans •• portle pn!Jcêdente . 

Une remarque loulefois sur 10 quullon l.1 : elle If: r6dalt 
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"ft fllit ;, un recoars (magique li lia théorèllle "e C"uchy
U"schltz dont ail n'attend uislb'ement r-ïen d'.u'ra ., •• t. 
rëfp.rence li y faire. On peut se r-epartel'" p." e.emple •• H 

courS de Mathématiques spédales édités ,er lunod (A ... is
... schamp.- G .... UM ; taille 4) oa par M .. sson (Iraaallié.
Fragase ; tame l) . 

N.is s'e!it-il de cDmpétence ou d'6noneé formel ? 
ParUe facile, quai qu·iI en soU et Qui paa' se résoudre 
1 ré"lger enulrnn en lG ",Inale • . 

Quatrième Pgrtie 

4,1 Remarquer Slmplemenl que : < (x,y) 1 (x' ,f» - xx'+(1I2)}'Y" 
est un produU scalaire sur R2 . Les v,;mications sont 
Irlvlales el la propriété demandée en découle direclement. 

4 .2 pour loul (x,y) de R2 , lout 1 non nul, on a : 
lt(x,y) - « - 213t)x+y/4 • x) 

Il LI(X,y) ,,2 ~ ((-2/31)X+Y/412 + x2/2 
Se rai! par exemple' à la main' : 

Il Lt(X,y) ,,2 ~ k2.II(x,y),,2 équivaut à 

(y/4 - 2xt31)2 + x2/2 "- k2(x2 + y2/2) soil 

U(x,y) - (t Il & - t 2/2)y2 - xy/31 + (4/912 + 112 - t2)x2 ~ 0 

La forme quadrallque U(X,y) esl de signe fixe si el seulemenl 51 
son discriminant 6(k,\) est nigaUf ou nul; soU : 

6(t,t) = 119\2 - 4(1/16 - t2/2l(4/912+112- 1(2) 
A(t,l) = 8t2/9\2 - (1I8)(1-8k2)(1-2k2 ) 

6(k,I)" 0 équiY>lu\ à : t 2 " 64k2/(9(1-8t2)(! - 2k2 )J 

Le signe, fixe, de U(x,y) e'sl alors celui dU coefficient de y2 
(ou de X2) , soit le signe de ' (1 - 8k2) Pour le >(112) 1/2 , 1-8k2 

eSI négatif el U(x,Y) esl négaliT ou nul pou! loutl strictement 

8 uJl~n'" AP.'ilEP - ~ 391 - lN.~t!mbrfR I 99J 
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4. 3 Globalement, on va écrire la récurrence proposée sous la 
forme courte, exploitant le symbole intégral comme 
s' étendant aux applications de R dans R2 : 

Zo(t) . V 0 ; Zn · (Xn,Y n) 

Zn+l (1) • V 0 + l 110 ,I)L}..(Zn(}..» d}" 

On en déduil Irlvlalement : 

.. 1· lllA(V o)II.IHol " tIHol.IIVo" 

et (majoration de la norme de l'Intégrale par rlntégrale de 
la norme :) 

IIZn+1 (t) - Zn(t)II · Il Ilto' ll l}..!Zn(}..)' Zn-l (}..») d}..11 .••• / 

f .. . " 110,11 IILJ.fZn(}..) , Zn-l (}..)III d}" 

l "I(to,tl k.IIZn(},,) , Zn-l (}..)II d}.. 

f ... "dllo,IIIIZn(A) ' Zn-l(A)1I d}.. 

4.4 A partir do : IIZ1 (t) . Zo(llII " kJHollIV 01, on démontre 
par récurrence , pour tout n ~ 1 de N : 

... c"est une conséquence Immédiate de la majoration 
intégrale obtenue en 4.3 

On peul éCrire, pour n>p : 
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IIZn(t) - Zp(t)1I '" !1.:I.cn-p IIZp+l(t) - ZP+I- l (t)1I 
d'où. 

qUI est la majoration demandée . Sur lout intervalle [toh l , on 
aura donc la majoration 'Indépendanle de t' : 

IIZn(l) - Zp(t)1I '" [!p+l .. J.cn (!c(tl-t o»i 1 il 1·IIVoli 

Notons Mp,n .IIVoli ce majoranl; Mp,n est la 'tranche' 

p+ 1 .:J.:n de la série de terme général (k(11-IO »nln! , 
convergente el de somme exp(IC(Il-tOJ) . la convergence de la 
série rail de la suite de ses sonvnes partielles une suile de 
Cauchy et pennet de rendre Mp,n aussi peUl qu'on le veut 
pourvu que p 5011 suffisamment granct On en déduit 
Irivialement que la suile Zn(I) est uniformément de cauchy sur 
[10,1, i el ,à ce IlIre , unlfonnémenl convergenle sur Itoh'· 

Ng~WL~~a~u.~trui~èHmUe ~ p~.~rut~ie ~ 

. •••• 5. Les compèteDces 
tlemendées sont u'IaeUes .... L re ....... le est f.clle et den 
poaualr itre rec-ben::hé 1 réel.gé en une demi - heure. 

CinQgième Partie 

5 .1 (E,I 3X)'" + (lx+2)y' + Y - 0 

y_ z.e- xJ2 

y' - z' .e-xJ2 - (1/2)Z.e- xJ2 

Y' - L .e-xJ2 - Z'e- xJ2 + (1/4)Z.e- Xl2 

O'où : 
(E2) 3XL + 2Z' - (3J4)XZ - 0 

5 .2 En reprenant la nolallon 1 -> Z(I) 
pour 1 - - - > (XCt),Y(I)) 
(E31 se lit : Z'(t> - l,(Z(I)} 

Il s'agit (j'une équation différenllelle linéaire et homogène . 
8ulk lw ~PM E P . Jt" J91 • D«~lbtY 1993 
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t - --> Lt est une application trlyialement continue. On salt 
qu'alors, on peul appllquer le tlleorème de Cauclly-Lipscllitz : 
existence et unicité d'une solution sur )O,+oo( répondant à une 
condition initiale Z(Io) - (a ,b) donnée. 

5.3 La suite de fonctions de la partie 4 est telle que: 

pour tout t de flo ,-( : Zo(t) - Vo - (a,b) 

pour 'out n de N . Zn+t (t) - Zo + I(to,tl u..(Zn(~))d~ 
d'OÙ . 
Zn+l (10 ) - Zo - Ca,b) 
Z' n+' (1) - Lt(ZnCt)) CO) 

Par passage à la limite pour n Infini: ZCIo) - (a,b) 
par 4 .2 : 

(lZ' n+l (1) - l'm+l (t)JI 0; k (lZnlt ) - Zm(I)(I 

La suile (Z' n) , comme la suite (Zn) , converge uniformément 
sur tout intervalle (toh) . Cette double convergence unllorme 
est une condillon torte , suffisante pour fonder la dériyabllilé 
sur (10,-1 de Z , limite de' la suite (Zn) ,ayec Z' comme limite 
de la suite Cl' n) . 
O'où , en passanl à la limite dans CO) cl dessus: 

Z'(t) - LI(Z(I») 

Z est bien, sur (10 ' -( • solution de (E3) , répondant en oulre 
à la condition Inllale : Z(tol - (a,b) 

5.4 Relecture de (E2) 

3XZ'" + 2:z' - C3/4)XZ ~ 0 

X a Z' ; y - Z ; Z - (X, Y) a yec : 
soit : 

équivaut à, .. 

Z'(t) • ltCZCt)) 
Z SOlUtion de CE31 

Soit alors y une solution de (E,) sur )0,-1 

Soit z • 2(t) - y(t):eU2 ; soit a - z'(lo) , b - z(to ) , to>O 
Introduit en partie 4 . 
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Alors , la soM ion de Z - (X,Y) de (E3) associée à la 
condilion Inllale (a.b) esllelle que, pour loull:olo ' yetI - Z(I ) , 

5011: y(l) - Y(I).e-1I2 

On a , par 4 .4 : 

l!Zn(t) - Zp(I)II .. IIV 011 ~p+t .:m.:n km(I- lolm/ml 
5011 , pour paO : 

IIZn(l) - Zo(1)1I " IIV 011 Lt ~ " n km(Ho)mlml 
SOli: IIZn(IIIi ~ II(Zn(t)-Vo1 + Voll " IIV 011 + IIZn(t) - Voli 

IIZn(I11I" IIV 011 · L O~ " n km(I- lo)mlml 

el , par passage à la limile pour n infini : 

soli : 

Par ailleurs : 

Donc: 

IIZ(Il[l ,,"V 0I1l: mltO ~(HO~ 1 ml 

IIZ(I11I " IIV 0I1.et(H01 

Z(Il - (X(Il,Y(I» -> IIZ(I)II - (X2(Il+y2(1)/21'/2 

IY(tll - 2112[Y2(I)l2J1I2 " 2"21!Z(IIII " 21/2 IIV oIlet(HOI 

lY(tll - (Y(I)e-1I21- (Y(llle-1I2 " (2"2I1VoIle- ktO) .o(k- 1/2)t 

Toule solullon y de (El 1 sur 10,+oo[ est donc. pour 1 assez grand 
(blo avec les notations précédentes) ,majorée par une 

fonclion du type MoeCll , en posant : 

Mo· 2112I1Volie- tto et ~. k-1I2 

C'o,11a majorallon demandée . 

5.5 . . On étudie alors l'Intégrale 1[0,_[ e-I.G(xt)dt 

G , on l'a montré en 3.3 , est une SOlution de (E, l , en 
part iculier sur 10 ,+00' . On a donc, au voisinage de l'Intlnl , par 
ce qUI précède. la malolalion : 

604 

Bulletin de l'APMEP n°391 - Décembre 1993



le-1G(XI)1 " Moe(CU-t )1 
Pour que celle majoration conduise à l'absolue 

convergence de j'inlégrale , 1/ suffit que l'on ait: cu- 1 < 0 soit 
k > IIx + 112 

le r.iisonnement de 4.4 sur lequel on se fonde, suppose 
t > 2-1/2 , 1/ est donc nécessaire (et suffisant) pour obtenir une 
.ateur de k par l'Inégalité t > t lx + 1/2 que l'on ait 

2-112 < 1/x + 112 soit x < 2 + 23/2 

Fi nalem on 1 : 

Pour tout x positif maloré par 2+2312 , et en 
particulier, pour tout x de 11,2+23/21 , le car.ictilre non Yldo de 
rOUyert )2-1/2 , l/x+1/2( permel d'y choisir (arbitrairement) une 
yaleur de k à partir de laquelle la démarche 4 soit appllcabte , 
a vec une maJor.itlon exponentielle de G , par 5.4 , conduIsant à 
l'absolue convergence de l'Inlégrale figUr.int dans l'égalité ).'1 . 

5.6 G est solution de (E,). Donc, par 5.' ,Z(X)_G(x)eXl2 

est SOlution de (E2 ) . 

On a : G(x) - z(x)e-Xl2 

G'(X) - Z'(x)e-X/2 -(1/2)Z(X)e-Xl2 (-) 

x décrit lXl ,x2) , 0 < Xt < x2 < 2+23/2 

Z étant la solullon de (E) utilisée en 5.4 , on a z-ex,Yl et 
X-z' . On peut donc écrire, en utilisant des résultats 
établis en 5 .4 : 

pour tout t.to 
pourtout 1:010 

tz'(11I- (X(I)I ~ IIZ(I)II ~ IIYollek(HO) 
tz'(I)e-tl21 '" UlYolle-kIO)e(k- 1/2)1 

el donc, par (0) , pour lout I:.to : 

(G'(I)( s IZ'(I)e-t121 + (l/2)IZ(t)e- tl2, 

IG'(t)1 " MI .e llt avec : 

Mt -IIYolI(1 +2"'/2)e-kI0 

ll=t-1/2 

On en dédUit, pour lout x de lXt,x2(, lout)(t:o 10 : 
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e-t IG'(xt)1os: Mt ,e(OU-,)t avec: ou-' - (k-1I2)x-' 
cu-' os: (k-1I2)x2- ' 

On pose : 6 - , - (Ie- ' 12)X2 ; 
Ona : 6 ~ 0 ..-~ le < 1I2+1/x2 

En choisissant donc , 
au départ. le sur 12- 112 • '12+lIx2( • démarche déjà validée en 
5,5 , PUis. I,-to dénnl en fonction de le en 4.2, on obtient bien 
,la majoration indiquée • valable pour tout x de (X, .X21 el pour 
'out!:>I, , 
On a oblenu • en 5.5. une majoration valable Ici pour X sur 
Ix,.x21 ell" I, - to: e-t,IG(xtll", "'oc- 6t 

Mals G est solullon de (E') • d'où : 
G'(xt) - - (3Id+2)1(3xt).G'(XI) - G(xt)/3xt 
IG'(xt)1 " (3X1+2)13xtIG'(xtll+ IG(xt)V3xt 
e- t.IG·(XI)( " (((3X1+2)MI +MOV3xtl.e-6t 

La fonction u - -> M, +(MO+2 .... , )/u 

est une fonction décroissante de u , Donc. pour u-3X1 , avec 
x>ox, et !:>t, • elle est maxl(num pour u-3x, t l . 
On pose M2 - MI +(M0+2M, )l3X, t, 

Pour toul X de (x,.x21• toul t"t2- I, : e-I .IG·(XII" M2e-6t 

Soit donc H • définie sur 10 .2+2312( par: 

H(x) - 110 _( e-t .G(xt)dt 
H(X) est une lniégrale Impropre dépendant d'un paramètre _ 
On peullntrodutre les deux Intégrales Impropres associées : 

U(x) - 1,0._[ te-t,G'(XI)d1 

VIX) - 1[0._' t2e-IG'(xt)dl 

Par les maJoralions obtenues en 5.5 et ci-dessus. ces trois 
intégrales inpropres sont uniformément convergentes sur 
[x, .x2J car elles Yértrlent le crttllre de cauchy uniforme pour les 
Intégrales inpropres • glObalement résumé par: 

(pour tout t ~ 0) (II existe ap 0) (pour tous h,I.L de (",+-Il 
(pour toul x de IXI.x2)) : U[h .... ] __ _ 1 " [ 
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On a en etrel ,dans les trois cas, pour Il > À ~ .. '" 10-11-IZ ' 

une maloratlon du Iype : IIrÀ.lLI .... 1 s. K.e-61t 

H: U[À.IL) .. ·1 " MoI[À.IL) e-6tdl " MoIJ",_1 ,,-6tdt " (Mo/6)e-&" 

u: II[ÀJ1) ... I" M\I[Àd1)le- &ldl " Ml!r .. ,_[le-6Idl " ... 

Ile-&tdl c (-1/& - 1/&2)e-61 (+cle) -> .... . '" 11041 (û+l)l1iZ),,- 6 .. 

V : U[À.IL) ... I" MzI[À.IL) Ize-6Idl" MzI[ ....... [ IZe-&ldt " ... 

IIZe-61dt - (- I Z/6 -Z1I62 - 2163)e- 61 (+cle) --> , .. .. 
... J "IM2(,.262+2 .. 6+2)163)e- 6 .. 

Ces Irols convergences uniformes permettenl d'arrlrmer que ta 
fonction x - > H(x) est deux fois dérivable sur IO,z+z312[ avec 
par d~rlvatlon sous le signe sonvne ; 

H'(X) - U(X) ; H"(X) - V(x) 

H colnclde avec F (ct. Irolslème partie) SUrJO,1 [ 
le conlrole de ratrlrmatlon selon laquelle 'H est solution de 
(Er renvoie à un calcul tormel (non explicité) utillsanl • de tait, 
les propriélés de ta ton clion G à lravers celles de ta suite (an) 
Ce calcul esl validé sur )-1 ,+ 1 [ , donc sur 10,1 ( • par 1 • acquis 
glObal antérieur : 'F est solution de (Er. 
Celte validité formelle se prolonge à loul domaine Incluant ]0,\ [ 

sur lequel x - - -> 1'0,+_, e-IG(xI)dl est défini" el doux fols 

dért.able ,donc se prOlonge à l'ou.ert )O,z+z3/Z, ot même à 
rouvert )-1 ,z+z3/Z[ , par utilisation de F sur J-\ ,DI . 

Nales sur la cinquième oorlle 

Elle est netteme.t ,IIIS longlle il rédilar qua las 
précèdeDtes • mème si • barm;. 5.6 ~ elle ,. •• te d. mime 
"'""eu de difficulté. Il me sem.le qu'.ne rec.ercb" 1 
réd.ction de ".rdre de deu. beares iI'est pas •• ct ••. 
Les cempête.ce. reqaises restee' classlqa ••• auee 'a 
.éca •• ité Dé •• mai.s de •• Igller lei rë,éreaces ••• 
tbéorèmes sur l'intl!grllie funcUun d'un paramètre. On 
pourra se reporter' l'DO des .ours de Spicl.les dl!J' .ités 
dllnl les note. dl! le pDrtle 1 : tome 4 , tbap. 2 cllez Qunad 
a"a t •• e 2 , cll.p ... UIII . cbez Massan . 

BMlI.fUl ,4.PMEP ,.- J91 . Dér-cmbti 199) 
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la durée cumulée du .... uail cllI:lDalldé ell Ici eltlmëe i 
Sb. S •• t g~o .. lè~e e~~ea~ tI' .. p~ëcl.lion, le te.te est 
rel.onnable ___ _ 

J'., déjé détem;, le. compèteoce. ~."ulse. OA portle 1 d"no 
le. notes e .. ociées . Elles '.nt 1" p.rt Delle, ce qui 0.1 
l'esprit du p~oDléme , aUH s;'~le. enllè~es . Oano la partie Il 
, out~e la principe con.tllot Il.ploîté ell 2.1 « ... dl..-o qu" le 
lïmUe d·une quanli" ••• a, C' • . lt gar.aU,. , IOUI lea. 
c:entllt.OR' limU •• , ~u' ••• a. aUlsl ~r" ~u'Dn .e soull.U. 
d" a ... 1 • an ulm.O on lb éon .. " foed.monl.1 "0 
l'I.tég~olo de Illemeon : 

f dé~lu"Dlo III r 10Iég.-".'e o.~ .n Inl"n,alle 1 ---) 

pDU~ lout (H .... ) d" 12 • n.) - f(.o) - IllIa,lIl r(tJdt 
Dllns 1. pa~tla III • CaacDI-U •• CDItZ • d6J6 6t6 sig •• " . 
Deos la quet~ll!lmo .e~Ue ,4.1 nécessUo .n .. o~als •• ..- I"s 

eannes ouclldl"oll"s do .2 ••••• 4.2 • o. "H.loito de. 
~ •• U.t. cl ... lq.o. o.~ le. f ... mes "u."~"".es d.a .... " : 
... 2_2D"y+y2 • Otlll •• U.o • d ••• 4.3 , d. l'Ia"gr.U ..... . 
f •• cllaas .ect.n,,1I0. , o .. ".lIella.eat •• ur 1·1.6g.llté de 
1. aormo . Da y f.U .ussl rétl!lra.c •• u. outil. 0 •• 01. : 

· .a cOD_arga.ce d'u •• lé rie .at ce .. e de 1. aulla de les 
'Olllm ..... rtleUe. 

· tlaas ••• .,UO caa.orgll.t. '"uï ••• t ••• lto de C.uchy 
.•• ot o •• un.o , ... 011 •• "0 c •••• "g"aco uai'"..-.o 

d' ••• lune de fonetlu.s . 
Duos '0 claqulèmo •• ..-11" , a. o.plollo j •• to.".1 ,. 
co."e~g .. nc" ualto..-.." peu .. t ...... ..- 'e d6n.eDîlîté de 'e 
limite d'un ... uite de rancllo ••. le "'f'.-enc. d.U .1 .. 0 

.~éci.e . On y t~.".lIIe « s.l Id ... '0 c.d~ : 
· , un 1.1"..-•• 11" dll B 
· (f n' nl0 .n" sulle d· ••• lic.lla.s dén.a.'e. de , da •• 

• p 
· 'a suite (t.) con" .. ~ge slmplemenl su..- , .e~s ane 

.ppliee" •• t 
• la sUite (f' n) canuerge uDifurœêlllent lur J u."s u.IIe 

.p~lIcatiDn 9 
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· .,a .. : f ... "én".",. '.1' , et ,. - 9 

Ea fait. 1. can.ergence sl".'e de (fn ) eutreine s. 
conulirgeDce unUa .... e sar taut ba .... é de 1 et • ~.,..ce tlue HP 
elt complet, 'a .. ê ... caauergence sim"e peut iln, 
Inst.née comme simple con.équente de 1. canoer,ence • 
paul' an to d. , , "e 1 ••• lIe aumér'"ue "n(ta)) . M.'. Ici • 
J'.ccés direct' ,. c ...... rge.ce uaifo,...1l dlsp ••• e de cel 
dio/aurs et aa e.t d·e .... 'ée ......... c •• d'U.n, p'us farte. 
que le. caadIU.n •• '.' •• 'e ... enaell."1 d·.baullr • 

Dan. 5.' , O. s'.ppuie esse.nell8mat sar ,. naUo • 
• 'Intégrale im .. r.pre .. ép.n .... t "un ... r.métre • "éji cilée 
IID .atel. 

Le pr.lI'è .. e me ... r.it lIien ·,r.dul!' en tenn ... de 
""flcullés . Le c.n"i •• ' P •• t 'ua.tuen.meat s·e.baurller 
~.n. ,. ré'.ctioB de , .... ,..i .... 11 ,.rtle • il .' •• _ ••• lDoins 
.u I.rg ... ".t 'a .. anl .. nilé ••• te.ps , d. rin'",lIlr i .II~ 

"u 'ellte "t "·.u.ncer d •• s , •• 0IuUo. (cf. m •••• U •• Uaas 
... ) 

.ne re •• rq •• paur n.lr , • 'rap..... 'TOUl data.a.t et 
tuaI dlcUa" •• 're I.t.r .. lls· i"lraducII' .... U ••• d •• 
ser.ns nous dé".n.nés 1 C.rt., • se pose le prabléme de 
la nmlt.tia. rals.na.ble "U "., ... e de , ••• cume.l.tlaa 
tran.parté. , ... 1. ,. p ••• I .. lllté • pour ,. c.n.ld.t • ole 
.i.p.s.r ... r "11" .... le .·u. c •• n •• S,éclal.s .1 .'y .n.r 
ch"rch"r , r.pld.m""1 • ,. c •• n ... u.u de qU"'ques 
éna.cio. tels qu" c.ua é •• q.é. (C •• cby-U .. scbltz ; 
canu"r, ..... hl u.".nae(.) ; 1 •• égr.I.II) i p.r •• élr" ; ... ) 
ce Ile possibilité me ••• 101" lui ilr" rrru...ll!u.uJu.HIJ1tII.l 
ferméa . " , .... dl'. !I re"eoir . 
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