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Dossier «Limifes»

Suite et fin

ou
Le fravail exemplaire d'une éléve

de Premiére S sur les suites

Alain Mercier (Bordeaux)
et Suzanne

Le texte «Suite et finv est de Suzanne,
et les commentaires son! extraity de la thése présentée
& l'Université de Bordeaux I par Alain MERCIER.

Suzanne propose i son professeur de mathématiques un texte ol elle met
en représentation son rapport & la convergence des suites. Celui-ci ne sait pas
trop qu'en faire, et le fait lire & un collégue: nous avons ainsi eu accds & un
travail personnel exemplaire. Suzanne en cffet a trouvé un moyen d'explorer
le champ de probléemes que l'enseignement lui avail ouvert, et de mener cetie
exploration indépendamment de la pauvreté des outils techniques qui Tui ont
€té enseignés,

Le programme de Premiére S sur les suites numériques est précis:
«L'objectif général est de familiariser les éléves avec la description de situa-
tions discrétes simples @ l'aide de suites, de mettre ainsi en évidence
quelques modes de génération de suites et quelques résultats sur le compor-
tement global et asymptotigue des suites.» [..,] I'€léve qui écrit le texte ci-
dessous cxplore trés précisément ce double champ de problémes. Nous y

trouvons Jes questions relatives 4 la rapidité de la convergence que donne Ia
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comparaison des suites de référence entre elles (avec 'étude de cette question
d'apparence paradoxale: quelle que soit la rapidité de la convergence, le
nombre de pas nécessaire est infini). Nous y (rouvons les questions de la
relativité des nombres, qui définissent chacun une position sur la droite réel-
le, |...], et l'exploration de cette sorte d'uniformité de la répartition des
nombres que seul le continu peut garantir. Nous y trouvons enfin cette idée
naturellement présente : une suite connait su limite, méme si ¢lle n'en connaft
pas l'identité, Suzanne [...] sc tient strictement dans le cadre de pensée qui
lui a é1é proposé, et qui est apparemment solidement construit, puisq'il résiste
au guestionnemnent en profondeur auquel le soumet cette éleéve. Nous pour-
rions donc reconnaitre le texte proposé comme I'énoncé d'une expérience de
pensée a prior: sur un champ de problémes mathé-matiques, [...] Suzanne a
passé le bac avec 19 en mathématiques, puis a é1é admise en classes prépara-
toires au Lycée Louis le Grand,

Suite et fin

Je vais vous raconter mon histoire, tout en tendant, puisque je n'ai rien &
faire. Tout d’abord, je me présente, je m'appelle (1), C'est évidemment le
nom le plus banal que 'on puisse donner & une suite, Quant 3 mon comporte-
ment habituel ; je tends vers zéro. En fait, depuis mon premier ige ; depuis
gue n a passé le 2éro, je sais que je n'atteindrai jamais mon but. Mais, el ne
vous faites pas d'illusions je suis consciente que c’est totalement idiot,
1'espére toujours. On le voit, a 1"horizon, le zéro, comme un énorme ocuf sur
un tout petit coquetier. Il rayonne et domine tout IR mais c’est peul-étre
I"obsession de mon but qui me le montre ainsi.

Quand n ne valan encore que 3,52 105, jai croisé une autre suite (v) qui
allait en sens inverse el qui me disait étre partie de zéro ot aller vers deux.
D'aprés elle, zéro est tout petit et trés facile & atteinte, elle m'a dit aussi que
les n qu'il lui restait avant d'aticinte deux éraient bien plus nombreux que
ceux qui éraient passés depuis le zéro jusqu'au lieu ol nous éuons. Je 1'al
remerciée, parce gu'elle s’éloignait déja de moi, mais ce qu'elle m’avait dit
m'intriguait parce que j'étais passée par deux il n'y avait pas trop de n et que
je sentais qu'il m'en faudrait bien plus pour aller jusqu'au zéro. Je me sou-
viens avoir ed ce jour [a des peurs de mortel.

T'avais peur que n s'arréte, ou qu'il recule. En effet, pourquoi n ne recu-
lerait-il pas et pourquoi n'atteindrait-il pas son but: il pourrail alors se repo-
ser et laisser tomber toutes les suites définies sur IR comme des cadavres de
valeurs sur le bord du chemin, C'est la jeunesse et I'inexpérience qui
m'emportaient dans ces réflexions philosophiques, tout 2 fait inutiles car je
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ne crois pas qu'il soit un jour venu A 1'idée de n de s’ arréter, et encore moins
de reculer!

Moi, je songe parfois 2 m’arréter. Le paysage est joli ici. C'est calme
mais pas ennuyeux, il faut se méfier tout le temps, 1oute erreur est falale dans
IR Peut-étre en est-il de méme ailleurs. Le paysage ? C'est un ensemble de
collines vert trés clair et une route un peu trop jaune qui monte et descend
de moins 'infini 8 plus I'mnfini; et 'on est toujours situé au sommet d'une
colline. Au dessus, le ciel est bleu sombre, parsemé de quelques nuages
roses & 'horizon. On a I'impression que ¢’est 14 route qui illumine le reste du
paysage. Tous les éléments de IR sont sur cette route. On ne dirait pas comme
¢a, elle ressemble plutht & une petite route de campagne. L'autre jour, j'ai vu
un x qui venait de +es et qui partail a toule vitesse vers —o= [l avait I'air trés
consciencieux dans son travail, Moi, ce qui me désespére, c'est que je vais
de plus en plus doucement, je sens que je n'arriverai jamais & z€ro.

E! puis x est repassé en courant: il avait essayé par inattention des valeurs
interdites et ga avait endommagé f, alors, pour se faire pardonner il recom-
mengait tout. Il aurait pu faire attention ; une valeur interdite est facile 2
reconnaitre: elle est enfermée dans un grand tube de verre vertical qui
s'éleve jusqu'a perte de vue.

Et plus ¢a va plus je me traine! C'est 1'dge sans doute, mais qu'est-ce
que I'dge quand on est immortel? I"ai entendu dire, il n'y a pas longlemps,
que ce n'était pas pour toutes les suites pareil. Le témoignage provenait d'y,
qui avait trouvé une valeur fixe pour quelques instants. On nous épargne ¢a,
quand méme, & nous les suites. Mais ga ne nous enléve pas tous les soucis.
Tenez, il n" a pas trés longtemps j'al va une suile qui pleurait Elle m'assurait

qu'elle n'atteindrait jamais % Elle avangait vraiment trés lentement et je lui

conseillai naivement daccélérer mais je crois qu'elle n'avait plus le moral a
¢a Elle me faisait presque pitié. Je I'ai trés vite dépassée malgré mon allure

dctmtucetj‘aipenséhelleenpassami%.

A ce moment-la, j"ai apergu une suite arithmétique qui passait le zéro
d’un pas régulier el qui se dirigeait, 1"air ravi, vers + . J¢ I'ai croisée un peu
plus tard. Elle s’appelait (A), elle étail trés sereine et elle m’assurait, mais
¢'est ndicule, qu'elle irait toujours de cette allure reposante et dynamique.
«Pourquoi irais-je plus vite, demandait-elle sur un ton qui n'admenait pas de
réponse, de toute fagon j'arriverai au méme endroit que celle-1a par
exemple.» Celle-1a n’était autre que (A'), qui courait presque vers 1'infini,
avec un air trés affuiré, «Que sa raison soit plus grande que la mienne, peu
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m’importe, reprit {A) aprés avoir gentiment souri & (A"), du moment que la
raison n'est pas nulle, on tend toujours vers I'infini, d'un c¢té ou de 1"autre »
La voix de (A) était reposante, on sentait que la monotonie de son parcours
n'avait pas altéré son caractére: « Chaque point sc ressemble, continuait-elle
sur sa lancée, dans ce paysage de féene doux, naif, intime, bien que chaque
point cache des infinilés tout aussi grandes que IR lui-méme.» Et déja (A)
s'éloignait de sa progression arithmétique. Ses phrases me laissérent per-
plexe et je pensais qu'il m"était difficile, peut-étre méme impossible d'avoir
une raison plus grande que celle de A. Je me félicitais aussi de ne pas avoir
conversé avec A'. Sa raison étant supérieure, le trouble dans lequel elle
m'aurait mis aurait sans doute éé plus grand. I'étais éblouie et je regardais
avec élonnement cette route qui s'éalait & mes pieds, je n'arrivais pas A
m'imaginer que chaque espace entre deux valeurs soit aussi infini que IR lui-
méme. Un grand vertige me prit el je faillis tomber, ce qui aurait éé wes
génant, je me serais allongée sur plusieurs valeurs et je ne sais pas si j'aurais
pu me relever, Ca aurait é1é ["anéantissement de (x). En passant par ces
valeurs, les suites auraient dit: « ici s'est achevée (u): gardez la téte froide,
cela vaut mieux !» Je concluais rapidement de toutes ces réflexions que les
suites arithmétiques possédaient la sagesse, grilce a leur raison.

J'eus pourtant |'affreuse surprise, peu de temps aprés, de voir que tel
n'était pas le cas. Je passais devant une suite arithmétique dont je ne connais-
sais pas le nom, mais dont la raison était nulle. Permettez moi de vous dire
que je préfére ne pas avoir de raison plutdl que d'en avoir une nulle: la suite
sautillait sur place, elle regardait le sol & ses pieds avec une joie extraordinai-
re, comme si elle ne voyait que cet endroit-la. Elle semblait avoir réalisé son
réve, sans sembler avoir 1'idée de chercher une autre activité : elle station-
nait. Je me dis alors, pleine de dégolt, que si jamais un jour j'atteignais le
2éro, ce qui ne devrait plus tarder, je me trouverais un autre point pour
converger el je trouvais plus prudent de commencer & réfléchir 3 la question.
Mes pas m'avaient amenée un peu plus loin, et je recommengais 3 hair le
zéro, I'avais I'impression que tous le fuyaient. I1 ¥ en a méme qui le fuyaient
vers Jes deux infinis A la fois. Honnétement, je n'aimerais pas diverger
comme celles-14, ci je préfere encore mon petit parcours in fini & Teurs sauts
désordonnés.

J'ai croisé, il y a A peine quelques n, la suite (sin{n)) avec n en degrés.
Elle m'a dit qu'elle passait trés souvent par zéro et qu'elle était méme partie
de 1a. La elle m'a épatée. Vous vous doutez bien que je 1'ai harcelée de
questions. Elle s'est montrée trés polie, trés douce. Elle donnait |'impression
de mener une vie régulidre, tout en courbes et pas du tout monotone, Elle
mit un temps fou pour m’'expliquer que le zéro n'était qu'un point comme
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celui ol nous étions: « lumitre tendre », « herbe ni rase ni folle ».. ., elle
n'en fimissait plus ...« un ciel sombre », « une clarté qui venait du sol, ou de
I"obscurit€ méme », elle ne savait pas trop, « Oui, d’accord, U'interrompis-je,
mais en quol est-ce que cela différe des autres points 7 » « Tu sais, recom-
mengait-elle, voild une «infinités de n que je vais de un & moins un ...et pata-
ti et patata. » « N'y a-1-il pas d'autres différences ? » dis-je d"un ton imté en
espéranl mieux comprendre cette fois-14, et le zéro m'aveuglait malgré moi
et malgré I'infinité de points qui nous séparaient. <La différence est donc
nétte, comme entre ce point et celui-ci» et elle me montrait un point gue nous
venions de passer, et qui éait tout a fair semblable a celui sur lequel nous
étions. Peu de temps aprés, je croisais une autre suite (v) comme il ¥ en a tant
ic1. «Ce point, 1a bas, dit-elle en me montrant du doigt celui que venait de me
montrer sin(n), est-il, 1oi qui semble étre passée par 13, est-il plus beau er plus
grand que tous les aulres réunis et brille-t-il autant qué ¢a de prés 7» Je regar-
dais le point en question el ne voyais qu'herbe verte. Il me sembiait qu’un
pas m’avait suffi pour venir de ce point jusqu‘a (v). « Je converge vers LA»
dit-elle pudiquement, comme pour s’excuser.

Un coup d'eeil pour 2éro, un coup d'eil vers ce point, puis vers (v} qui ne
1'atteindra jamais, «I1 est magnifiquen, dis-je, et je Tui décrivis mon z€ro «On
le voit depuis les deux infinis (elle ne voulut pas croire qu'il y en avait deux)
comme une élotle & Uhorizon, il y fait & la foss plus chaud et plus frond et
I"herbe y est plus douce que partout ailleurss. Voyant que je pleurais, (v} ne
me posa pas de questions, Puis # devint n+1 et j'avancai un peu vers mes
limites et (v) imperceptiblement vers les siennes.

Je ¢rois que j'ai fini. En fait, avant méme que n décrive TN tous mes
déplacements étaient prévus et il €tail prévu que je n'atleindrai jamais z£€ro,
Méme si une vulgaire petite calculatrice indique zéro n'importe quand. Je
sais bien que je suis 51 prés de zéro qu'une légére erreur de parallaxe peut
tromper tout IR, sauf moi. Tiens, voila une suite qui arrive, je suis slre
qu'elle ne sait pas, elle, qu'elle n'atteindra jamais sa limite, qui du reste
semble étre +o= ..Oh! il y en 2 qui ont de la chance ! Mo, quand j'aurai
atteint Je zéro, je tendrai peut-€tre aussi vers 'infini.

Uu.
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