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Les treillis, 
un regard différent 

sur le monde 
Laurent CHAUDRON 

Nous vlVOlL\ dans un monde Où tOUt est ceD~ noir un pm:. D'un 
poilU. de vue rn.athémallquc cela \'eut due q 'JI eXI.ste une application 
qui va du monde réel dans IR (les réels quoi). Maas fnlllchement. est­
cc bien ruisonnablo de poU\'OIf comparer un poisson ~ une bicyclcue : 
Est-ce 5~ de comparer. ci mesurer l'écart cOi re - une rn~lodje dans 
la cête d ' un auteur et une lonnc de ferrmlle 7 Le kilo de professeur de 
mathématiques es -il su~rieur ou inférieur AU kilo de boudIn , ... Dans 
cc monde totalement ordonné et fou n'y-a-t'11 pas pilet' pour quelque 
chose de plw rai onnable ? Une: petite Structure simple li comprendre 
Cl uule pour représenter correctement une pa.rue du sens de: notre 
monde". Pourquoi pas les lteillis '! Nous allons en rappeler les défim­
tIons essenueUes. puis observer deux exemples d'uulisation POU! lil 
représeJHation de la connaissance, un des domaines. de nntelligence 
artificielle, 

o Rappels sur les relations d'ordre 
Définition 

E est un ensemble et < une relauon blDaue sur E, (E,<) est dit 

, 1 ordO"", 1 et < est une 1 r.tallon d'ordre 1 si el seulement SI : 

0, Cv .. e x < x riflexivit' 

0 l (\1 x, )' e E) (x < ) et y < x)=> (x = » ontisymétrie 

o (\1x,~ , ;: e E) (x <.l'et Y < Z)=> (x < z) Iransitivité 
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On se garderd de dIre : «un ensemble SI ordonné s ' il existe une relation 
d ' ordre qw vérifie a" a, et 0]., car n'impone quel ensemble vérifie cette 
propriélé (si si, relisez et vous verrez.,,). 

Exemple, : quel que soit l'ensemble, l'égalité définit un ordre SUI cet 
ensemble, c'e,t la plus sImple (et la plus Jolie ?) relation d'ordre. IR muni de 
la relation d'ordre usuelle eSt un ensemble ordonné ; comme tous ses élé­
ments sont comparables entre eux, on dit que cet ensemble c!tt totalement 
ordonné (on dit aussi : une chaÎne. Au contraire, SI aucune pat.re n'est com­

parable, on a une anticha jll') . Si E est un ensemble et 1tE) est Son ensemble 
de pan;es, alors la relation d'inclusion usuelle c défiru t une relation d 'ordre 
sur 'R,E). 

En omettant 0, ' " est ... lors une 1 relation de préordr.1 sur E 

Exemples: dans un langage logique, et la relat ion définie par l'lmplicauon 
est une rel.Lion de préordre : ene est rétleltive et transitive mais elle n'eSI pas 
symétrique car, intuluvemenl : (Ijl ..... Ij/) el (Ijl Ij/) signitïent que (Ijl '!I) ce 
qui ne penn .. nullement d' affinner que les deux Connules sont proprement 
égales . 

• Soit T la relation sur E dont Je graphe est Ex E, (c'cst à dire que tout élé­
ment de E eSI plu, petit que n' impone quel autre). Alors T ne peut être 
qu'une relation de préordre (qUI, en que lque sorte, représente un grand 
chaos). 

L'ensemble IN des entiers naturels est un ensemble paniellement ordonné 
par la ",lauon d'ordre div e divisibilité (voir plus loin) 

OJ <) 
0 0 

0 0 0 

0 0 
0 

0 

Les trois ensembles de la figure ci-dessus représentent le spcctre des possibi­
lités des ensembles ordonnés, enti deux exUi!OIes : totalement "désordonné" 
(), droite, totalemen t ordonné à gauche. Au milieu sc trouve un ensemble 
quelconque parti.Hemei ordonné : on constate que certaines de ses panies 
sont .ussi bien rangées que l'ensemble totalement ordonné (ce sont des sous­
chaînes) , cependant que d 'autres panies sont auSSI chaouques que l'ant i­
chaine. 

Pour ce qUJ est des repré>CnlalJOns graphiques, deux nomles u,uelles sont à 
connlÛtre. (1) traditionnellement. la mspoSltlon ven.icale marquée d' un seg­
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ment traduit l'ordre (le «machin> qui est en dessous est plus pellt que le 
«truc> qui est au-dessus) : (2) on ne représente pas les arcs transiufs. 

On dit que l'on fallalors le diogramm~ d. Hasse. 

1 - Rappels sur les treillis 

Définition 

D E un ensemble, 1\ et v : E xE ..... E, Y sont deux lois internes 
le triplet (E, 1\, v) est un Ilrdlis 1 (co anglais, on dit : lattice. 

E Pour tout x et pour lout y dans E : 
L I : X" "X = x, Jt V X = X 

L2 : X " Y = Y " X, x vy = y vx 
L:J . X ,,(y 1\ z) = (x "y) 1\ Z 

V (y V z) = (x v y) v z 

L. : X" (x v y) = xv (x "y) =)C 

Exemples: 

De ces troÎs ensembles 

idempOlence 

commutativité 

associalÎliilé 

absorbt;ofl 

seul celUI du miloeu st un treillis; celui de gaucbe n', pas assez de relations 
ct celUI de droite en a trop. 

L'ensemble ~E) des parties d ' un ensemble E muni des opérateurs 

d'intersection et de réunion est un treillis : (~E), n , u). 

On voit qu'il n'est pas nécessaire de définir d'abord une relallon d'ordre 
sur E pour le définir mme trelUis, en fret : 

Proposition de (onsislaDce 

r--------------------------------------, 
: TOUL treillis esl un ensemble ordonné : L ______________________________________ ~ 

En effet, salt R la relauon définie sur E par 
(x R y) e> .. r<x 1\ y = x) e> (x v = y). 

alors R est une relation d'ordre 

Ainsi ; dan~ un treillis, on peUL fort bien ignorer tOlalement la relation 
d'ordre sous-jacente pour définir la structure de treIllis clic· même. Par om­
mo,hll!, quand on désigne un treIllis, il st souvent JudIcieux de rnppeler le 
nom de rcnscmble. la relation d'ordre et les opérateurs inf l sup amsi : 
(E, <.A,V) mais la présence de la relation d'ordre n'a ncn d·lndlspensable. 
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• Toul ensemble totalement ordonné est un treillis. 

• Si on oote T, l'ensemble des treillis li 0 éléments, on peut vtrilier (essayez) 

que T I' T;! et T'l. sont con5tüués unjquemenl de chaînes ~ dans la figure ci­
dessous, il gauche on trouve T. el il droite Ts, 

• SOlI Ë un espace vectoriel el 'll(Ë ) l'ensemble de ses sous-esv.ces vecto­

rie ls, on noLera toujours 1{ Ë ) l'ensemble des sous-ensembles de Ë , On sait 

dtjà que (1{Ë ,c, r., ) est un Ifolllis. Si l'opérateur "+" 5. comprend comme 

la somme vectorielle, on pout également écrue que ( 'll( Ë .c, r.,U) cSL un 

lreil lis, 

• Dans l'ensemble E = lO.J.2 ,3,4~,6, 7,8.9,!OJ des cnucrs de 0 il JO, la rela­
tion de divisibilité est. on le salt~ une relation d'ordre. le up et l'JIlf sont 
définis rUnsi : 

n 1\ m = der pgcd(n,m) cl n v m = der ppcm(n,m). 

Alors (E, pgcd. ppcm) est un treillis , On y retrouve bien le sens de la propo­
sition de consistance : «n est pius petil que ln ssi n 1\ m est égal à m~ ; une 
f OIS traduit en tennes numériques. cet énoncé devient : "n diVise Dl ssi le 
pgcd de 0 et m est nU, Le diagramme de E est alors' : 

1 Most1 r NP'!rII 1 c::.E!D 

7 

1 CeUe fi!!llre est une copie d'écran réduite obtenue par un logiciel de présentation 
graphique; le calcul de celt~ derruèrr;: er;1 en, généml complexe. 

BtIJ1eM APMEP /1' 4 ra . JoIJfTlde,s NalrOllal6s· Ab' 1996 

309 

Bulletin de l'APMEP n°410



n y vOIl que 1 eSI le plus petit élément el 0 en est le plu grand (joU non 7). 
On observe également que les nombres premiers sont ceUA du premier 
ni veau Juste au-des5U5 de 1. 

Propriét& d .. T",illis 

On se reponera aux ouvrages de référence pour retrouver les définitions 
classiques des : majorant, miooTant, plus petit tUn""'t. plus grand iUm,m. 
borne supirieure (.sup.). borne in/irieure (<<inf»). La phra;,e 11 retenir pour 
la défmitJon de x v y et de x /\ y est : .Le sup (resp. l'inf) <st 1. plus petit des 
majorants (resp. le plus grand des minorants) •. Ensuite, on peul éludier les 
diverses propriétés que peu L posséder un treillis: distn'buti[ (c'e.l chur), 
complet (toull: partie, y compris le treillis enûer lui-même, a deux éléments 
universels inf et .up), complimenté (tout élémenl a un complément), un 
treillis qui a toules ces vertus est un treillis booléen .... 

2 - Utilisation des treillis pour la modélisation de l'échange 
de connaissance 

La slluauon que nous étudions est celle de deux personnes (dans le langa­
ge de l'inlelligence artificielle wstnbuée, on dit: deux agents) dialogue ni el 
coopèrent Il l'é laboration progressive d'un résuhal commun. par exemple : 
démonstration d'une conjeclure, enquêle, fUSIon de bases de données béléro­
gènes, élaboration de situation ce percepuon ... La capaCllé de nos agenl> 11 
mener une coopération cogni tive libre se fnit en respectant le caraclère 
monomode du canal de communication oral : énoncé succeS>lf et allemé de 
formules par chacun des agenlS. On peUL convenir qu ' un suppon (tableau ... ) 
malériaUse l'élal cou rani de la solution commune, c'esl le cas des mathéma­
ticiens qui éludienl une démonslrauon. Le probJ~me eSI de malhématiser la 
notion de progrès de la con je cl ure que leur dialogue permel d·obtenir. 

Idée : utiliser les ... trei ll is 1 Le recours Il ceUe strUcture • ~lé Imaginé 
assez vite pour plusieurs études. en particulier lafusion symbolique. non pas 
pour trou\'cr "la" meilleure fonction donnant toujours "la" meilleure solution 
11 un problème de fusion d'information, mais bIen plUlÔI afi n de ,. donner un 
cadre formel précis permeuanl de définir avec rigueur la nOUon de "meIlleu­
re" qUi eSI le plus souvcnl polysémique. On a conslalé dans de très nombreux 
cas concrets que deu~ éléments de connaissances n'ont aucune r3Json d 'être 
comparables a pnon ; les problèmes de fusion d' mformation font donc appel 
le plus généralemen l à des struClures d'ordr .. partiels. Or, justement, dans le 
cas d ' élémenls non omp.rables . pou r ne pas bloquer les processus de 

fusion, des Liens leur sonl souvenl artificie llement imposés afin e décider 
aUlomanquemenl lequel esl le meilleur POllr viler ce lype de comparaison 
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forcée, on a reCour5 aux treillis. 

Supposons donc que la connaIssance échangée par nos agenlS appanlen­

ne touJou~ à un treinis, alors. soi( e := O. lin énoncé avancé par l'un des 

agents el i = 0 l'énoncé proposé par l'autre agent, pour les fu,ionner en un 

élément f= 0 ; il est possible de calculer dans]' ensemble de connaissance 

(puisqu'il est censé être un trei llis) leurs bornes inféneure L,. , et supérieu­

n: V ; le résultaI de la fiL,ion de cclI est lei que ;f " [inC (e.il, sup(e.i)] 

40-
V 

Les éléments de connaissance échangés al" les agents «auto-contrôlen(» 
le résultal possible de la fUSIon . 

Dans ce conlexle, on va être confronté à des problèmes des lypes 
suivants : 

(J) i le premier agent énonce : CI = «La voiture est en train de se 

déplacer» cl le second ; C, = «La VOIlUre est bleue et est en 

train de se déplacen" il est clair que ce que dit le second 
conl1enl e que dit le premier. La structure est a.lors rédu1t~ à 
a plus "mple cxpression puisque les deux éléments de 

connaissance sont comparables ; C2 semble avoir plus grande 

"quanÙté» d'JOCom.Ùon que Ct ; 

C2 

l 
CI 

(2) De même, si on a (Qujours : Cl -=.La voilUre est en tr.in de se déplacer» 
Cl C2 = « La voiture est en traJn de sc déplacer 11 45 kmlh,., r énoncé C2 
est touJours supérieur à Cl mlUS cette fots c'est parce qu' il est plus «pré-
cis». 

(3) Si le premier agent énonce: CI -= "La voiture est une 
Citroën bleue», et le ~econd : C~ := ~La voilure est 

une Citroën à moteur diesel., alor~ le~ opérations 
d'intersection et de réuruon ensemblistes devraient 
pouvoir fournir une structure de contrôle cognujf 
assez stmplc ; 

C2uCI 

Cl f'\ CI 

(4) Le problème se complique St l'on a :C I =.La voiture est bleue et est en 
train de se déplace['>lo, cl C2 = ""La VOilure est en Lrain de se déplacer à 45 

lonIh.o ; en cfret, pour ce qui est de la quantité d'infomollon, CI eSl un 

énoncé supéneur à Cl' Mais pour e qui SI de la précision rel.tive 11 la 

vitesse C 2 est plus précis, 
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Comment résoudre celte double contrainte pour oHnr aux agents une 
~tructure d'échange de connaissance adaptée'! C'est le rôle du paragraphe 
swvant qui e .. mine les délails de cette conjecture, Nous} présentons les 
résultal. qUI ont permis de définir la sémantique associée à une liste de pro­
pnétés. de délerminer une relouoo d'ordre partiel ninsi que les deux opéra­
leurs lOf t sup applicables à toul coupIe. de propriélés de manière à offru une 
struclure de treillis. 

Le Modèle cubique 

ConSIdérons un langage proposItionnel composé 'un ensemble 4, tin. 
de formules alomiques {P, ... .. P'J . Un énoncé d' agent est représen,é par un 

lément p de l'ensemble des parties P de 4,. p = (Pr" 'p, ). a pelé ci/be. 

DéllnilioDS 

. SOIent p = ( P ...... P.) cl q = (q J ..... q.) deux cub", propo>llJonnels. 

sup(p.q) ="<1 Ip, ; ... p,J u Iq,;· .,q. ) 

inf(p,q) = •• d P j.· .. ,P, J ,.., Iq,; .. ,q.J 

Un énoncé d'un des agenl> est caractérisé par le fall de vérifier IOUles les 
proprié'és du cube. On montre alocs que l' implicalion logique et l'inclusion 
ensembbsle définissent la même relation d'ordre sur les cubes. (On observe 
qu'il existc un plus grand el un plus petit élémenl qui , d'un poin! de vue 
cosembli!;h!, som respectivement P enlier ct 0 . 
Théorème 

r-----------------------------, 
1 (P. c. sup. in!) est un treill is complel 1 

~-----------------------------~ Exemple 

Soienl p = (A,B) et q = fA .C), alors sup(p.q) = (A.B.CJ.inf(p.q)= (A J. 
D'un poinl de vue logIque. on a : PA q= (AAB)A(AAC}=AABAC. 
<1: p v q = (RAB)v(AAC)=Av(BACJ. Ceci "xpnme que l'inf. des cubes eSI 
un peu plus général que le ~ou. logIque classique. 
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P (falsel 
1 

/ {A.B.CJ " 

• BJ,A" Ce v Cl/fA. CI 
" (A)/' 

'" (true) 
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LI eSI également possible de définir des cubes basés sur 1. IOglque des prédi­
cats du premier ordre Cl d'adaplec 1. rel.tion d'ordre des cubes proposition­
nels à ces nouveaux cubes. On a vu (cas (1) du paragraphe précédenl) que la 
question fondamentale concernait une nouvelle relation de SpéCÛlCllé de 
l'infoml'alion liée aux variables et compatIble avec l'imphcatlon . En uuJi­
sant un opéraleur d'anti-uruficotion, on fi pu construire deux opérateurs n e et 

U des cubes d'ordre 1 cl Mmonlrer qU'Ils vérifient les propriétis requises : 

commutativ ité . associativilé, idempotence cl absorption permCllAn r d'affir· 
mer que: "(P" ,,; "u,.r\) est un treillis complet" (on ne présentera pas c., 
définitions et résuh'l' ici, voir le rapport "Ordres ., Treillis"' cité en référen­
ce). 

Exemples: dons le cas très simple sui vont : 

1 vllesse (ü bku. Cltrot:nl (6), bleu., noir, Cltroën] 

le résultat final de la fusion es1 simplement établI "0 choiSIssant dIfférents 
littéraux énoncés par l' un et par l'autre des agents, avec une seule incc:ct.trude 
de précision : la valeur de la vites.ç,c . 

• Dans cet autre exemple : C, ; IAlx,Y). B(x), C(I)I 
el Cl = {A{x,y), B(2), C(z). D(3} ). alors : 

sup(C,• Cû = {A(x.y J, A( l,y). B(xl, S(2).Cll), CIl), D(3) 1 
onf(C

" 
C,); (A(x, ). B{t), C(7») . 

On constate alors que les Incertiludes sur les variables ouvrent le champ 
du choIX du résultat final de mawèro beaucoup plus large que dans J'exemple 
précédent : de nombreuses solutions d'unification !!.ont possibles. à [' inté­
rteur des différeol5 cubes (y compris les cubes Iniliaux). 

Les travaux se portent actuellement sur deux axes principaux : d'un poml 
de vue statique. raffiner encore les cubes d'ordre 1 pour y inclure les 
contrain tes et ainsi mlC:ux représenter la connaissance: d'un pOin t de vue 
dynamique, étud ier les lois d'échange, de stabili té et de convergence des 
échanges de connaIssances par les cubes. 
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Ces études contnbuent Il la concepllon de syst~mes coopératifs et 1\ la com­
préhension des mécanismes de rapprenussage cogniuf. 

3 • L'Analyse FormeUe de Concepts 
Le traitement de la COnnats sance et l'analyse de données utilisent la 

notion de concepts afin d'élaborer des intcrprétauons d'tnformaltons symbo­
liques. Par conséquent, un traitement formel de données ct d'mformauons se 
doit de contenir une cenaine compréhensjon fonnelle des concepts Cl des 
relauons conceptuelles. L'Analyse Formelle de Concepls (A.F.C.) lente de 
procurer une tellc compréhension en mathématisant ln vision philosophique 
du concept en tant qu'unité de pensée composée de son extension (les cas 
concrelS) t de son intension (les caractéristiques) ; exemple: (Médor, 
Mtlou.Rex •... )+( pelage, pattes(4), carnivore .. . ) rail penser Il ... 

L'AFC se base sur une modéltsallOn théorique en cmblt'te de la notion 
de contexte de laquelle dérive t'ormellement celles de concepts et de hiérar­
chies conceptuelles. Un résultat de base est que l'ensemble des concepts urés 
cl'un contexte forme lOU jours une structure mathématique de treillis 
Histonquement Arnaud et Nicole (1662) définissent un concept comme une 
collection d'exemples qw ont en commun un ensemble d·attributs. C'est seu­
lement en 1982 qu'apparaît l'analyse formelle de concepts due à Rudolph 
Will. ct qu i se fonde sur des notions mathématiques plus anciennes: les 
connexions de Galoi.s .• 

L 'Analyse Formelle de Concept pennet outre une représent'lIon ct 
explicitation de la connaissance une vüitable exploralion de celle-ci, en par· 
ticulter pour l'induction d' inférence 

AinSI . actuellement, l'applicatIOn de cette méthode est l'étude pour 
l 'exploIlation de données issues de s.telules en vue de mieux comprendre le 
fonctlonnemenl d. 1. magnétosphère <en paruculter la météorologie spauale) 
domaine en plein essor 

4 • Une Conclusion 
Les treIlliS .. . ils prennent en compte des ordres partiels. Ils sont moins 

"gourmands" que les ordres lotaux (volte totalttnires .. . l'argent 1 .. 1 et Ii 
nutonsent. lorsque deux éléments ne sont pas comparables, à trouver deux 

• (NDLR : Laurent CHAUDRON a fait un beau développement de Celle 
Analyse formelle des Concepts non proposée ici pour en rester à une lon­
gueur raisonnable du IWe. Nous remercions raUleur de celle marque appré­
ciée de coopération) 
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autres ~lémelJLS qui pourront !cs cmourcr de leur bienvei llance: le sup. el 

I·inf. Ainsi 1. différence entre deux enulés difftrentes du monde. loin de se 
réduire à un simple comparaison. pennct une enrichissante conslruclion , 

Saint.Exupéry nouS en donne le courage el Pierre Dac nous en donne la 
preuve (un de ses fameuA anicle.' prônait la supresslon des nombres pour 
rendre le monde plus Juste! : les treillI<, c 'esl juste cc qu'll faul de mathé­
mati ues pour concevoir un monde « meilleur » ... cultivons nos différences. 
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