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Un anneau de Moebius 
développable 

Jean-Pierre Truong 

Moebius & Co 
Qui n'a pas déjà réalisé un anneau de Moebius en coUant les e>trémités 

d'un ruban de papier après l' avoir tordu une fois? 
En mathématiques, J' anneau de Moebius est un exemple important de 

surface ne possédant qu'une seule face (voir Les tnJentures d 'Anst!.lme 
WIll/ri" de Jean-Pierre Peùt [3] et [4]). C' st pour beaucoup une curiosité, 
comme la bouteille' de Kle in [1] ou encore le slip' de Moebius [1 I.li existe 
en fait plusieurs variétés [4] d'anneaux de Moebius, selon que l' on torde plus 
ou moins le ruban (d'un nombre impair de dcrni- lOurs) . Nous aUons juste 
nous intéresser à l'anneau classique qui ne présente qu ' un seul demi-tour. 
Outre sa construcùon en papier, un tel anneau de Moebius est représenté par 
les équations paramétriques [1] suivantes : 

x ~ (r + À. cosa) o,2a } 
y ~ (r + À. cosa) sin la 
z ~ Â. sin ex 

(1) 

o~ , est un réel positif, le paramètre a décrit [0 • n[ et le paramètre À. décrit 
[- l, 1] où 0 <l < r. 

C'est une penion de surface décrite par un segment de longueur 2/ qui 
fait le tour cl i un cercle de rayon r centré en 0 cn sc retournant d'un demi­
tour. Notons que suivant le sens de rotation effectué, on obtient deux !iour-

1 Comme le vrai. mais beaucoup moins pratique car il n'a qu'une face! 
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races qui sont l',mage l'un. de l'autre dans un rruroir (figures dites éo.ntio­
morphrs). 

La figure 1 en e,t une représenullion dans un repère orthonormé (0, x, y, 
z) pour r = 1 et 1 = 0,4. 

On idenltfie Implicitement celle représentation avec l'anneau de MoebJUS 
réalisé avec un bout de ruban (voir figure 2). 

figun: l ; repr~nt.auon de l'anneau de 
Macbius représenlf par r~u3lion para­

métrique (1) avec r = 1 et 1 = 0.4 (sunace 
noo dtveloppableJ 

figure 2 : dessin de l'anneau de 
Moebius réalisé 

avec un ruban de papil::r 
(sunacc dfveloppable) 

2 - Comment, ils ne sont pas pareils ?! 
Les deux anneaux sont topologiquement identiques. mais une comparai­

soo plus attentive montre que la correspondance est loin d'être vidente. En 
réalité, 00 démontre qu'on ne peUl pas dépiler et aplanir après l' aVOir coupé, 
ranneau de Moebius de 1. figure 1 ! n se passe 1. même base que pour une 
sphère: des plis, de, déchirures ou des déformations apparaissent quand on 
tente de rendre planes de telles surfaces, . Iors que l'anneau réalisé avec du 
papJer peut (éVidemment ?) retrouver, apr~s un coup de ciseaux la forme ini ­
tiale du ruban . Il est légitime de croire qu'il existe donc plusieurs types diffé­
rents d'anneaux de Moebius pour une même variété , en plus du fnit qu ' ils 
peuvenl être ~nnntiomorphes . En géométrie des surfaces réglées, on dit que 
ranneau de Mocbius représenté par la construction de papIer eSl (se lon IOUle 
vraisemblance) une surface développable, UiIldis que l'autre anneau ne l'cst 
pas. 

La discussion pourrait se terminer sur celte constatalion pas complète. 
ment justifiée, mais pour lenter de la démontrer, On pourrail se poser la ques­
UOo mléressanle suivante ~ : ··Peut..oD trouver une équation d'un anneau de 

Moebius qui ail la propriélé d'être développable comme le modèle en 
pnpier ?" 

l Question soulevée tn 1987 par R. Boudel el P. Ca,a1, professeu~ à l'Umvmné 
d Alx·M.arse.iIIe l. 
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Pour celuI qui s'c;saoe à deviner une équation qui r~po n de à celte que 
lion, le probl~me parait mpidcment insoluble. De même, si on tente de trou­
ver l'équation de l'anneau de papier en uDlisant des outils du calcul varia­
tionnel, avec par exemple, des conSIdérations d'énergies potentielles 
élastiques (proponionnelles 11 la courbure moyenne) associées aux anneaux 
de Moebius, le problème prend une teUe proportion qu'une résolution analy­
tique est vraisemblablement impossible. El même, si tant est qu 'une résolu­
Iton numérique soit ~chn i quemc n t faisable, le r~suJta t fourni sera-t-i l forcé­
ment exploitable ? Rien n'est moins sûr. , 

Néanmoins une telle solution existe vraiment et on peUl ex.hiber une 
équation d' un anneau de Moebius qui soit d6veloppable, L' exposé suivant 
propose une manière peu classique pour trouver une: tclle équation. 

4. Un anneau de Moebius développable 
Le raisonnement déductif dont Ott connrut la toute puissance qui a pemtis 

de dresser l'édIfice mathématique sur des résultats solidement établis, peUL 

malgré tout, parfois être inopémnt dans certams cas (très rare 1). Ici dans 
nolCe cas, les hypothèses sont teUement faibles que suivre le jeu déductif 
revient à vouloir rechercher toutes les solutions, sans être capable d'en exhi­
ber une seule: "Qui trop embrasse mal étreint", 

Une aUlIe manière de faire, moins classique, est de tntiter le problème ~ 
l'envers, quitte Il fournir une ~[Ude qui devm être complétée. C'e51-à-d1fe 
partir d'une ou de plusieurs parties de solutions qui peuvent simplifier, voire 
répondre !lIa quesuoD, Ceue pf'Juque peut s'appliquer 11 1. résolution de pro­
bl~mes physiques (5J réputés tTès complexes, Pour en donner une image 
mathématique plus claire, c'est un peu comme si, pour une équation dIfféren­
tielle. on connaissaif une fonne générnle d'une solullon. Le problème devien t 
alors pratiquement évident. 

Dans notre cas, il exi'te des surfaces SImples qui sont développables: le 
cylindre. le cône , CIC .... Et effectivement. on peut facilcmem reconstruire un 
anneau de Moebius développable à partir de portions de cônes, et voilà la 
question ré"llue ! 

Une construction possible est la suivante. On a besoin de trOis portions de 
cônes disposées comme l'indique la figure 3 ci-dessous, Les sommets sont 
placés sur un tri.ngle SI S2 S3 quelcon ue, de sone que les droites supports 
des côtés du triangle soient aussi des génératrices des trois cônes. n y • là 
lrè peu de contraintes sur le choix de ces cônes, ce qui donne un nombre 
infini de conr.gurations possibles ayant 1. propri6té d 'élIe développable 1 

NéanmOIns. pour ne pas faire de plis, les raccordements devront être ~Is 

que les tangentes soient alignées, ce qui eSI toujours possible (on pourrai t 
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-"',,,,,, -s, 

figure 3 . exemple de reconstruction 
d'un anneau de MoeblUs 

développable ~ l'aide de 'roIS 
ponions de CÔne de comme .. 

SI, S2, S3 raccordés en're eux. 

aussi avoir le raccordement des courbures, etc .. .. ). 
L 'équation d ' un cône n'étant pas remarquablemen' difficile à obtenlf, on 

ne poussera pas l'étude jusqu'à exhiber une équa'ion des anneaux de 
Moebius obtenus. Ceci sera laissé au soin de ceux qui en ressentiront la 
néccSSJté. 

5. Un anneau de Moebius encore plus vrai! 
L'ensemble des solutions étant infini (en fait, il est même de dUnension 

infinie) , on se propose de braquer nolte auention sur des cas plus intéres­
sants. 

Nous allons maintenant in"er er le probl~me : "Peut·on former de tels 
anneaux de Macbius formés de trois portions de cÔnes, 11 partir d'un ruban 
rectangulaire T". 

La réponse est encore affinnativc ~ 

Un exemple de patron de ce, anneau de Mocb,"s est représenté sur la 
figure 4 ci·dessous. Celui-ci ost constitué d'un ruban rectangulaire o~ des 
points S l, S2 et S3 correspond'Dls nux sommets des côoes ont été disposés 
de part et d ' oulIe. Néanmoins ces points ne de\'font pas être pris de façon 

SI 

&zA\ Ji 
8 0'\.7' 

., SI "0/ 
figure 4 : un anneau de Moebius formé de troiS portions de cône de centre SI. 52 et 

53 , peut être ConSlrUJ,1l parur d'une baode rectangulaire sernblablell ccllc COrTespon· 
dam au modèle en papier Les points A. B, C, D, E. F, SI. S2 ct S3 sont coplanaires 

sur l'anneau 
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tout à fait quelconque: les deux points S3 - puisqu'ils seront conrondus -
devront aire disposts de manière symétrique au niveau des bords du ruban 
afin de réaliser lu continuité de l'anneau de Moebius et le tnaogle SI S2 S3 
doit être consltUCtible (ce qui donne des conditions sur les angles et les Ion· 
gueurs). n suffit alors de suivre les figures pour r8Jre 1 construCUon . La 
forme de cbacun des cônes éltlnt pratiquement hbre. il y a aussi une ,nfirùté 
d'anneaux de MoeblUS formés de trois cônes à parur de rubans rectangu· 
(jures. 

o existe donc une fonction qui permet de passer d'un anneau de Moebius 
wosi formé 11 celw correspondant au pliage classique de la bande de papier, 
sans dUormation, pli ni déchirure (dUormation dite isométrique). 

En réaülé, bien qu 'il SOli développable, J' anneau de Macbius obtenu ne 
peut jamais être en tou t poinl idenuque à celut qUI correspond au modèle en 
papier. Il existe une certaine différence et nous laisserons la question ouver­
le. 

Bien enlendu, on peUl aussi construire de la même manière beaucoup 
d'autres anneaux de Moebius développables, qui auraienl la même propriélé 
remarquable précédente (avec des cyltndres, des hélicoïdes développables· 
surfaces engendrées par les langenles à une hé lice circulaire, elc .... ), mais ils 
ne seronl cenainemenl pas plus simples, bien qu'on puisse soupçonner que 
les configurations à base d'hé licoïdes développables sonl probablement plus 
procbes de l'anneau de Moebius orrespond3nl au modèle en papIer. n resle 
donc enc re des choses à voir de plus près ... 

6. Un anneau de Moebius encore plus petit! 
Une des questions encore ouverte est de saVolt quel eSI le ruban rectangu ~ 

laire le plus coun dt:: largeur unité qui pcnncuc enCore la 'on lruction d'un 
anneau de Mocbius sans pit , décbirure ni déformation. Jusqu' présen l. on a 
réuss i 11 montrer [11 qu ' un ruban Lx 1 tel que: 

h: 3 
1 

esl suffisamment long pour construire un lei anneau. Cette condilion suffi· 
sanIe esl facilemenl Justifiable 11 l'aide des anneaux de Moeblus précédenls 
qui Onl été formés li panir de trois pon.iODS de ônes. LI nnneau de MoeblUS 
lend alors vers une surface constituée de trOis triangles &lutl'Iérau. de côtés 

2 
égaux à 13 . La figure 5 montre le genre d'anneau .. , plat" qui peul alors 

être obtenu. 
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figure 5 : en prt::nant un ruban 
un peu plu. long que le ruban 

de longueur L = .fi el de lara 

geur urutl (à droite), on peut 
construire un anneau de 

Moebius fonné de trois por-
0005 de CÔnes. 

Si on prend un ruban encore plus court, il semble impossible de construi­
re enco re un anneau de MoebiLLS sans déformer ou déchirer ce ruban. On 
peUl parvenir à s'y convaincre sans lrOp d 'effot"l avec un ruban de papier. 
Mais esl-ce vraiment impossible de réaliser un anneau de Moebius en deçà 
de celte limite apparenle ? 

En topologie, pour faire appel à l'intuition, il faut en fait imaginer que les 
surfaces ont la possibilité de s'interpénétrer. L'intersection entre ces surface!\ 
forme des courbe. d'autc>-intersection. n n'est pas possible de passer dIrecte­
ment d'une de ces surfaces à une autre en prenan t une courbe d'a.uto-inlcr­
section , car ces courbes sont en fait des illusions induites par une représenta­
tion à trois dimensions. Dans un espace de dimension supérieure, ces courbes 
se volatilisent et les sUIf.ces ne sc recoupent plus. Nolons qu ' une bonne 
manière de penser ces courbes d'oUlc>-interseclion est proposée dans le livre 
[4] de J.P. Petit (page 44). 

La réalisation d'un anneau de Moebius à partir d'un ruban de longueUI L 

inféneure à fi semble alors pOUVOir se faire suivant la séquence présentée 
SUI l'exemple de la figure 6 ci-<lessous qui mOnlre l'évolution de la construc­
tion de l'anneau avec celle correspondante de la courbe auto intersection en 
SOuS-tItre. 

502 

figure 6 : exemple 
de constrUction d'un _ + ~ :~~~~::u~~~i~~ 

~ <F> pnseentrc 

nc,ffetde • EE El3 largeur urulé. Sous 

$ ~ ~ 
oh a~:~", . 

d'auto-induction (en 
... ".. gras) et section bori · 

rontale (cn gri s ~ ) . 

tzj ~ ~ 
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La figure obtenue dont la litru te apparenle semble atteinte quand la Ion· 

gueur du ruban est égale, fi e$t alors constituée de quatre ponioos de 
ônes et de deux losanges. 

Mais peut·on aller encore plus loin 7 RIen o'afnrme que l'on ne puisse 
pas onstruire d'anneaux de Moebius avec des rubans rectangulaires encore 
plus courts 1 

La preuve : une nulle construction similaire est possible si L est supérieur 
à 1.. . Il suml d'essayer nvec une feuille A4 en repliant suivant une diagonale 
avnol de rapprocher les extrémhés du papier suivant une poruon de cône (ou 
de cylindre). On obtient alors une surface unilat~re onstiruée de deux por· 
tians de cône~ et deux surfaces triangulaues. Cette construction reste pos· 
sible Illn! que le ruban initial n'eSI pas un carré. 

7, Encore un problème? 
Mais s'agil· i1 encore véritablement d'none.ux de Moeblus 7 
Ces surfaces possèdent un ou deux pOIOLS singulier (sommeLs des 

cônes). D serait souhaitable et légitime de penser qu' un anneau de Moebius 
ne possède pas de telles Singulari tés. En fait, il faudrait s'interdire taUle 
transfomlation du rubno créant des plis 1 

Dans ce cas. la question du plus petit anneau de Moebius redev,ent 
ouvene. Il est alors beaucoup plus délicat de dire s'il est possible ou non 
d'exhiber un anneau de Moebius à partir d ' un ruban rectangulaire de largeur 

unité et de longueur L inférieure à fi , sans créer de singularités. 
Un tel anneau n'existe peut.être pas, mais il faudrait pouvoir le montrer 1 
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