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Efudes

Un anneau de Moebius
développable

Jean-Pierre Truong
Moebius & Co

Qui n'a pas déja réalisé un anncau de Moebius en collant les extrémités
d"un ruban de papier aprés 'avoir torda une fois ?

En mathématiques, |'anneau de Moebius est un exemple important de
surface ne possédant qu'une seule face (voir Les aventures d’Anselme
Lanturlu de Jean-Pierre Petit [3] et [4]). C'est pour beaucoup une curiosité,
comme la bouteille' de Klein [1] ou encore le slip' de Moebius [1]. 11 existe
en fait plusieurs variéés [4] d'anneaux de Moebius, selon que ['on torde plus
ou moins le ruban (d’un nombre impair de demi-tours)., Nous allons juste
nous intéresser & |'anneau classique qui ne présente qu'un seul demi-tour,
Outre sa construction en papier, un tel anneau de Moebius est représenté par
les équations paramétriques [1] suivantes :

x=(r+ A cosa) cos2a
¥ = (r + A cosr) sin 2a ()
z=Asino

oil r est un réel positif, le paramétre & déerit [0, nf et le paramétre A décrit
[LNlov0<l<r.

C'est une portion de surface décrite par un segment de longueur 2! qui
fait le tour d'un cercle de rayon r centré en O ¢n s¢ retournant d'un demi-
tour. Notons que suivant le sens de rotation effectué, on obtient deux sur-

1 Comme le vrai, mals beaucoup moins pratigue car il n'a qu'une face!
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faces qui sont I'image 1'une de I'autre dans un miroir (figures dites énantio-
morphes).

La figure | en est une représentation dans un repére orthonormé (0, x, v,
Zpourr=letl=04.

On identifie implicitement cette représentation avec 1’anneau de Moebius
réalisé avec un bout de ruban (voir figure 2).

figure | ; roprésentation de |'annesu de figure 2 : dessin de l'annesu de
Moebius représenté par I'dquation para- Moebius réalisé
métrique (1) avec r =1 et /= 0,4 (surface avec un ruban de papicr
non développable) (surface développable)

2 - Comment, ils ne sont pas pareils 7!

Les deux anneaux sont topologiquement identiques, mais une comparai-
son plus attentive montre que la correspondance est loin d’&tre évidente. En
réalité, on démontre qu’on ne peut pas déplier et aplanir aprés 1"avoir coupé,
I'anneau de Moebius de la figure 1 ! 11 se passe la méme chose que pour une
sphére : des plis, des déchirures ou des déformations apparaissent quand on
tente de rendre planes de telles surfaces, alors que I'anneau réalisé avec du
papier peut (évidemment ?) retrouver, aprés un coup de ciseaux la forme ini-
tiale du ruban. Il est légitime de croire qu’il existe donc plusieurs types diffé-
rents d"anneaux de Moebius pour une méme variété, en plus du fait quils
peuvent éwe énantiomorphes. En géométrie des surfaces réglées, on dit que
I'anneau de Mocbius représenté par la construction de papier est (selon toute
vraisemblance) une surface développable, tandis que I'nutre anncau ne 1'esl
pas.
La discussion pourrait se lerminer sur cetle constatation pas compleéte-
ment justifie, mais pour tenter de la démontrer, on pourrait se poser la ques-
tion intéressante suivante ° : “Peut-on trouver une équation d'un anncau de
Moebius qui ait la propriété d'éwre développable comme le modéle en
papier 7

2 Question soulevée en 1987 par R. Boudet et P. Casal, professeurs 2 |'Université
d'Alx-Marseille L,
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Pour celui qui s'essaie 2 deviner une équation qui réponde i cette ques-
tion, le probléme parait rapidement insoluble. De mé&me, si on tente de trou-
ver |'équation de 1'anncau de papicr en utilisant des outils du calcul varia-
tionnel, avec par exemple, des considérations d'énergies potentielles
élastiques (proportionnelles & la courbure moyenne) associées aux anneaux
de Moebius, le probléme prend une telle proportion qu'une résolution analy-
tique est vraisemblablement impossible. Et méme, si tant est qu'une résolu-
ton numérique soit techniquement faisable, le résultat fourni sera-t-il forcé-
ment exploitable ? Rien n’est moins sfir...

Néanmoins une telle solution existe vraiment et on peut exhiber une
équation d'un anneau de Moebius qui soit développable. L'exposé suivant
propose une maniére peu classique pour trouver une telle équation.

4. Un anneau de Moebius développable

Le raisonnement déductif dont on connait la toute puissance qui & permis
de dresser |'édifice mathématique sur des résultats solidement établis, peut
malgré tout, parfois éwre inopéramt dans certains cas (trés rares 7). Ici dans
notre cas, les hypothéses sont tellement faibles que suivre le jeu déductif
revient & vouloir rechercher toutes les solutions, sans étre capable d’en exhi-
ber une seule : “Qui trop embrasse mal étreint”,

Une autre maniére de faire, moins classique, est de traiter le probléme a
I'envers, quitte & fournir une étude qui devra étre complétée. Clest-d-dire
partir d'une ou de plusieurs parties de solutions qui peuvent simplifier, voire
répondre i la question, Celte pratique peut s'appliquer i la résolution de pro-
blemes physiques [5] réputés trés complexes, Pour en donner une image
mathématique plus claire, ¢'est un peu comme si, pour une équation différen-
tielle, on connaissait une forme générale d’une solution. Le probleme devient
alors pratiquement évident.

Dans notre cas, il existe des surfaces simples qui sont développables : le
cylindre, le céne, etc.... Et effectivement, on peut facilement reconstruire un
anneau de Moebius développable & partir de portions de clnes, et voila la
question résolue !

Une construction possible est la suivante. On a besoin de trois portions de
cdnes disposées comme 1'indique la figure 3 ci-dessous. Les sommels sont
placés sur un tnangle S1 §2 $1 quelconque, de sorte que les droites supports
des colés du triangle soient aussi des génératrices des trois cdnes. [l y a 13
tres peu de contraintes sur le choix de ces cbnes, ce qui donne un nombre
infini de configurations possibles ayant la propriété d'éwe développable !

Néanmoins, pour ne pas faire de plis, les raccordements devront étre tels
que les tangentes soient alignées, ce qui est toujours possible (on pourrait
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499



Bulletin de 'APMEP n°411 - Juillet 1997

figure 3 : exemple de reconstruction
d'un anneau de Moebius
développable i l'aide de trois
portions de cdne de commets
S1, 82, 83 raccordés entre eux.

aussi avoir le raccordement des courbures, etc....).

L'équation d'un cone n'étant pas remarquablement difficile & obtenir, on
ne poussera pas |'étude jusqu'a exhiber une équation des anneaux de
Moebius obtenus. Ceci sera laissé au soin de ceux qui en ressentiront la
nécessité,

5. Un anneau de Moebius encore plus vrai !

L'ensemble des solutions étant infini (en fait, il est m&me de dimension
infinie), on se propose de braquer notre attention sur des cas plus intéres-
sants.

Nous allons maintenant inverser le probléme : "Peut-on former de tels
anneaux de Moebius formés de trois portions de cOnes, A partir d'un ruban
rectangulaire 7',

La réponse esl encore affirmative !

Un exemple de patron de cet anneau de Moebins est représenté sur la
figure 4 ci-dessous, Celui-ci est constitué d'un ruban rectangulaire ol des
points S1, 52 et 83 correspondants aux sommets des cnes ont été disposés
de part et d'autre. Néanmoins ces points ne devront pas étre pris de fagon

ligure 4 : un anneau de Mocbius formé de trois portions de cdne de centre §1, 52 et
53, peut étre construit 3 partir d'une bande rectangulaire semblable 3 celle correspon-
dant au modele en papier. Les points A, B, C, D, E, F, 51, §2 et §3 sont coplanaires
sur I'anneau,
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tout & fait quelconque : les deux points $3 - puisqu’ils seront confondus -
devront étre disposés de maniére symétrigue au niveau des bords du ruban
afin de réaliser la continuité de 1'anneau de Moebius et le tnangle S1 S2 S3
doit étre constructible (ce qui donne des conditions sur les angles et les lon-
gueurs). I1 suffit alors de suivre les figures pour faire la construction. La
forme de chacun des cones étant pratiquement libre, il ¥ a aussi unc infinité
d*anneaux de Moebius formés de trois clnes i partir de rubans rectangu-
laires.

Il existe donc une fonction qui permet de passer d'un anneau de Moebius
ainsi formé 2 celui correspondant au pliage classique de la bande de papier,
sans déformation, pli ni déchirure (déformation dite isométrique).

En réalité, bien qu'il soit développable, 1'anncau de Moebius obtenu ne
peul jamais €wre en tout point ideatique A celui qui correspond au modéle en
papier. I existe une certaine différence et nous laisserons la question ouver-
le.

Bien entenduy, on peut aussi construire de la méme manidre beaucoup
d'autres anneaux de Moebius développables, qui auraient la méme propriéié
remarquable précédente (avec des cylindres, des hélicoides développables -
surfaces engendrées par les tangentes A une hélice circulaire, etc....), mais ils
ne seront certainement pas plus simples, bien qu'on puisse soupgonner que
les configurations & base d'hélicoides développables sont probablement plus
proches de I'anneau de Moebius correspondant au modele en papier, 1l reste
donc encore des choses & voir de plus prés...

6. Un anneau de Moebius encore plus petit !

Une des guestions encore ouverte est de savoir quel est le ruban rectangu-
laire le plus court de largeur unité qui permette encore la construction d'un
anneau de Moebius sans pli, déchirure ni déformation. Jusqu'a présent, on a
réussi & montrer [1] qu’un ruban L x ! tel que ;

i
est suffisamment long pour construire un tel anneau. Cette condition suffi-
sante est facilement justifiable & 'aide des anneaux de Moebius précédents
qui ont éé formés A partir de trois portions de cones. L'anneau de Moebius
tend alors vers une surface constituée de trois triangles équilatéraux de cHiés

2
égaux a “ﬁ . La figure 5 montre le genre d'anneau ** plat” qui peut alors

étre obtenu.
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bied figure 5 : en prenant un ruban
un peu plus long que le ruban
de fongueur L = ¥3 et de Jar-
L=Y3 geur unité (& droite), on peut

construire un anneau de
o {=1  Mochius formé de trols por-

e —— uons de cones,

Si on prend un ruban encore plus court, il semble impossible de construi-
te encore un anneau de Moebius sans déformer ou déchirer ce ruban. On
peut parvenir & s'y convaincre sans trop d'effort avec un ruban de papier.
Mais est-ce¢ vraiment impossible de réaliser un anneau de Moebius en deca
de ceite limite apparente ?

En topologie, pour faire appel a 'intuition, il faut en fait imaginer que les
surfaces ont la possibilité de s'interpénétrer. L'intersection entre ces surfaces
forme des courbes d'auto-intersection. Il n'est pas possible de passer directe-
ment d'une de ces surfaces A une autre eén prenant une courbe d'auto-inter-
section, car ces courbes sont en fait des illusions induites par une représenta-
tion & trois dimensions. Dans un espace de dimension supérieure, ces courbes
se volatilisent et les surfaces ne se recoupent plus. Notons qu'une bonne
maniére de penser ces courbes d'auta-intersection est proposée dans le livre
[4] de J.P. Petit (page 44).

La réalisation d'un anneau de Moebius a partir d’un ruban de longueur L

inféricure 3 Y3 semble alors pouvoir se faire suivant Ja séquence présenige
sur I'exemple de la figure 6 ci-dessous gqui montre I'évolution de la construc-
tion de I'anneau avec celle correspondante de la courbe auto intersection en
sous-utre.
figure 6 : exemple
de construction d'un
anneau de Moebius
de longueur L com-
prise entre
V2 et V3 erde

largeor umité, Sous

chaque figure :
7 courbes
l‘.\ dauto-induction (en
» gras) et section hori-
=3 -"A Zonlale (en grisé),

ra [ =3
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La figure obtenue dont la limite apparente semble atteinte quand la lon-

gueur du ruban est égale a Y2 est alors constituée de quatre portions de
cOnes et de deux losanges.

Mais peut-on aller encore plus loin ? Rien n'affirme que I'on ne puisse
pas construire d'anneaux de Moebius avec des rubans rectangulaires encore
plus courts !

La preuve : une autre construction similaire est possible si L est supérieur
a 1... 1 suffit d"essayer avec une feuille A4 en repliant suivant une diagonale
avant de rapprocher les extrémités du papier suivant une portion de cbne (ou
de cylindre). On obtient alors une surface unilatére constituée de deux por-
tions de cones et deux surfaces triangulaires. Cetle construction reste pos-
sible tant que le ruban initial n'est pas un carré,

7. Encore un probléeme ?

Mais s'agit-il encore véritablement d'anneaux de Moebius ?

Ces surfaces possédent un ou deux points singuliers (sommets des
cOnes). [1 serait souhaitable et Iégitime de penser qu'un anneau de Moebius
ne possdde pas de telles singularités, En fait, il faudrait s’ interdire toute
transformation du ruban créant des plis !

Dans ce cas, la question du plus petit anneau de Moebius redevient
ouverte. Il est alors beaucoup plus délicat de dire 5%l est possible ou non
d’exhiber un anneau de Moebiug¢ A partir d'un ruban rectangulaire de largeur

unité et de longueur L inféricure & V3, sans créer de singulariés.
Un tel anneau n’existe peut-éire pas, mais il faudrait pouvoir le montrer !
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