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Girard RAUZY n t profuuu, à l 'Un iversité de la 
Médiu!rranie . 
Docteur ~s Sciences Mathématiques, il a dirigé à sa f on­
dation, en /992, le Laboratoire de Ma thématiques 
Viserlu. (unique "Unité Prop,." du CNRS en mathéma­
tiques. en France) aujourd'hui devenu l'Insti tut de 
Mathématiques de Luminy. Participt aux activités de 
l' [REM d'Aix-Marseille depuis d. nombreuus années . 
Domaines de prédilection : arithmétique, . ystlmes de 
numération, dynamique symbolique, théorie rUs langages 
el automates, informatique théorique. 

o - Introduction 

fi = 1.41423562373095 .. . 

It = 3,14 1 592653589 79 ... 
En base 8 (octets) 

fi = 1.324047463 177 167 .. . 

It = 3,1 10 375 524 210 264 .. . 

"fi " est-il plus (ou moins) simple que "It" ? 

1 • Retour aux définitions 

En apparence, " fi "a une d ~fin i ti on plus simple que "!t" . 

On peUl se donner des approximauons succe~ j vcs, 
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(1,4)2 = 1.96 {1,5)2 = 2,25 
Donc 

1.4< fi < 1,5 
CIe. 

Par contre, " lt " est défini de manière plus complexe. 
C'esl. par exemple, le rappon de 1. clfConférence au diamètre. 
On mOntre que lout polygone inscrit a un pénmètre inl6neur au pénrnètre 

de la circonf6rence et que lout polygone circonscnt a lui, un pétlmètre supé· 
rieur. 

Prenant des carr6s ou des octogones, on obtient les encadrements sucees­
sifs 

2fi <lt<4 
4 '{'2--";fi':'2 lt < 8 (fi - Il 

La m6thode d'Arclumèdc pananl ainsi du triangle 6quilatéraJ, passait à 
l 'hexagone regulier, puis au dod6cagone réguher, el ainsi de suite, en dou· 
blant chaque fois le nombre de côl6s. 

Pourquoi doubler? Parce que le théorème de Pythagore permel le calcul 
effectif des longueurs des côl6s en le rarnenant à celw de racines carrées 

progressivement emboîtées, et comme on l'a vu pour fi ceci est pOSSIble 
par encadrements successifs. 

Tripler à cbaque fois le nombre de côlés aurail conduJl Il résoudre une 
succession d 'équalions cubiques (ce qui n'est guère plus difficile a priori, 
puisqU'Il ne saglt ici que d'encadrements). 

Mais Archimède cl ses contemporams av81ent ainsi par duplications- Jt6-
rees un procéd6 de calcul "géométnque" et en outre (on le sait) la trisection 
de J'angle n'est pas resoluble au moyen de la règle el du compas ... 

n reste cependant qu'à ce stade des algorilhmes de calcul . 

.. fi ,. semble plus simple que" lt ". 

2 - Divisions 

Posons x = fi -I 
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alors 
1 

2+x 

Par itüations succes.ives, ceci fournit un procéd6 de calcul de x : 

De ~ > 0, on d6dutl de la fonnule pr6c6dente que 

et repartant de ce résultat que 

pu.is à nouveau que 

cl ainsi de suite .. . 

x >_I_ = ~ 

2+1 5 
2 

x <_I_ =2-
2 + ~ 12 

5 

Le proc6dé consiste donc à ajouter 2 au r~ ultat pr6cédent et à en prendre 
l 'inverse. n nous fournit une suite d'encadremenls : 

x > 0 
x < 0,5 
x > 0.4 
x < 0,416 .. . 
x > 0,413 .. . 
IC < 0,41428 ... 

n conduit en quelques opérations à connaître les quatre premi~res d6ci· 

males de x. donc auss i de fi .On peut chereher à le g~néraliser. 

Le nombre irrationnel le plus "simple", de ce poin t de vue, eSl le 

"nombre d'or" Ys + l , Remarquons que si l'on partait d ' un nombre ration· 
2 

nel, le processus s'arrêterait (algorithme d'Euclide). 
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Ainsi, 

355 =3+ ~ 
113 113 

113 = 7 +.1. 
16 16 

Par contre, si au départ x = Il - 3 (= 0,1415926 .. . ), on a : 

&tf6t1n APMEP - $p4c.ial Joornhs NB~IeS . MarseIHe '991 
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etc. 

} = 7 + Y où Y = 0.062 513 305 . . . 

}= 15 + l où ,=0.996594415 .. . 

1= 1 + 1 où 1= 0.003417222 
l 

On en déduit des encadrements successifs de 1t - 3 = x 
x>O 

x<t =0.142 . .. 

x> l2.. =0. 14150 .. 
106 

x < .l§.. = 0.141592 O .. . 
113 

Remarquons là encore. une convergence rapide: la deux ième valeur 
approche 1t - 3 avec deux décimales exactes. la troiSIème avec quaLre. la qua­
trième avec six. 

Cependant. la suite des valeurs 7. 15. 1 ... obtenues par ces d,visions suc­
cessives ne semble pas obéir à une règle "simple". 

En fait. dans l'état actuel de nos connaissances. aucun algorithme autre 
que celui de retour à la définition n'est connu. 

3 • Fractions continues 
Soit maintenant. un nombre x quelconque (compris entre 0 et 1). Nous 

pouvons proc~er comme précédemment. c'est-à-dire, écrire : 

1 = a + y où a est enti ... et y compris entre ° et 1 x 

1 = b + l où b est eotiee et l compris entre ° et 1 
Y 

1 = c + ( où c est enller et t compris ent~ 0 ct 1 
l 

etc. 

Nous obtenons ainsi deux suites : 
• (x.y,z.I •... ) de nombres compris entre 0 et 1 
• (a.b,c ... . ) d'entiers strictement posiufs. 

Le processus s'arr!te (exemple de 16/113) si l' on est parti d'un nombre x 
rationnel. car l'un des nombres de 1. première suite est 0, et l'on ne peut plus 

dès lors effe<:luer la division. Sinon, il continue indéfiniment. 

BuII!lin APMEP . SpkiaJ Joom46S NationaleS · M6fS8H/e '991 
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La suite d .. en~ers (a,b,c, ... ) obtenus fonne ce que l'on nomme le déve-
loppement de x en fr.ction continue. On écrit ainsi : 

fi - 1 =(2, 2, 2,.) 

(52- 1 = (l,l,l, . . ) 

J.§...=(7,I6) = (7,15,1) 
113 

1t - 3 = {7,IS, I, . ) 
et pour prendre en compte la pani. entière: 

fi - 1 = (l:2, 2, 2, .. . ) 

(5 -1 
-2- =(1;1 ,1,1, .. ) 

J.§... = (3:7,16) = (3;7, 15 , 1) 
113 

It= (3 :7,15,1, ... ) 

On a vu alors comment fOrn1cr une suite de fractions à partir de la sui te 
(a,b,c, ... ), et l'on peut montrer qu'eUes approchent le nombre ~I considéré 
assez rapidement et même en constituent tes « meilleures appro:Jtimations » 

en un sens très préCIS. 

Par contre, cela ne donne un procédé effectif de calcul d'un nombre x 
que si l'on connBÎl déjà un algori thme (autre que celui qui consiste à partir 
du nombre lui-même, .. . ) pour calculer les entiers ,uccessifs enltant dans son 
d~veloppement. 

On a vu que ccl. était vrai pour fi , ce l'est aussi pour (5 - 1 comme 
2 

on l'a suggéré, et de mani~re plus générale pour tout nombre quadrauque, 
c'est-II-dire racine d'un polynÔme du second degré à coefficients en~ers en 
venu du théorème de Lagrange. 

Cela est encore vrai pour co: l 'autre nombre de l'analyse » , le nombre e 
dont le développement est : (2 ;1.2,1,1,4,1,1,6,1,1,8, ... ), mais comme nOUS 
l'avons dit, on ne connaît, à l' heure actuelle, aucun algorithme de ce type 
pour It, 

Du potnt de vue des fraction, continues, on serait donc tent~ de dire : 

(5 + 1 est plus simple que fi, lui-même plus simple que It. 
2 

~'In APMEP - Sp6cW .Joumia NlmonaJe!i · Mars. 1997 
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On n'a aucun él~ment de comparai son avec Jt , non plus d'ailleurs 
qu 'avec des nombres de défini tion « plus sImple » tels les racines cubiques 
d'entiers .. . 

4 • Questions 

Nous avons évoqué deux m~th odes de calcul de fï , c'est-à-dire des 
chiffre, successifs de son développement en une base donnée. 

En ce qui concerne n , nous n'cn avons donné qu'une seule. celle des 
polygones inscrits et cireonscrits. li en existe bien d'autres, et le calcul des 
d~im.les de 1< .a suscité (et continue de le faire) de nombreux travaux de 
matMmaticiens ou d'informaticiens (voir à cc sUjet « U fascinanr nombre 
1<. de lean-Paul Delahayc - Bibliothèque pour la Science - DIffusion Belin). 

Une quescion se pose aussi bien pour les d~imales de fi que pour 
celles de 1t : sonletlhs réparties « au hasard )} 1 

!l faul donner un contenu à celte question (sinon, la réponse immédiale 
serait évidemmenl : non! ). 

Pr~isons donc : le chiffre 0, par exemple, apparllÎl-il avec la fréquence 
1110, le bloc 37 avec la fréquence 1I100, le bloc 691 avec la fréquence 
111000, elC. ? 

La réponse est que l'on n'en Sail rien. 

On ne sait même pas, par exemple, si le chi ffre 0 apparaît une infinné de 
fois dans l'un ou l'autre des développements. À titre d'anecdote, s ignalons 
que le bloc 0123456789 figure à la 17 387 594 880ième place. 

Remarquons aussi que celte question de répartition sUllÎstique dépend de 
la base dan, laquelle on se la pose : cela pourrait être vrni en base 10 et raux 
en base 8. 

On peut ainsi construire des nombres dont le développement en base 3 
par exemple, suit statistiquemenlles cntères d'un lirage au son indépendant 
et équiprobable mais pour lesquels il n'en est rien en base 2. 

5· Calculs 
Nous avons évoqué l'existence de multipl procédés de calcul pour les 

décimales de 1< (i l en eSI de même pour celles de fi ). Le développement de 
l'mformatique a mis en ~v i d e n ce le fai t qu' il y a des algoritbmes plus ou 
moins efficaces. 

Le lemps T(n) du calc ul de la n-ième décimale par leI algorilhmo est- il 
Su/hjrfn APMEp· SpécIal JoumMs N,riorJaJes . Maf5ei11" 1997 
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asymptotiquement plus, ou moins, long que celui relatif à tel autre? Par 
temps de calcul ~videmment , on entend, en faisan t abslr8Ction de la machine 
utili~e , le nombre d'opUations élémentaires 11 effectuer. 

Cela soulève un autre problème, celui de la « gestion . des résultaIS inter­
médianes ct de leur « stockage provisoire ». 

Quand on effectue une « multiplication à la mrun ". à la mode actuelle 
par exemple, on <!crit des lignes de chiffres sur autant de o lonnes (au moins) 
que le multiplicateur en compone. On peut les effacer progressivement en 
cours de calcuL . 

Jusqu'à une période r<!cente, calculer la 1 000 000 - ième décimale de 

fi ou bien de lt exigeait le calcul des 999 999-ièmes décimales précé­
dentes. 

Et puis la swprise est venue grâce à une fomlule d~co u vene en 1996, par 
Balley, P.B. Borwein, Plouffe. 

lt = ~ I~' (U: 1 - 8 /+ 3 - 8" 1+ 5 - Bk 1+ 6) 

Au moyen de cette fomlUle, on peut calculer le n-ième chiffre en base 16 du 
d~veloppement de lt, sans avoir à calculer les fi - 1 chi fCres p~ents. 

Je voudrais souligner l' importance de ce résultat. 

Non pas tant en regard du problème particulier qu'il permet de résoudre 
(el qui après tout est mineur), mai~ plutôt parce qu'il consOtue une illustra­
tion remarquable de ce qu'est la recherche mathématique. 

Cette formule esl relativement simple à démontrer. Elle ut ilise la défini­
tion de l'arc-tangente e l son expression comme inlégrale d 'une fraction 
rationnelle : disons qu'elle peut consti tuer un problème de DEUG. Bile aurail 
pu être inventée au siècle dernier. 

Mws personne jusque là (y compris d 'ailleurs J'un de ses auteurs) ne pen­
sait qu'une telle formule eXÎStaJ t ! Maintenanl, bIen sllr, on se pose la ques­
tian : y en a-t- il d'autres semblables, en d'autres bases ou bien avec d'autres 
nombres que 1t ? 

Un champ de t" possible» s'est ainsi ouvert. 

Depuis, d'autres formules pour d'autres nombres onl élé trouvées, mais 

aucune en ce qui concerne" 2 

1t serait-il donc plus simple que fi ? 
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6 - Compression des données 
Revenons sur la question du hasard. Intuitivement, cela signifie que tout 

est impr6visible et que du « passé,. d'une suite, On ne peut rien en inf~re r sur 
• l'avenir ». 

Mais les situations peuvent être mixtes. n peut y avoir une part de hasard 
mais aussi des contraintes dues au passé. 

Un des plus slfflples sch~mas en est le schéma markovien : « l' avenir ne 
dépend du passé que par le présent » 

Ainsi, disons en français, si l'on coupe une phrase à un endroit donné et 
que l' on cherche à prévoir la letlte qui suit, On peut soit lui attribuer une pro­
babiLilt tenant compte des fréquences d'apparition de lettres ("e" est plus fré­
quent que "s", lui -même plus fréquent que " 0" , ... - n'évoq uons pas 
G,Pérec - ), soit analyser plus finement en tenant compte de la d emi~re lettre 
lue : si par e.emple, cette dernière lettre est "q", il Y 0 beaucoup de chances 
que la lettre suivome soit "u", à moins que ce ne SOli un caract~re de ponc­
tuation pouvant apparaJ"tre après le mot "cinq" ou le mot "coq". 

On poumut raffiner encore et considérer les deu x dernières lettres du 
texte déjà écnt : apru par exemple le groupe "n", il n'est pas possible en 
français d'avoir un tr olsi~me 'T'. 

Par un artifice mathématique qui con iste à remplacer les lettres par des 
diagrammes. ceci se ramène à un schéma markovien. 

Cette pan de contrainte dans un texte (ou un son ou une image ... ) est 
prise en compte quand il s'agi t de la transcrire en vue d ' une retransmission 
de manière à en nunimiser le coOt (il ne faut pas ici prendre celle notion de 
coQt en un sens seulement financier. mais considtrer que le disque compact, 
le ra., la télé numérique, en temps réel. .. ne sont possibles que grâce à une 
telle économie). 

Tenir c mpte de. contraintes pour condenser une information relève de 
ce que l'on nomme la compression de d onn~es _ 

Expliquons sur un exemple, la m~ th ode de Ziv-Lempel (utilisée dans une 
commande Unix). 

Nous partons de la suite : 
abaababaabaababaababaabaababa, .. 

Nous lisons celte suite de gauche à droite. 
Au départ, nous n'avons encore rien lu, cette situation sera notée (0). 
Puis, nous lisons le début d'un mo~ c'est-à-dire la lettre ...... 
N'ayant rien lu jusque là. nous créons un nouveau mOI : le mot ua", 

Bu/Joôn APMEp· _JournHs 110_. - ... ,._ '991 
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Sa date de naissance est 1 el nous .!crivons ; (1) = (O)a 
Nous lisons maiDtemmlla lettre suivante "b" . 
Aucun mot déjà lu ne commence ainsi. Le mot "bU est ainsi créé, sa date de 
naissance est 2 el nous écrivons : (2) = (O)b 
Conbnuons ; 
"aU a déjà été lu. poursulvons la lecture, "aa" n' a pas cnCO.Te été lu. nous lui 
attribuons donc la date de naissance 3 et écrivons ; (3) = (1). 
elC. 

Cela revient à découper la suite initiale de la manière suivame 
li !Hlll IllI.lwIlliI;W lll2 MI:! .Ilbi _Ili!llll .... 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Il 

( 1 ) = (O)a 
(2) = (O)b 
(3) = (I)a 
(4) = (2). 
(5) (4)a 
(6) = (5)b 
(7) = (I )b 
(8) = (3)b 
(9) = (7). 
(1 0) = (9). 
(1 1 ) (4)b 
" .. .. ..... --

Le procédé de compression cons.iste à coder la suite injtiale sous la forme 
(O)a(O)b( 1 )a(2).( 4 )a(5)b(1 )b(3 )b(7)a(9)a( 4 )b .. . 

avec bicn sQr des notations plus économiques. 
Supposanl que la "source" (le schéma, comme nous l'avons dil) SOil mar­

kovienne, il a été démontré qu ' il conduisait à la possibilité optimale de com­
pression (F. Blanchard). Ce rapport limite qui exprime la quantité de hasard 
ell. quantité de déterminISme s'exprime par un nombre appelé entropie. 

7 - La slÙte de Cbampernowne 

Une approche expérimentale de la pan d'aléatoire existant dans la suite 

des chiffres de f2 Ou de 1[ consi.te donc à effectuer un tes t du type Ziv­
Lempel ; si une compression significative apparaissait sur, disons le premier 
million de chiffres, on pClll/Tl!it envisager que dans leur succession, il y ai! 
quelque chose de marlc:ovien (plus contraignant que le simpie tirage ind6pen-

B4J!tfllfn AP",EP . Sptk:M1 Joum6es Na!JOfJafe$ - MaruilhJ '997 
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d.nt avec équiprobabilit~). On n'observe rien de tel. cc qui ne prouve rien 
d'ailleurs. 

Ayant appliqut un tel teS! à des suites gén~tiques , la constatation est la 
même: là encore on n'observe rien. On sait bien que de telles sujtes ne sont 
pas "au basard" et la plupart des Dlutauons sont létales, mais la diff~rence ou 
s i l'on préfère, le signal noyt dans le bruit, sont à chercher ailleurs. 

Nous aUons maintenant donner l' exemple d 'une suite qui , bIen qu'obte­
nue par un algonthme relativement simple, presente toutes les propriétés sta­
tistiques d'une suite aléatoire. On la nomme la sui te d. Champemowne. 

Une parentlotse : Il l'époque, on savait que presque toutes les suites (plus 
exactement pres ue tous les nombres - au sens de la meSure de Lebesgue -
dont elles représentent le développement décimal) satisfont à Ces propriétés 
staUsuques; le probl~me était d'exhiber explicitement un .xemple. 

Il consiste à écrire dans l'ordre les entiers successifs: 

1 2.H .1 li la 2 .l.Q 1112 .u 1H.l lli 11 l H2 2.Q lill n. 
Par simpl. comptage, on montre que chaque bloc de chIffres appanût 

avce la bonne fréquence , Ce qui est beaucoup moins simple à montrer par 
contre, est que le nombre dont le développement décimal est la suite de 
Champemowne est un nombre transcendant. 

8 - Qu'en est-il de la comparaison entre f2 et 1t ? 

La question initiale de la plus ou moins grande complexité d'un nombre 
par rnppon à un autre n', guère de sens, comme nous l'avons constaté au fi l 
de l 'exposé, ou plulôt dépend du point de vue auquel on se place : d6velo~ 
pements dans diverses bases. d6veloppemenl en fraction conûnue, el d'autres 
que nOuS n' avons pas évoqués ... 

Ce qui prend un sens par contre, eSI de cerner une nolion de plus ou 
moins grande complexité pour une suite de nombres entiers. 

Si une telle notion était bien d6finie , on pourrait alors se poser des ques­
tions en quelque sorte "internes" du type: le développement de 7t est-il plus 
simple en base 8 qu 'en base IO? 

Or, il existe une teUe défini tion due à Kolmogorov et Chaitin : 
lA complexilé d'une suile eslla longueur du plus courl programrru perm,l­
lanl de la calcula. 

Bien entendu, "programme" a ici une signification bien précise. Disons 
seulemenl que ccla met en jeu la "machine de Turing". 
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Le problème de cene défillition est qu 'ellt fl ltst pas effective et Il~ peur l 'être 
pour tUs misons logiques. 

En gros, la situaLÎon eSl la suivante: 
Un programme est une suite finie de 0 ct de 1. 

On rentre dans la "machine" un entier n, elle commence à fonctionner et si 
elle s'wrêt.e, elle fournît le n -i ~mc Lenne de la suite. 
Sculcmen~ savoir si elle s'arrête est en général un p robl~me tndécidabl ! 

Remarquons en outre que ceue défini tion ne fait pas intervenir 1. temps 
de calcul (au point que justement le. problèmes nai senl parce qu'il peul être 
inuni ... ). 

Signalons aussi que le. obstructions logiques il la décidabilité liennent 
dans une certaine mesure à une auto-référence. c'est-à-dire de programmes 
qui "parlenl " d 'cux-mêmes. Un exercice ravori en informatique théorique 
est ainsi de construire un programme dont l'exécution consiste à r effacer." 

Nous allons ici i1hlBlur celte notion d'aulo-référence par quelques sui les 
amsi défmies el voir que le probl~mcs deviennent assez rapidement très 
"complc'tes" . 

9 - Auto-référence 
Considérons tout d'abord la suite: 

221 1 21221221 1 2112212 1121 22 

Elle esl formée de "1" et de ''2'', mais on voit qu'il n'y a jamis plus de deux 
., II! ou deux '''2'' consécutifs. lnscnvons au dessous la longueur des "plages" 
consécutives de "1" el de "2" : 

221121221ll11211ll121121ll 

2 2 1 1 2 1 2 2 1 2 2 1 1 2 1 1 2 ... 

Nous retrouvons la même suite, ce qui ntest pas étonnant puisque c'est préci­
sément pour cela que nous avon.s construil ta suite initiale. 

Le principe de construction en est simple : 
· elle commence par u2" 
· il Y a donc une plage de deux "2" 
· elle commence donc par ''22'' 
- ce qui fai t une seconde plage de deux "1", puisque les plages marquent 

l'alternance 
· le premier de ces " 1" indique que le terme swvant est " 1" el le second que 

celui qui suil en vectu de l'alternance est "2" 
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Nous en sommes donc à des actions successives 2 2 1 l qui impliquent le 
débul de sui le 22 li 2 1 , qui va à son LOur S""'1f de référence pour une 
aclloo permettanl d'allonger la sllile que nous consuuisons ... 

Mathématiquemenl, on peUL la d~finir comme l' unique "poinl fixe" débu­
lanl par "2" de la transfonn tion qui consisle pour une sllile de " 1" el de "2" 
il lui fa ire correspondre la suite oblenue en allernanl les plages de "1" el de 
"2" avec des longueurs données par la suite initiale . 

Cela peuL sembler simple el en lOul cas se programme aisémenl. Mais, on 
ne sail que très peu de choses sur la fréquence respective des "1" el des ''2'' 
(on ne sail pas démontrer qu'une lelle fréquence exisle). 

Curieusemenl, si l'OD se pose la même question avec des plage de lon­
gueurs 1 ou 3, c' est-il-dire si l'on considère la suite débutanl par 

m III m1l l m III m 1 m 1 ... 

3 33 111333131 ... 
on en exphcite comp l~lement la réparti tion statistique! 

Donnons maintenant un autre exemple d'auto-rU~rence . Il s"agit cette 
rois d'une suite de suites finies dont la liste commence par 

t 
1 1 
2 1 
1 2 1 1 
11 1221 
31221 1 

Le passage d' une ligne 11 la suivante s'effcctue en "lisanl" ceUe ligne. 
Ainsi , en "üsant" 3 1 2 2 1 l , nous trouvons successivement un 3. un l , 
deux 2, deux 1. La ligne suivanle sera donc : 1 3 1 1 222 1. 

On VOil aisément que les seuls chiffres susceptibles d'appamÎlre sont l , 2 
e13 . 

Contrairemenl à l'exemple précédenl, on connaÎl beaucoup sur cene suite 
de suileS fiOles ou si l'on préJère, de moIS sur l'a1phabel (1,2,3) 

Désignons par exemple par l (n) la longueur de la n - i~mc ligne , 
1(1) = 1,1(2) = 2, 1(3) = 2, 1(4) = 4, elc. 

On peUL alors monlrer (Conway) qu'asymplOtiquemenl I(n) - C 0" , où 0 
esl un cnuer algébrique de degré 7 1, c'osl-il-dire, racine d' un polynôme irré­

ductible, il coefficienlS entiers, le coefficienl du terme dominant étant 1 et de 
degré 71 !!! 
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A Litre d'exercice. écrivons le le:ti;te suivant : 
DCU1sceltephras., ilya 1 "0 ", J " l", J "2", l "3", 1"4", l "5 ", 1 "6", 1 
"7", J "8", J "9" , 
Celle pbrase est syntaxiquemen t correcte mais rausse puisqu'i l y a par 
exemple Il "1", Est-il possible d'en écrire une vraie ? 

10 . Auto-similarité 
Dans le paragraphe 6, nous avons considéré une suite commençant par 

• b 0 0 b a b a ab •• b a b a a b a b a a b a a b a b a ... Remplaçons mainte­
nant dans cette suite la lettre "a" par le mot "a bU et la lettre "b" par le mot 
"a", On voit qu 'on obtient 1. m!me suite qui est donc un "point fixe" de eue 
substitution , En fait , on peut fabriquer une telle suite (appelée suite de 
Fibonacci) par une succession de tels remplacements : 

a 
ab 
aba 
abaab 
abaoba b a 

Si l' on considère uniquement la longueur des mOIs obtenus, on obtient la 
suite des nombres de Fibonacci 

Fo= 1 
F,=2 
F,.,=Fo+,+F. 

Le rappon F ft + , de deux nombres consécutifs de ceUe sui te tend, lorsque n 
F. 

tend vers l'infini, vers le nombre d'or (52+ l , Cela mesure l'allongement 

du mOl à chaque étape de sa construction et c'est en ce sens que nous pou­
yon, parler d'auto-, imilarité de la suite de Fibonacci... 

n y a un sens plus précis basé sur une interprétation géométrique (elle est 
associée à une rotation sur la circonférence) qu 'il serait trop long de Mvelop­
per ici. 

11 • Prédictibilité 

Nous allons adopter une autre approche de la complexité, en essayant de 
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concrétiser l'idée sUlvanle : 
Une suite est d'GUJant plus compk:u qu'elle est imprévisible. 

Comment cerner ceUe notion '1 
Nous "regardons" .u U'avers d'une fenêtre les moIS de longueur nappa­

raissant dans cette suite el nous faisons une prédiction sur la lettre qui suit 

Par exemple, sur la suite de Fibonacci, regardons dans une fenêtre de lar­
geur 4. 

1. na 1 b.banbaababaababnabaababa ... : ".ban" apparaîl suivI de 1. lettre "b" 

al baab I .baabaabab •• babaabaababa . .. : "banb" apparaît suivi de la lettre "a" 

ab 1 aaba 1 baabaababaababanbaabab3. .. : "!laba" appanu"l suivi de la leure "b" 
etC. 

Nous avons ainsi cinq mots qui apparaissenl : abaa, baab ... ba, abab, 
baba Sur ces clnq mOlS. quatre d'entre eux sont nécessa.irement suivis d'une 
lettre bien déterminée: "abaa" sltivi de >lb" , "baab" suivi de "a", "abab" suivi 
de "a". "baba" suivi de "a'", 

Par contre, le mot " .. ba" peUt être sui vi de ..... ou de "b", 1\ c.use des 
deux fenêtres 

ab 1 aaba 1 baaba.babaababanbaababa .. . 
abaobab 1 .abol obabaababaaba.baba .. . 

De manière très générale, on peut montrer pour 1. suite de Fibonacci que 
le nombre de mots lus dans uoe (cnetre de largeur n est ég.l à n + l , et qu'un 
seul de ces mots esl prolongeable de deux façons. 

U - Fonction d.e complexité 
Au sens du paragraphe précédenl, la suite de Fibon.cci t très prévisible 

puisque seul un mot de longueur n est prolongeable de deux manières. 

De manière g~nmle . pour une suite quelconque. nous introduisons une 
fonction p(n) comptanl le nombre de mots apparaissant dans une fen8tre de 
largeur n. Elle mesure en quelque sone 1. complexité. Plus exactement, sa 
croissance indIque l'.ncenilude dans la prédicuon de la lettre suivante. 

Ainsi, dans la suite de Cbarnpemownc, p(n) = 2'tand.s que dans celle de 
Fibonacci p(n) = Il + 1. 

n y a totale incenilude dans la .wte de Cbampemowne 1 presque totale 
incertilude dans celle de Fibonacci. 
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13 - Suites sturmiennes 
LIl foncllon de complexité d' une sUIte est évidemment croissante. 

Si pour un entier n a lieu l'égaUté p(lI) = p(n + 1) • chaque mot de longueur 
n ne peut elfe prolongé que d'une seule façon et la suite est donc périodique 
à parti r d'un certain rang. 

A pan ces suites. les suites les plus "simples" au regard de la fonction de 
comple~lté sont donc celles. s ' il en ex.is le. pour lesquelles p(n) = Il + 1. 

De telles suiles sont appelées sluoniennes. Nous avons affirmé que la 
suite de Fibonacci en est un e~emp l e. Citons-en un autre de nature très diffé­
rente. 

Nous écrivons dans l'ordre nalure l des enllt". les puissances de 2 
celles de 3 : 

2.3.4.8.9.16. 27.32. 64. 81. 128.243.256.512.729.1024 ... . 
mais nous ne rele.nOns dans cette suite que le fait qu'un nombre est puissance 
de deux ou bien de trois. Nous écrivons "a" pour les premières el "b" pour 
les secondes. ce qui donne abaababaababaaba ... Celle suile est slurmienne. 

On peut établir un tien ~troit entre le!!. SUites stunniennes L les rotations 
sur la circonférence ou bien les trajectoires de billard. 

Nous ne donnerons pas de conclusion à cette histoire: en train de se faire. 
Disons seulemenl que les suites dont 1. fonction de complexité est très peu 
croissante sonl de pl us en plus étudiées actuellement. ainsi que les représen­
tations géoméuiques que l'on peut en donner. 

L' auleur de ces lignes pensait. depuis nombre d·onnées. que les suites de 
complexité 2n + 1 étaient Ioules suscepubles de te lles représenUluons (roUI­
tions sur un lore ou échange de trois intervaUes). 

Un chercheur (S. Ferenc7.i) du même laboratOIre a fourni récemment un 
contre-exemple li cetle conjecture. 

Quelle meilleure conclusion pourrions-nous donner ? 
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