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0 - Introduction

Y2 = 1,414 235623 730 95...

n = 3,141 592 653 589 79...
En base B (octets)

Y2 = 1,324 047463 177 167 ...
r=3,110375 524 210 264..

“¥2 est-il plus (ou moins) simple que “n” 7

1 - Retour aux définitions

En apparence, “ Y2 * a une définition plus simple que “n”.
On peut se donner des approximations successives.
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(14X =196 (1,58 =225
Donc

l4< ﬁ =g .

elc.

Par contre, " 1t " est défini de maniére plus complexe.

C'est, par exemple, le rapport de la circonférence au diamétre.

On montre que tout polygone inscrit a un périmétre inférieur au pénmeire
de la circonférence et que tout polygone circonscrit a lui, un périmétre supé-
rieur,

Prenant des carrés ou des octogones, on obtient les encadrements succes-
sifs

2ﬁcx<4

aY2-V2 <n<slVz-1).

La méthode d'Archiméde partant ainsi du triangle équilatéral, passait &
V'hexagone régulier, puis au dodécagone régulier, et ainsi de suite, en dou-
blant chaque fois le nombre de cdiés.

Pourquot doubler ? Parce que le théoréme de Pythagore permet le caleul
effecuf des longueurs des cOtés en le ramenant & celut de racines carrées

progressivement emboitées, et comme on I'a vu pour Y2 ceci est possible
par encadrements successifs.

Tripler & chaque fois le nombre de cOtés aurait conduit & résoudre une
succession d'équations cubiques (ce qui n'est guére plus difficile a priori,
puisqu'il ne s'agil ici que d'encadrements).

Mais Archimde et ses contemporains avaient ainsi par duplications ié-
rées un procédé de calcul “géométrique” et en outre (on le sait) la trisection
de I"angle n"est pas résoluble au moyen de la régle et du compas...

Il reste cependant qu'i ce stade des algorithmes de calcul,

o " semble plus simple que “ 1 ".
2 - Divisions
Posons X= E—l
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.

X =
oy Y2+1 2+x
Par itérations successives, ceci fournit un procédé de calcul de x -

De x >0, on déduit de la formule précédente que xc%
et repartant de ce résultat que x>t =2
2+ 5
i 1 p
s A nouveau que bt P
pui q A
5

et ainsi de suite...

Le procédé consiste donc 2 ajouter 2 au résultat précédent et & en prendre
I'inverse. Il nous fournit une suite d'encadrements :

x 0

0.5
0.4
0,416...
0413
0,41428...

ol koMM
AV AVAYV

1l conduil en quelques opérations & connaitre les quatre premidres déci-
males de x, donc aussi de V2 .On peut chercher  le généraliser.
Le nombre irrationnel le plus “simple”, de ce point de vue, est le

“nombre d’or” :'r—s-ii'-l— Remarquons que si 1'on partait d'un nombre ration-
nel, le processus s"arréterait (algorithme d'Euclide).

Alnsi,
355 _ 34 16
113 113
I_[..3_=7+ bt
16 16

Par contre, si au départ x=n-13(=0,1415926..),0na:
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=7+y od y=0062513305...
=15+z o z=0996594415...
=141 oi £=0,003417222...

ele.
On en déduit des encadrements successifsde m -3 =x
x>0

xel =014 ..
7
15
> =0,14150 ...
)
x <36 _0.1415920...
i3

Remarquons 14 encore, une convergence rapide : la deuxiégme valeur
approche T - 3 avec deux décimales exactes, la troisiéme avec gquatre, la qua-
trigme avec six.

Cependant, la suite des valeurs 7, 15, 1 ... obtenues par ces divisions suc-
cessives ne semble pas obéir A une r2gle “simple”.

En fait, dans 1'état actuel de nos connaissances, aucun algorithme autre
que celui de retour a la définition n'est connu.

3 - Fractions continues

Soit maintenant, un nombre x quelconque (compris entre 0 ¢t 1), Nous
pouvons procéder comme précédemment, c'est--dire, écrire

L=a+y ol a est entier et y comprs entre 0 et 1

X

%=b+z oll b est entier et z compris entre O et |
%=c+r ol ¢ est entier et f compns entre 0 ot 1
elc.

Nous obtenons ainsi deux suites :
* (xy.2t.... ) de nombres compris entre Q et 1
* (a,b,c,...) d'entiers strictement positifs.

Le processus s'arréte (exemple de 16/113) si I'on est parti d"un nombre x
rationnel, car |'un des nombres de la premiére suite est 0, et I'on ne peut plus
das lors effectuer la division. Sinon, il continue indéfiniment,
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La suite des entiers (a,b,c,... ) obtenus forme ce que I'on nomme le déve-
loppement de x en fraction continue. On écrit ainsi :

Y2-1=2,22,)

Y5 -1

I =2 a(ldibysi
s—=(L1L1.)

16

16 _ .16 =(7.15,1
T ) (7,15,1)

X~ 3= (150 )

et pour prendre en compte la partie entigre
V2 -1=(12,2,2..)

&l:(];lll.l,_._)

2
16 _ 3.7.16 =(3:7,15,1
s ( ) (3:7.15,1)

n=(3:7151,..)

On a vu alors comment former une suite de fractions & partir de la suite
(a.b.c....), et I'on peut montrer qu'elles approchent le nombre réel considéré
assez rapidement et méme en constituent les « meilleures approximations »
en un sens trés précis,

Par contre, cela ne donne un procédé effectif de calcul d’un nombre x
que si I'on connait déji un algorithme (autre que celui qui consiste & partir
du nombre lui-méme,...) pour calculer les entiers successifs entrant dans son
développement,

On a vu que cela était vrai pour Y2, ce l'est aussi pour comme

V5 -1
2

on |'s suggéré, et de maniére plus générale pour toul nombre quadratique,
¢’ est-2-dire racine d'un polyndme du second degré a coefficients entiers en
vertu du théoréme de Lagrange.

Cela est encore vral pour « |"autre nombre de ['analyse », le nombre e
dont le développement est : (2 :1,2,1,1,4.1,1,6,1,1,8,...), mais comme nous
I'avons dit, on ne connail, & I'beure actuelle, aucun algorithme de ce type
pour 7.

Du point de vue des fractions continues, on serait donc tenté de dire :

-—-—-—ﬁ; L est plus simple que V2, lui-méme plus simple que 7.
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On n'a aucun élément de comparaison avec %, non plus d’ailleurs
qu'avec des nombres de définition « plus simple » tels les racines cubiques
d'entiers...

4 - Questions

Nous avons évoqué deux méthodes de calcul de Y2, c'est-d-dire des
chiffres successifs de son développement en une base donnée.

En ce qui concerne &, nous n'en avons donné qu'une seule, celle des
polygones inscrits et circonscrits. Il en existe bien d'autres, et le calcul des
décimales de 7 a suscité (et continue de le faire) de nombreux travaux de
mathématiciens ou d'informaticiens (voir & ce sujet « Le fascinanr nombre
7 » de Jean-Paul Delahaye - Bibliothégque pour la Science - Diffusion Belin).

Une question s¢ pose aussi bien pour les décimales de V2 que pour
celles de % : sont-elles réparties « au hasard » ?

Il faut donner un contenu A cette question (sinon, la réponse immédiate
serait évidemment : non ! ).

Précisons donc : le chiffre 0, par exemple, apparait-il avec la fréquence
1710, le bloc 37 avec la fréquence 17100, le bloc 691 avec la fréquence
171000, etc. ?

La réponse est que 1'on n'en sait rien,

On ne sait méme pas, par exemple, si le chiffre O apparait une infinité de
fois dans 1'un ou I'autre des développements. A titre d’anecdote, signalons
que le bloc 0123456789 figure & 1a 17 387 594 880iéme place.

Remarquons asussi que cette question de répartition statistique dépend de
la base dans laquelle on se la pose : cela pourrait &tre vrai en base 10 et faux
en base 8.

On peut ainsi construire des nombres dont le développement en base 3
par exemple, suil statistiquement les critéres d'un tirage au sort indépendant
et équiprobable mais pour lesquels il n'en est rien en base 2,

5 - Calculs
Nous avons évoqué L'existence de multiples procédés de calcul pour les

décimales de 7 (il en est de méme pour celles de Y2 ). Le développement de
l'informatique a mis en évidence le fait qu'il y a des algorithmes plus ou
moins efficaces.

Le temps T(n) du calcul de la n-igme décimale par tel algorithme esi-il
Bulvetin APMEP - Spécial Journées Netionales - Marseills 1987

325



Bulletin de 'TAPMEP n°416 -

asymptotiquement plus, ou moins, long que celui relatif & el autre 7 Par
temps de calcul évidemment, on entend, en faisant abstraction de la machine
utilisée, le nombre d'opérations élémentaires a effectuer.

Cela souléve un autre probléme, celui de la « gestion » des résultats inter-
médiaires et de leur « stockage provisoire ».

Quand on effectue une « multiplication & la main », 3 la mode actuelle
par exemple, on écrit des lignes de chiffres sur autant de colonnes (au moins)

que le multiplicateur en comporte. On peut les effacer progressivement en
cours de calcul...

Jusqu'a une période récente, calculer 1a 1 000 000 - iéme décimale de

V2 ou bien de & exigeait le calcul des 999 999-idmes décimales précé-
dentes,

Et puis la surprise est venue grice a une formule découvene en 1996, par
Bailey, P.B, Borwein, Plouffe.

%=Xl (_4__ i, (P e
glﬁ' 8k+1 Bk+3 Bk+S5S Bk+6

Au moyen de cette formule, on peut calculer le n-igme chiffre en base 16 du
développement de 1, sans avoir A calculer les n — 1 chiffres précédents.

Je voudrais souligner I'importance de ce résultat.

Non pas tant en regard du probléme particulier qu'il permet de résoudre
(et qui aprés tout est mineur), mais plutdt parce qu'il constitue une illustra-
tion remarquable de ce qu'est la recherche mathématique.

Cette formule esi relativement simple & démontrer, Elle utilise la défini-
tion de 1'arc-tangente et son expression comme intégrale d’une fraction
rationnelle : disons qu'elle peut constituer un probléme de DEUG. Elle aurait
pu étre inventée au siécle dernier.

Mais personne jusque 14 (y compris d'ailleurs I'un de ses auteurs) ne pen-
sait qu'une telle formule existait ! Maintenant, bien silr, on se pose la ques-
tion : y en a-t-il d'autres semblables, en d'autres bases ou bien avec d'autres
nombres que 1t ?

Un champ de « possible » 5'est ainsi ouvert,
Depuis, d’autres formules pour d'autres nombres ont £lé trouvées, mais
aucune en ce qui concerne V2

n serait-il donc plus simple que Y2 ?
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6 - Compression des données

Revenons sur la question du hasard. Intuitivement, cela signifie que tout
est imprévisible et que du « passé » d'une suite, on ne peut rien en inférer sur
« |"avenir ».

Mais les situations peuvent étre mixtes. Il peut y avoir une part de hasard
mais aussi des contraintes dues au passé.

Un des plus simples schémas en est le schéma markovien : « |'avenir ne
dépend du passé que par le présent »

Ainsi, disons en francais, si 'on coupe une phrase & un endroit donné et
que I'on cherche & prévoir la lettre qui suit, on peut soit Tui attribuer une pro-
babilité tenant compte des fréquences d’apparition de lettres (“e" est plus fré-
quent gue “s", lui-méme plus fréquent que “a", ... - n'évoquons pas
G.Pérec - ), soit analyser plus finement en tenant compte de la dernidre lettre
lue : si par exemple, cette dernidre Jettre est “q", il y a beaucoup de chances
que la lettre suivante soit “u”, & moins que ce ne soil un caractére de ponc-
tuation pouvanl apparafitre aprés le mot “cing” ou le mot “coq”.

On pourrait raffiner encore et considérer les deux dernidres lettres du
texte déja écrit : aprés par exemple le groupe “II", il n'est pas possible en
frangais d'avoir un troisiéme “|".

Par un artifice mathématique qui consiste & remplacer les lettres par des
diagrammes, ceci se raméne a un schéma markovien.

Cette part de contrainte dans un texte (ou un Son ou une image...) est
prise en compte quand il sagit de la transcrire en vue d'une retransmission
de maniére & en minimiser le coflt (il ne faut pas ici prendre cette notion de
coflt en un sens seulement financier, mais considérer que le disque compact,
le fax, la 1é1é numérique, en temps réel... ne sont possibles que grice A une
telle économie).

Tenir compte des contraintes pour condenser unc information reléve de
ce que |'on nomme la compression de données.

Expliquons sur un exemple, la méthode de Ziv-Lempel (utilisée dans une
commande Unix).

Nous partons de la suite :

abaababaabaababaababaabaababa. ..

Nous lisons cetie suite de gauche a droite.
Au départ, nous n"avons encore rien lu, cette situation sera notée (0).
Puis, nous lisons le début d'un mot, ¢"est-d-dire la lettre “a™,
N'ayant rien lu jusque 13, nous créons un nouveau mot : le mot “a".
Bulletin APMEP - Spécial Journées Nationales - Marsallie 1997
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Sa date de naissance est | et nous écrivons : (1)= (0

Nous lisons maintenant |a letire suivante "'h".

Aucun mot déji lu ne commence ainsi. Le mot *h" est ainsi créé, sa date de
naissance est 2 et nous écrivons : (2) = (0)b

Continuons :

“a" a déjh été lu, poursuivons la lecture, “aa" n'a pas encore &€ lu, nous Jui
attribuons donc la date de naissance 3 et écrivons :  (3)=(l)a

efc.

Cela revient & découper la suite initiale de la maniére suivante

a b aa ba baa baab ab aab aba abaa baba....

12345 6 78 9 10 11

N = (0)a
(@) = (Hb
3) = (ha
“4) = (2)a
(3 = (4)a
() = ()b
(7) = ()b
(8) = (3)b
) = (7)a
(1) = (9)a
ayn = (4)b

Le procéde de compression consiste A coder la suite initiale sous |a forme
(©)a(0)b(1)a(2)a(4)a(S)b(LIb(3)b(T)a(9)a(4)b...
avec bien sr des notations plus économiques.

Supposant que la “source” (le schéma, comme nous I'avons dit) soit mar-
kovienne, il a ét¢ démontré qu'il conduisait 2 la possibilit€ optimale de com-
pression (F. Blanchard). Ce rapport limite qui exprime la quantité de hasard
et la quantité de déterminisme s'exprime par un nombre appelé entropie,

7 - La suite de Champernowne

Une approche expérimentale de la part d'aléatoire existant dans la suite

des chiffres de Y2 ou de & consiste donc A effectuer un test du type Ziv-
Lempel : si une compression significative apparaissait sur, disons le premier
million de chiffres, on pourrait envisager que dans leur succession, 1l y ail
quelque chose de markovien (plus contraignant que le simple tirage indépen-
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dant avec équiprobabilité). On n'observe rien de tel, ce qui ne prouve rien
d'ailleurs.

Ayant appliqué un tel test a des suites génétiques, la constatation est la
méme : 1d encore on n'observe rien. On sait bien que de telles suites ne sont
pas “au hasard" et la plupart des mutations sont létales, mais la différence ou
si I'on préfére, le signal noyé dans le bruit, sont & chercher ailleurs.

Nous allons maintenant donner I'exemple d’une suite qui, bien qu’obte-
nue par un algorithme relativement simple, présente toutes les propriélés sta-
tistiques d'une suite aléatoire. On la nomme la suite de Champernowne.

Une parenthése : a I'époque, on savait que presque toutes les suites (plus
exaclement presque tous les nombres - au sens de la mesure de Lebesgue -
dont elles représentent le développement décimal) satisfont & ces propriétés
statistques ; le probléme était d’exhiber explicitement un exemple.

1l consiste & écrire dans I'ordre les entiers successifs :

1234567891011121314151617181920212223...

Par simple comptage, on montre que chaque bloc de chiffres apparait
avec la bonne fréquence. Ce qui est beaucoup moins simple A montrer par
contre, est que le nombre dont le développement décimal est la suite de
Champernowne est un nombre transcendant.

8 - Qu’en est-il de la comparaison entre Y2 et ?

La question initiale de la plus ou moins grande complexité d'un nombre
par rapport & un autre n'a guére de sens, comme nous |I'avons constaté au fil
de I'exposé, ou plutdt dépend du point de vue auquel on se place : dévelop-
pements dans diverses bases, développement en fraction continue, et d’autres
que nous n'avons pas évoqués...

Ce qui prend un sens par contre, est de cerner une notion de plus ou
moins grande complexité pour une suite de nombres entiers.

Si une telle notion était bien définie, on pourrait alors se poser des gues-
tions en quelque sorte “internes” du type : le développement de T est-il plus
simple en base 8 qu’en base 10 7

Or, 1l existe une telle définition due & Kolmogorov et Chaitin :

La complexité d'une suite est la longueur du plus court programme permet-
tant de la calculer.

Bien entendu, “programme™ a ici une signification bien précise. Disons
seulement que cela met en jeu la “machine de Turing”.
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Le probléme de cette définition est qu’elle n'est pas effective et ne peut 1'étre
pour des raisons logigues.

En gros, la situation est la suivanie :
Un programme est une suite finie de Oet de 1,
On rentre dans la "machine” un entier n, elle commence & fonctionner et si
elle s'arréte, elle fournit le n-idéme terme de la suite,
Seulement, savoir si elle s'arréte est en général un probléme indécidable !

Remarquons en outre que cotte définition ne fait pas intervenir lo temps
de calcul (au point que justement les problémes naissent parce qu'il peut étre
infini...).

Signalons aussi que les obstructions logiques A la décidabililé tiennent
dans une certaine mesure i une auto-référence, c'est-d-dire de programmes
qui “parlent " d'eux-mémes. Un exercice favori en informatique théorique
est ainsi de construire un programme dont I'exécution consiste & I'effacer...

Nous allons ici illustrer cette notion d’auto-référence par quelques suites
ainst défintes et voir que les problémes deviennent assez rapidement trés
“complexes".

9 - Auto-référence

Considérons tout d'abord la snite :
2201 2122122112112212112122...
Elle est formée de 1" et de “2", mais on voit qu'il n"y a jamis plus de deux
*1" ou deux “2" consécutifs. Inscrivons au dessous la longueur des “plages”
consécutives de “1" et de 2" :
2112121211 211221211212 ..

2 3P0 T ZTHEZE LY 2T T

Nous retrouvons la méme suite, ce qui n'est pas étonnant puisque c'est préci-
sément pour cela que nous avons construit la suite initiale.
Le principe de construction en est simple :

- elle commence par “2"

- il y a donc une plage de deux “2"

- elle commence donc par “22"

- ce qui fait une seconde plage de deux “1", puisque les plages marguent
I'alternance

- le premier de ces “1” indique que le terme suivant est “1” et le second que
celui qui suit en vertu de |'alternance est 2"
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Nous en sommes donc A des actions successives 2 2 | | qui impliquent le
début de suite 22 11 2 1, qui va & son tour servir de référence pour une
action permettant d'allonger la suite que nous construisons...

Mathématiquement, on peut la définir comme I"unique “point fixe" débu-
tant par “2" de la transformation qui consiste pour une suite de “1" et de “2"
& lui faire correspondre la suite obtenue en alternant les plages de “1" et de
“2" avec des longueurs données par la suite initiale,

Cela peut sembler simple et en tout cas se programme aisément. Mais, on
ne sait que trés peu de choses sur la fréquence respective des “17 et des 2”7
(on ne sait pas démontrer qu'une telle fréquence existe).

Curieusement, si I'on se pose la méme question avec des plages de lon-
gueurs 1 ou 3, c'est-d-dire si I'on considre la suite débutant par

33311133313133311133313331 ...

¢ e G v ) - b S N R
on en explicite complétement la répartition statistique !

Donnons maintenant un autre exemple d’auto-référence. 1l 5'agit cetie
fois d'une suite de suites finies dont la liste commence par

1

11

21
1211
111221
312211

Le passage d'une ligne & la suivante s"effectue en “lisant” cette ligne.
Ainsi, en “lisant” 3122 11 , nous trouvons successivement un 3, un 1,
deux 2, deux 1, La ligne suivante seradonc: 13112221

On voit aisément que les seuls chiffres susceptibles d'apparaiwe sont 1, 2
et 3.

Contrairement & I'exemple précédent, on connait beaucoup sur celte suite
de suites finies ou si I'on préfere, de mots sur |"alphabet (1,2,3)

Désignons par exemple par I{n) la longueur de la n-igme ligne :
I(1)=1,K2)=2,1(3) =2, [{4) = 4, etc.

On peut alors montrer (Conway) qu’asymptotiquement I(n)~C 8", 00 6
est un entier algébrique de degré 71, ¢'est-d-dire, racine d'un polyndme irré-
ductible, A coefficients entiers, le coefficient du terme dominant étant | et de
degré 71 !!)
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A titre d'exercice, écrivons le texte suivant :
Dans cette phrase, il ya 1 “0" 1 "1", 12", I “3", 1 "4", 1 5", 1 "6", 1
!17". ’ "8“, I “9]!.
Cette phrase est syntaxiguement correcte mais fausse puisqu'il y a par
exemple 11 “1". Est-il possible d’en écrire une vraie 7

10 - Auto-similarité

Dans le paragraphe 6, nous avons considéré une suite commengant par
abaababaabaababaababaabaababa.. Remplagons mainte-
nant dans cette suite la lettre “a” par le mot "a b” et la lettre “b" par le mot
“a", On voit qu'on obtient la méme suite qui est donc un “point fixe" de cetie
substitution. En fait, on peut fabriquer une telle suite (appelée suite de
Fibonacci) par une succession de tels remplacements :

a

ab

aba

abaab
abaababa

51 I'on considére uniquement la longueur des mots obtenus, on obtient la
suite des nombres de Fibonacci

Fo=l
F,=2
Fﬂ+1= n+l+Fl

Le rapport Eﬁ"-f-l de deux nombres consécutifs de cette suite tend, lorsque n

n

tend vers 1'infini, vers le nombre d'or

i;-—l . Cela mesure ["allongement

du mot & chaque étape de sa construction et c'esl en ce sens que nous pou-
vons parler d’auto-similarité de la suite de Fibonacci...

11 y a un sens plus précis basé sur une interprétation géométrique (elle est
associée & une rotation sur la circonférence) qu'il serait trop long de dévelop-
per ici.

11 - Prédictibilité
Nous allons adopter une autre approche de la complexité, en essayant de
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concrétiser I'idée suivante :
Une suite est d'autant plus complexe qu'elle est imprévisible.

Comment cerner cetie notion 7

Nous “regardons” au travers d'une fenétre les mots de longueur n appa-
raissant dans cette suite et nous faisons une prédiction sur la lettre qui suit.

Par exemple, sur la suite de Fibonacei, regardons dans une fenétre de lar-
geur 4,

| abaa | babaabaababaababaabasbaba... ; “abaa" apparait suivi de la lettre “b"
a | baab | abaabaababaababaabaababa....: “baab" apparait suivi de la lettre “a”
ab | aaba | baabaababaababaahaababa... : “aaba” apparait suivi de la lettre “b"
etc.

Nous avons ainsi cinq mots qui apparaissent : abaa, baab, aaba, abab,
baba Sur ces cing mots, quatre d'entre eux sont nécessairement suivis d'une
lettre bien déterminée : “abaa” suivi de “b", “baab"” suivi de “a”, “abab” suivi
de “a", “baba” suivi de “a".

Par contre, le mot “aaba™ peut étre suivi de "a” ou de “b", & cause des
deux fenértres

ab | aaba | baabaababaababaabaababa ...
abaabab | aaba | ababaababaabaababa ...
De maniére trés générale, on peut montrer pour la suite de Fibonacei que

le nombre de mots lus dans une fenétre de largeur n est égal i n+ 1, et qu'un
seul de ces mots est prolongeable de deux fagons,

12 - Fonction de complexité

Au sens du paragraphe précédent, la suite de Fibonacci est trés prévisible
puisque seul un mot de longueur n est prolongeable de deux maniéres.

De mani¢re générale, pour une suite quelconque, nous introduisons une
fonction p(n) comptant le nombre de mots apparaissant dans une fenétre de
largeur n. Elle mesure en quelque sorte la complexité. Plus exactement, sa
croissance indique I'incertitude dans la prédiction de la lettre suivante.

Ainsi, dans la suite de Champemowne, p(n) = 2" tandis que dans celle de
Fibonacci p(n)=n+ L

Il y & totale incertitude dans la suite de Champermnowne et presque totale
incertitude dans celle de Fibonacci.
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13 - Suites sturmiennes

La fonction de complexité d'une suite est évidemment croissante,
Si pour un entier 7 a lieu "égalité p(n) = p(n + 1), chaque mot de longueur
n ne peut étre prolongé que d'une seule fagon et la suite est donc pénodique
A partir d'un certain rang.

A part ces suites, les suites les plus “simples™ au regard de la fonction de
complexité sont donc celles, s'il en existe, pour lesquelles p(n) =n + 1.

De telles suites sont appelées sturmiennes. Nous avons affirmé que la
suite de Fibonacci en est un exemple, Citons-en un autre de nature trés diffé-
rente.

Nous écrivons dans 'ordre naturel des entiers, les puissances de 2 et

cellesde 3 :
2,3,4,8,9,16, 27, 32, 64, 81, 128, 243, 256, 512, 729, 1024,...

mais nous ne retenons dans cette suite que le fait qu'un nombre est puissance
de deux ou bien de trois. Nous écrivons “a" pour les premigres et “b™ pour
les secondes, ce qui donne abaababaababaaba... Cette suite est sturmienne.

On peut établir un lien étroit entre les suites sturmiennes et les rotations
sur la circonférence ou bien les trajectoires de billard.

Nous ne donnerons pas de conclusion A cette histoire en train de se faire.
Disons seulement que les suites dont la fonction de complexité est trés peu
croissante sont de plus en plus étudiées actuellement, ainsi que les représen-
tations géométriques que I'on peut en donner.

L’auteur de ces lignes pensait, depuss nombre d'unnées, que les suites de
complexité 2n + 1 étaient toutes suscepubles de telles représentations (rota-
tions sur un tore ou échange de trois intervalles),

Un chercheur (S. Ferenczi) du méme laboraloire a fourni récemment un
contre-exemple A cette conjecture.

Quelle meilleure conclusion pourrions-nous donner ?
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