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Avant d’entrer dans le propos de la conférence que je propose, je veux prononcer
deux brefs plaidoyers.

Le premier concerne ’histoire et 1’épistémologie des mathématiques. Cela fait de
nombreuses années que je suis membre de la commission Inter-Irem Epistémologie-
Histoire des mathématiques et je veux dire quelques mots du pourquoi de cet
engagement. A moins de considérer son enseignement comme un simple vecteur
alimentaire, je ne pense pas que ce soit le cas d’aucun d’entre nous ici, j’estime qu’il
est indispensable de connaitre au moins partiellement 1’histoire de sa discipline
d’enseignement et d’avoir abordé des cheminements intellectuels et des difficultés
rencontrées par les penseurs des époques précédentes. Cela contribue au sens de
notre enseignement, a une meilleure compréhension des notions que nous nous
efforgons de faire acquérir et, parfois, a une meilleure appréhension de quelques
difficultés rencontrées aujourd’hui. Je dis parfois, car il me parait évident que les
problemes que les mathématiciens anciens ont eu a résoudre n’ont pas de commune
mesure ni par leur objet ni par leur contexte, avec les difficultés que peut éprouver
un éleéve aujourd’hui. Tout ceci peut se faire en travaillant ce que des contemporains
ont pu écrire sur I’histoire de ces questionnements, mais il est aussi utile, méme si
c’est parfois difficile, de revenir aux textes originaux car cela donne une autre
dimension a notre réflexion. Enfin, il n’y pas de raison de I’ignorer, cela participe
aussi a notre culture générale.

Le second concerne le domaine particulier auquel je me suis plus intéressé, les
nombres complexes. Les complexes considérés a un niveau élémentaire réunissent
longueur (module), direction et sens (argument) et donc vecteurs, ils sont associés
aux transformations du plan : translations, rotations, homothéties, similitudes,
déplacements et antidéplacements, ... De plus ils nous parlent d’une structure : le
corps des complexes. A un autre niveau se situent les fonctions de variable complexe
et les images fractales sur lesquelles je terminerai. C’est donc 1a un objet
mathématique d’une tres grande richesse ouvrant efficacement des portes sur de tres
nombreux pans des mathématiques.

Pour comprendre les cheminements intellectuels qui ont mené aux outils
mathématiques que nous manions aujourd’hui avec plus ou moins d’aisance, il est
essentiel de situer les documents que nous étudions dans le contexte de
connaissances et de questionnements de leur époque. J’ai situé les personnages aux
écrits desquels je me suis intéressé dans un tableau. J’ai essayé d’y faire figurer la

(*) IREM de Rennes.
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plupart de ceux qui a divers titres, que ce soit par le calcul, la recherche d’une
interprétation géométrique ou par leurs dénégations, se sont intéressés aux
imaginaires. La succession verticale ne signifie pas nécessairement une filiation
intellectuelle. Je vais parler plus spécialement de la recherche d’une interprétation
géométrique mais au préalable je me dois de faire remarquer le décalage dans le
temps qu’il y a eu entre I’acceptation des imaginaires « outil de calcul » et
I’acceptation des imaginaires « objet géométrique ».
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11 faut, pour saisir les difficultés qu’il y a eu a progresser, avoir bien en téte la
situation des mathématiques au cours du XV¢ siécle. En Europe, apres des siecles
d’activité scientifique de faible intensité, le retour des sciences se réalise par le canal
des écrits scientifiques de langue arabe. Cela se fait par I’Espagne avec les
traductions de 1’arabe au latin des textes de source grecque et des productions de
langue arabe ou par I’Italie avec I’ouvrage de Fibonacci(V), le Liber Abaci. C’est alors
une lente redécouverte de textes oubliés, mais aussi la découverte de I’apport tres
important des sciences de langue arabe, elles-mémes en contact avec les sciences de
I’Asie. La géométrie euclidienne est alors la référence qui s’impose, c’est elle qui
valide les démonstrations.

(1) Fibonacci ou Léonard de Pise, Pise vers 1170 — Pise apres 1240.
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Les irrationnels sont venus perturber la géométrie tres tot. Ces nombres, dits
incommensurables, qui ne pouvaient &tre associés a la multiplication ou a la
subdivision d’une unité ont eu une existence reconnue parce qu’ils répondaient a une

construction géométrique simple : la géométrie dit que JZ_ existe parce que c’est la
mesure de la diagonale du carré de coté unité, mais les rationnels disent qu’un tel
nombre leur est étranger. La géométrie euclidienne était le fondement de tout travail
en géomeétrie et tout ce qui pouvait la servir acquérait un statut d’existence.

Avec I’arrivée de I’algebre une nouvelle perturbation prend naissance. Cet outil,
d’abord développé pour répondre aux problémes de successions dans le cadre du
droit musulman, répond aussi aux problémes de la géométrie. Une grande référence
est Al-Khwarizmi® dont le traité L'abrégé du calcul par I'algébre et la muqabala
contient par exemple la résolution du probléme suivant « Un mal et dix égal a 39
dirhams ». Le mal désigne ’inconnue au carré, dix désigne le nombre d’inconnues
et 39 dirhams, un nombre. Le mot dirham a la méme origine que la drachme grecque
et, peut-&tre, que I’expression « 39 dirhams » conservée dans ces calculs est une
réminiscence des problémes a caractére monétaire qui ont ét¢ le moteur de 1’algebre.
Il s’agit donc de ’équation X? + 10X = 39 et le raisonnement est le suivant :

X est le coté d’un carré de surface X2, en
bordant ce carré sur deux cotés par des
rectangles de cotés X et 5, la moiti¢ du
nombre d’inconnues, on obtient un
« gnomon » d’aire X2 + 10X. Ce dernier,
complété par un carré de coté 5 et donc
d’aire 25, donne un carré de d’aire 39 + 25
= 64. Le c6té de ce carré vaut donc 8 qui
estégala X + 5 d’ou X =3.
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remarquer que ces deux ensembles de

(2) Mohamed Ibn Mousa Al Khwarizmi (Mohamed fils de Moise, du Kwazem, état des bords
de la mer d’Aral) ; dates supposées 780-850.

629



630

Gérard Hamon

nombres ont des histoires paralléles. Acceptés par les uns, ignorés ou rejetés par les
autres, il leur faudra plusieurs si¢cles pour étre reconnus, le temps qu’on leur donne
un statut géométrique. On le verra d’ailleurs plus loin, tous ceux qui s’embarqueront
pour la représentation géométrique des imaginaires commenceront par parler des
nombres négatifs. La reconnaissance de [’existence des ces derniers est
incontournable pour I’acceptation des premiers.

Girolamo Cardano, l'initiateur

C’est donc avec Girolamo Cardan® (1501-1576)
que débute mon propos. Savant de I’Italie du XVI®
siecle a la vie plutot tumultueuse et aux compétences
multiples, ce sont surtout la médecine et les
mathématiques qui 1’ont fait vivre. Toujours trés célébre
aux XVIII® et XIXC siécles, il est tombé dans 1’oubli,
nous laissant cependant encore dans notre vocabulaire le
terme de mécanique automobile « cardan ».
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Il s’agit de son ouvrage de mathématiques
le plus important, I’Artis Magnce sive de
Regulis Algebraicis publié¢ en 1545, puis
en 1570 et a nouveau en 1663. Cet
ouvrage est une somme des connaissances
mathématiques, y compris algébriques, de
I'époque. Deux cents cinquante ans
séparent Cardan de Léonard de Pise qui
au début du XIII® est le grand
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Durant tout ce laps de temps, les ouvrages manuscrits de maitres de
mathématiques, en particulier italiens, ont foisonné. Dans cet ouvrage, s’appuyant
sur ses prédécesseurs, Cardan traite des équations algébriques dans la tradition
euclidienne. Il a été formé a cette géométrie. Ainsi, dans son ouvrage De Propria Vita
(rédigé de 1575 a 1576, année de sa mort, et publié a titre posthume en 1643) déclare-
t-il : « Dés ma premiére enfance, vers neuf ans, mon pére m'enseigna en famille les

(3) Cardan Girolamo (Jérome), Pavie 1501 — Rome 1576.
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éléments de I'arithmétique comme des sortes d'Arcanes. Je ne sais ou il avait puisé
ces connaissances. Un peu plus tard, il m’apprit I'astrologie des Arabes et s'efforca
de m'inculquer la mémoire artificielle pour laquelle je manquais d'aptitudes. Quand
j'eus passé douze ans, il me fit connaitre les six premiers livres d'Euclide, mais sans
se donner de peine pour les questions que je pouvais comprendre par moi-méme ».

Quant a I’algebre il déclare dés le premier chapitre de 1’Artis Magnee : « Cet art
tire son origine de Mahomet le fils de Moise I'Arabe (Mohammed Ibn Moussa Al
Khwarizmi), Léonard de Pise est une source digne de confiance pour cette
déclaration ».

Voici la résolution du probléme « Le carré FD et 6 choses égal 91 ». Nous dirions
aujourd’hui x2 + 6x = 91. La méthode apprise des mathématiques de langue arabe est
connue, comme nous venons de le voir dans le « A/ Quitab Hisab al-muhtasar fi
hisab al Jabr wa’l mugabala » d’ Al Khwarizmi : on borde la carré de diagonale FD
par deux rectangles dont un coté a pour longueur celle du c¢6té du carré FD donc une
« chose » et I"autre c6té la moitié du nombre de « choses » apparaissant dans
I’équation, soit 3. La superficie totale de ces deux rectangles est donc 3 choses plus
3 choses qui font 6 choses, qui ajoutées au carré de coté une chose donnent le carré
FD plus 6 choses et cela doit faire 91. En complétant par le carré (de diagonale) DC
de superficie 9 cela nous donne le carré (de diagonale) FC de superficie 100, donc
le coté vaut 10 qui est égal a la chose plus 3 d’ou la valeur de la chose : 7.
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C’est dans cet ouvrage qu’apparait une initiative qui dépasse les pratiques
antérieures. Reprenant un probléme d’une formulation analogue aux précédents déja
traités, Cardan en amorce la résolution sur le mode classique. Mais les données qu’il
s’est fixées ne permettant pas la construction, il passe alors outre. Et, changeant de
registre, il continue sous une forme théorique qui le méne a de nouveaux nombres
« sophistiqués », dit-il, des racines carrées de nombres négatifs. C’est de ce passage
que vient une partie du titre de la conférence « dismissis incruciationibus »,
« torture mentale » ? Cette traduction est controversée, d’autres disent qu’il s’agit
d’un jeu de mots : « les produits en croix étant enlevés ».

TFe M ¢ dug § pe MRMES NG mIRm 14, dimilsfs incruciagionis
yus, A 2 ¢ mom rguquod et poi sigir hoc produdtom et yo.nam
Dans un autre ouvrage moins connu, Ars Magna Arithmetica, sans date de

publication, mais sans doute postérieur a I’Ars Magnce, il les qualifie « d’obscure
troisieme sorte de chose ».
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Ce texte donne la « résolution de 1’équation du second degré » définie par la
donnée de la somme des racines 10 (« divise 10 en deux parties ») et par leur produit
(« dont le produit est 30 ou 40 ») ; en notation actuelle, il s’agit de I’équation :
X2 — 10X + 40 = 0. Dans I’encadré Cardan rédige un calcul avec la racine d’un
nombre négatif :

« Chapitre XXXVII :

Regle II.

Je donne un exemple : si on vous dit, partage 10 en deux parties dont le produit est
30 ou 40, il est évident que ce cas ou question est impossible. Néanmoins nous le
résoudrons de cette maniére : divisons 10 en deux parties égales faisant chacune 5 ;
multiplié par lui-méme cela donne 25. De 25 soustrait le produit lui-méme : 40. Cela,
comme je vous l'ai enseigné dans le chapitre sur les opérations dans le sixieme livre,
laisse un reste m : 15.

La racine de ceci ajoutée et puis soustraite de 5 donne les parties qui multipliées
entre elles produisent 40.

Celles-ci, par conséquent, sont5p: ®m:15et5m:K{m:15.

parres,qua inuicem dulte producune 4o,erunt igitur ha, p: geme
15 & smimms 14,

Preuve.

Qu’une vraie signification de cette loi peut étre donnée clairement. Soit le segment
AB, que nous dirons étre 10, qui doit étre divisé en deux parties dont le rectangle doit
étre 40.

Maintenant, comme 40 est le quadruple de 10, nous voulons obtenir quatre fois AB
tout entiere. Par conséquent construis le carré AD sur AC la moitié de AB. De AD
soustrais quatre fois AB, sans porter d’attention particuliere a ce nombre. S’il y a un
reste, sa racine doit étre ajoutée et retranchée de AC, la moitié de AB, te montrant
alors les parties [en lesquelles AB devait étre divisé]. Méme lorsqu’un tel reste est
négatif, on doit néanmoins imaginer & m : 15 comme étant la différence entre AD et
le quadruple de AB, laquelle doit étre ajoutée et soustraite de AC pour trouver ce qui
était cherché, cela fait 5 p:®Rv:25m:40 et 5m:Rv:25m:40 cest a dire
5p:®m:15et5m:®m: 154,

Cette torture mentale achevée, en multipliant dire 5 p : ® m : 15 et
5m:®m:15celadonne 25 m:m: 15 qui est p : 40. Par conséquent le produit est 40.

(4) Dans « 5p: Rv:25m: 40 », le v symbolise les parenthéses en notations modernes, ce

qui donne 5+ 425 -40 .
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Toutefois la nature de AD n’est pas la méme que celle de 40 ou de AB parce qu’'une
surface est éloignée de la nature d’'un nombre ou de celle d’'une ligne quoique trés
proche de cette derniere. Ceci en vérité est sophistiqué, cette quantité est vraiment
imaginaire car les opérations ne peuvent étre réalisées avec elle comme avec un pur
nombre négatif, ni comme avec les autres nombres. Nous ne pouvons pas plus la
trouver en ajoutant le carré de la moitié du nombre [donné] au nombre du produit et,
a partir de la racine carrée de cette somme en ajoutant ou retranchant la moitié de ce
qui doit étre divisé. Dans I'exemple ou il faut partager 10 en deux parties dont le
produit est 40, si tu ajoutais 40 a 25, carré de la moitié de 10 cela ferait 65, et si tu
ajoutais et retranchais 5 a la racine carré de ce nombre, tu aurais de fagon semblable
les parties R 65 p : 5 et £ 65 m : 5 mais ces nombres different de 10 et leur somme
ne vaut pas 10 mais } 260. Et I'on pousse la subtilité arithmétique a une extrémité ou,
comme je I'ai dit, elle devient tellement subtile qu’elle est inutile »©).

CARDAN laisse alors deux héritages, des calculs rédigés avec la racine carrée de

nombres négatifs X m : 15 ( v-15 ) et une construction géométrique inachevée.

-=T

gRiREmIIg {
gmRm.1§

[ z5 |151F1'::E-ﬁ‘lj. T

Il ouvre deux voies pour les nombres imaginaires, celle du calcul et celle de la
représentation géométrique. Pour ceux qui vont calculer, le chemin sera vite
parcouru, je vais en citer quelques-uns, parce qu’ils ne sont pas controversés sur les
fondements. Les imaginaires permettent de répondre a 1’affirmation, bien que ce ne
soit encore qu’un sentiment, qu’une équation algébrique a autant de racines que son
degré et, surtout, les imaginaires affichent leur efficience pour mener des calculs
conduisant a des solutions non controversées. Pour ceux qui se lancent dans la
représentation géométrique, le chemin va étre beaucoup plus long parce que les
controverses vont étre nombreuses et surtout parce que les premicres propositions
n’éclaireront pas les calculs et reléveront avant tout d’une volonté d’illustration sans
grande portée.

(5) Cardan, G. Ars Magna, 1545, Chap. XXXVII, f° 66r. Traduit du latin et de 1’anglais par
I’auteur.
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Ceux qui calculent
Bombelli, le premier calcul

C’est ainsi que, si des le milieu du XV°¢ siécle,
Cardan s’est intéress¢ aux deux versants de la
question, des le dernier quart du méme siecle, Rafael
Bombelli® en fait un outil de calcul dont il prouve
’utilité pour la résolution des équations du troisieme
degré. Dans la premiere reproduction d’une page du
manuscrit de L’Algebra qui suit, trés connue, on lit la

%
résolution de I’équation x3 = 15x + 4 (égaliser 1 2

!

15 +4) : on prend le tiers de la chose (coefficient de
I’inconnue 15 divisé par 3) et on le cube
(53 = 125) et ceci est 6té du carré de la moitié (2) du
nombre (la constante 4) qui est 4, il restera 0 m. 121
et de ceci on prendra la racine carrée,

Refo 1,

donnera R [ 0 m. 121 ], qui ajouté a la moiti¢ du nombre fera2 . p. R [ 0m. 121 ],

L ALG rnhq

I RO OCM A,
Pref@oaies kel DLYTIE.
R i e

Cest-a-dire 2++/-121 dont est prise la racine cubique (le créateur du cube), et
ajouté a son conjugué fera R3[2.p. R[O0m. 121 ]]p. R3[2. m. R[O0m. 1211]],

soit 31/2+J—121 +31/2 —12 ce qui est en fait dans notre écriture

Joendol - 1d

Dans un autre passage, il a décrit sa méthode pour trouver les racines cubiques et,

pour ¥2+4-121 , il a trouvé 2+1/—_1. Dans la partie encadrée, il arrive a la

conclusion, avec les calculs rédigés, a 2+J—_1 +2—1/—_1 =4. Sur cet exemple
simple (il en a rédigé bien d’autres), il démontre la réalité calculatoire des
imaginaires qui sont utiles a la résolution de certaines équations du troisiéme degré.
Les irrationnels avaient semé le trouble dans la géométrie euclidienne ; ici la
géométrie n’est pas citée.

(6) Bombelli Rafael, Bologne 1526 — Bologne 1572.
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Bombelli ne sait pratiquement rien de ces « nombres » ; peut-on d’ailleurs déja
parler de nombre ? Et pourtant il les utilise dans les calculs, prenant a contre pied
Stevin”) qui déclarait « 11 y déja tant de choses siires sur lesquelles travailler qu’il
n’y a aucun besoin de se fatiguer sur les choses incertaines ».

Comme dans bien d’autres situations, une rigueur extréme aurait bloqué toute
avancée, passer outre se révele productif.

Si Bombelli a le souci de donner quelques reégles de calcul élémentaires avec les
« complexes », son vocabulaire « piu di meno, meno di meno », littéralement « plus
de moins » et « moins de moins » qui pourrait étre un raccourci de « piu radice di
meno, meno radice di meno », « plus racine de moins », « moins racine de moins »,
restera cependant sans héritier. Je saisis 1’occasion de donner une autre reproduction,
moins connue, du manuscrit de Bombelli dans laquelle il rédige plusieurs résolutions
d’équations du troisiéme degré. Une évolution est a remarquer entre le manuscrit et
I’ouvrage imprimé, des différences notables tant dans les notations que dans le
vocabulaire apparaissent. Pour confirmer la maitrise du calcul sur les imaginaires
qu’il a acquise, il résout la deuxiéme équation x> = 32x + 24 sans s’attarder en
explications. On peut en outre remarquer qu’il ne s’intéresse pas aux deux autres

racines qui sont négatives (—3+ 1/?: et —3— 1/?: ).

(7) Stevin Simon, Bruges 1548 — La Haye 1620.
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Et c’est parce qu’apres sont mis de nombreux cas qui ne peuvent se résoudre que
Cardan a donné plusieurs Reégles pour résoudre de tels Cas imparfaits. Certes ce sont
de trés belles inventions (comme on le voit dans le vingt cinquieme Cas de son Ars

Magna) mais tous peuvent se résoudre par les régles données, comme je le montrerai
un par un.
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1
Le premier dit égalise 1 a 20 + 32(8), Ceci peut se résoudre en ajoutant 8 a la fois
d !
aux deux parties et on aura 1 + 8 égal a 20 + 40 de sorte que les deux parties

gy

divisées par i +2, il en vient 1-% 44 égal a 20 et selon le Cas, la chose vaudra
R.q.17 + 109,

.'

LT
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| 1
Le second dit égalise 1 & 32 + 24010 Ceci peut se résoudre par la régle du plus
que moins(“) que jai démontrée et la chose vaudra R.c.[12 plus de moins(12)

R.q. 1069 ](13> + R.c.[12 moins de moins('4) R.q. 1069 — ] et parce que les deux
R.c. liéges ont le co6té(15) qui est 3 plus de moins R.g.1 % et 3 moins de moins

R.q.1 % , ajoutées ensemble elles font 6. Par conséquent la chose vaut 6. Ces cbtés

pourront facilement se retrouver en recourant aux regles ci-dessus données dans le
livre premier.

a2 1 L]
(8) Le manuscrit donne iam P C&, équation x3 = 20x + 32.

(9) Solution 1++f7 .
a2 1 u]
(10) Le manuscrit donne 1 & & p M, équation x3 = 32x + 24.

(11) Le manuscrit dit « Regola Sofistica », Régle Sophistiquée.
(12) Le manuscrit dit « Regola Sofistica ».

) ST . . 3 . 17
(13) Avec I’abus d’utilisation du symbole racine cubique 12 +i 10695 .

(14) Le manuscrit dit « Regola Sofistica ».
(15) Dans le manuscrit Bombelli écrit « Creatore » pour « lato », cdté, écrit dans I’ouvrage
imprimé.
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] 1
Le troisieme dit égalise 1 a 10 + 24. Ceci peut se résoudre par la Regle de taille du
cube(18) (comme on le montrera en son lieu) de sorte que la chose vaudra R.c.[12 +

R.q.106 g ]+ R.c.[12 - R.q.106 g ] et parce que les deux racines ont pour cété

2 + R.q. % et2-R.q % . qui ajoutés ensemble font 4, alors la chose vaut 4.

| 1

Le quatriéeme dit égalise 1 a 19 + 30. 27 s’ajoutant a chacune des parties, on aura
H| 1

1 + 27 égal a 19 + 57. Chacune des parties étant divisée par
! 2 1

1 +3,ilenvient 1 + 3 + 9 égal a 19 qui résolu donnera la chose valant 5.

11
Le cinquiéme dit égalise 1 a T + 90. Ceci peut se résoudre par la Régle de la
taille(”) du Cube et il en viendra R.c.[45 + R.q.2012 % + R.c.[45 — R.q.2012 % ]
s . . 1 11 1 11 .
dont le c6té de chacun étant pris, on aura 2 > + R.q.3 ' et2 5 R.q.3 = qui
joints ensemble font 5 et vaut la chose.
| i

Le sixieme dit égalise 1 a 16 + 21.27 étant ajouté a chacune des parties on aura
| 1 1 2 1

-

1407 égal a 16+ 48, chacune des parties divisée par i 3, il en vient i+34

9 égal a 16 et ainsi résolu selon le Cas, la chose vaudra R.q.9 % +1 21 , C'est ce

que dit Cardan dans le méme cas.

| 1
Egalise 1 a 4 + 15, méme celui-ci peut se résoudre par la taille du Cube(18) et il en

viendra R.c.[7 1 + R.q.53 5 I+ R.c.[7 1. R.q.53 5 ] de sorte que le cété
2 108 2 108

de chacun pris, on aura 1 21 +R.q.1 H et

11 L
-R.g.1 — ajoutés ensemble
12 41 g5 auaed

Nl =

font 3 et 3 vaut I'inconnue.

(16) Le manuscrit dit « Regola di Scipione del Ferro ».
(17) Le manuscrit dit « Regola di Scipione del Ferro ».
(18) Le manuscrit dit « Regola di Scipione del Ferro ».

639



640

Gérard Hamon

D’Alembert, tentative de validation

Plus d’un siécle et demi plus tard, alors qu’on discute toujours sur I’ interprétation
géométrique des imaginaires, ces derniers interviennent dans des calculs toujours
plus élaborés. Ainsi peut-on voir dans la « Réflexion sur la cause générale des
vents », d’Alembert!? les utiliser et rédiger une démonstration justifiant que tout
nombre complexe a une puissance complexe est un nombre complexe,

[a +b1/—1]g+h',__1 =A+ BJ—_I . S’il n’est pas de ’objectif ici de discuter de la
validité de cette démonstration, nous devons remarquer une évolution : les nombres
complexes ne sont pas I’objet de son ouvrage, mais d’ Alembert ressent le besoin de

valider les outils mathématiques qu’il utilise.
fa REFEFLEXIONDCSE

L e el 2

g4 — LB b= Ah—-g By Lo lantize A - v

v

an, Quelatd Femt)FT77 T = A + B 1r—u.
Clar faian: varict o & B, anifrbicn que a B b, 80 prenam
fes diffifrentciles Logarithminues, onaf g-1= ) 1" —1»

darbndiv—r Aol ATt ool dive (w1 art prefl)
P R A Fr—1
Ad A g AN —— CAAFR — AdA) ¥ —T .

o4 el B

gada ) _sl'i-d'lll — xhJL - fFlida
am —I—-J:"-'

(hada mf= S48 4 gasF _-_-EI‘JN}H — .

ax—— b *
adb —hda
s

T _r
donc A A 2 B = [aa-= 58] =«

At ..o fkda

H—..—-JF — Fr; -.{ - ——
'E":-‘r.f.i.-[— }J“=.-E'lng.].-”[.:1.¢—1—£r.§'] £ S wa o bk "

cadb — Fada m et R - BOA e des gxpreMiong des
Ur f = =i X<+ FE L

angles done les tangenres fang % e j done B & A

funr les Sinos & Cofivus d'un angle dome le rayon ot
I }Jlr“""lll'_l:""r"
— I

1 [aa + &b xe EREL I P dont 1a valeur eit

log. 1 [ad == b4 p g Flii—ton

EEE RN *

(19) D’Alembert Jean Le Rond, Paris 1717 — Paris 1783.
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De P’indifférence au rejet
René Descartes, I’indifférence

Il s’agissait des deux mathéma-
ticiens que je cite dans la premicre
colonne. Dans la deuxieme colonne
qui débute avec Descartes??) et se
termine avec Poncelet®D, je cite
plusieurs de ceux qui ont été réticents
aux imaginaires.

Les imaginaires ne semblent pas
avoir suscité [’intérét de René
Descartes. La lecture de La Géométrie
donne I’impression qu’il s’agit d’une
absence de prise en compte.

Bien qu’utilisant le terme algebre, contrairement a ses « contemporains » et a ses
prédécesseurs, il ne parle pas des fondateurs de langue arabe de I’algébre et pas plus,
a part Cardan et Scipio Del Ferro®?), de leurs successeurs italiens. Il parle des anciens
et les seuls qu’il cite sont Euclide®® , Appolonius®* et Pappus®), des auteurs de
langue grecque. Le plus surprenant est que, se situant pourtant plus de cent ans apres
leur publication, il n’évoque nulle part /’Algebra de Bombelli alors qu’il traite des
équations du troisiéme degré. Wallis@®), son contemporain, qui s’est lancé dans
différents essais d’interprétation géométrique des imaginaires que nous allons
examiner plus loin, évoque I’ouvrage de Bombelli dans un courrier a Roger Cotes®7),
Descartes ne peut donc étre rangé dans la lignée des opposants, mais plutot dans celle
des ignorants car il ne semble pas avoir eu connaissance des travaux de ses
contemporains ou avoir voulu les prendre en compte, que ce soit ceux de Wallis ou
ceux de ses prédécesseurs comme Bombelli. S’il connait le travail de Cardan, il ne
dit mot sur I’interrogation laissée par ce dernier. Dans La Géométrie, Descartes décrit
initialement la construction géométrique des opérations de 1’arithmétique qui « n’est
composée que de quatre ou cinq opérations, qui sont, I'addition, la soustraction, la
multiplication, la division et I'extraction des racines ». Il affirme vouloir se démarquer des
anciens : « Ou je vous prie de remarquer en passant que le scrupule que faisaient les
anciens d’user les termes de l'arithmétique en la géométrie, qui ne pouvoit procéder
que de ce qu’ils ne voyoient pas assez clairement leur rapport, usoient beaucoup
d’obscurité et d’embarras en la fagon dont ils s’exprimoient », la géométrie
euclidienne reste le fondement de ses raisonnements ce qui naturellement exclut
toute interrogation sur une représentation géométrique des imaginaires. Il s’ensuit

(20) Descartes René, La Haye-Touraine 1596 — Stockholm 1650.

(21) Poncelet Jean Victor, Metz 1788 — Paris 1867.

(22) Del Ferro Scipio, 1465 — 1526.

(23) Euclide, premicres décennies du III° siécle avant notre ére.

(24) Appolonius de Perga, condisciples des étudiants d’Euclide a Alexandrie.
(25) Pappus, Alexandrie fin du III€ siecle avant notre ére.

(26) Wallis John, Ashford 1616 — Oxford 1703.

(27) Cotes Roger, 1682 — 1716.
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que nulle part n’apparait dans La Géomeétrie 1’écriture du symbole 1/— associé a une
quantité négative pas plus d’ailleurs qu’une écriture symbolique des nombres
négatifs. Les nombres négatifs posent cependant moins de probléme car, en exposant
son habilet¢ a manipuler les équations, il montre qu’on peut transformer les
« solutions fausses » (négatives) en solutions vraies (positives). « Et il est a
remarquer qu’en augmentant les vraies racines d’une équation on diminue les
fausses de la méme quantité ... ». Les solutions fausses, du fait de cette possibilité
de les transformer, acquiérent une forme d’existence. Il résout géométriquement les
équations de la forme z2 = az + b%, y2 = —ay + b? et z2 = az — b? et confirme bien sa
pensée en déclarant qu’« il N’y a aucune racine en I'équation, de fagon qu'on peut
assurer que la construction du probléme proposé est impossible ». Plus loin, en
explicitant ses méthodes de résolution des équations, il admet les racines « fausses »
(négatives) et les désigne sans leur signe, ce qui évite d’écrire la chose impossible.

De la sorte, I’équation x2 + 4x + 2 = 0 a pour solutions les racines fausses 2 + 1/2_ et
2- 1/2_ qui sont en fait —(2 + 1/2— ) et —(2 - 1/2_ ) , nombre négatifs ; pour 1’équation
x2 +4x + 7 =0, il déclare que les solutions sont imaginaires sans rien écrire.

Fi Faneello vaanr, o i plomatlsy 40 Didee st sk id | 010 10 80 |8 ra e dals
rouagk- Al

ECF TR L

Pl I Braagle resanle MLH cFr. AL ddant b et TRE mod gl 0

Pun R

1 .
rerle parrke Ao lacpunlilt senie 80 el 1"l LW omon. I1 nmiliE -

Faidre ponlitd cosotg aju dhal mullipldn parz, pur 3 o 4o e
liet s awrmne, peia plakipgeanl W8, D tane b re 1inphe, geaprea d G
A e e N0 kgl deate A ST L Irala bl g W T cliardb b S
~hratzaprime s e rle:

1

e, = _F.'-:I’_” r-'_.

T juiy’ = —uy 1 P Mquey el v T e T -
2l oo e e Draepl e laggle P bl ul a2z barr BIE] ol BED e

APMEP
n° 448



APMEP

n® 448 De la torture mentale aux images fractales

ML el e rrale DM eal g, [ mcine chepglibe, B Tagnh qua s

g rm—
!_r—_—%r:+w1u’-l 1

Ed [paaf Je mio=e g j'azon
e — a1,

"W gt T el |tAuki

3]
T _'V{—.:Ijr: 4—1;". l::' -+ b,
1l ainei dea K,
F=iin, 41 '8l

"=t - L°,
jr Fan MK (ig, A1 dpnl b AJI L LW gt b b ramne demal; pois, 2l

L

d_

]
e g dr jeicdig tes poanin B, jdim LUPM aralble & §™, o diporeptee B,
1 [, dgare f&vrl onoremde g la voupe aua cennle I 3L 1L e
cbmivi: ¢l Lk ore Diem LI zar fn w2 b glR 00 alime o1 odELS
hrera, b i o
1 -1

- . fo.al —
r—an ll" Q"
i - .Il" —_ ‘_."lr!-i‘u" - b

Fiai Lo morele, r[||i ayani 200 condcd & point b1 passe par |l l'll.:lilll. TFL M
conpe ki ne touche 1a hgne droite LR, il o'y 3 auenne rarine sn ["4quation,

e fagon qnon peul sssuror que la construction do probléme proposé est

immpasihle.

Il le fait remarquer plus loin, il n’existe pas de transformation algébrique
permettant de rendre les racines imaginaires en racine vraies, ce qui confirme leur

inexistence.

4w yuyle, lant s eraiee renipes Qe lm Do ooe @l [T Inwjodes dares

rid¥=, inuit qielnerhis erRlemen| imegiraires, oo dodimpatan renl hise

TEL .

. A rd b Ak
lost Jes ik Wehapink' Bullinl que Joi dol on chagee fpotize, oy gt n'y Byrmnd
n quehjoefin - vsmono quanliB? anl earmoeworte b R 'R inngrme ":‘:t‘:’
crmer= prgrae qu'nn en ey apiner irepoan acllea), o Hr = .

I" — U™ A 13 — =1,

i 'y en p (el n s eleHoani ol S o e ey dage miplece, quiepaan
15 mu i e ol flimilneec, B9 Wbyl o= b G qoe j sl Aepliguer,
an neaniegil e pendea quiman e me{oalrra,

Le paradoxe est que Descartes a su prolonger la géométrie euclidienne en
s’appuyant sur la création d’un repeére qui se rapproche de ce que nous nommons
aujourd’hui repere ... cartésien et qu’il avait la une ouverture pour la représentation
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géométrique des complexes. Ses prédécesseurs, ses contemporains et nombre de ses
successeurs butaient sur leur incapacité a repérer le plan, se fermant ainsi une
possibilité d’interprétation. Descartes qui montre dans La Géométrie son habileté a
décrire les courbes, a lier algebre et géométrie ne I’a pas plus senti, sans doute que la

question n’était pas encore suffisamment dans 1’air du temps.
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Jean-Victor Poncelet, le rejet

J’en viens au dernier opposant
d’envergure, Jean-Victor Poncelet. Il
s’agit 1a d’un personnage de la géométrie
du premier quart du XIX€ siécle qui, pour
reprendre Chasles®® dans son Rapport
sur les progres de la géométrie, « ... était
bien inspiré car cette voie (les recherches
de pure géométrie) I'a conduit a de
brillantes découvertes ... En 1822 il mit au
jour le Traité des propriétés projectives des
figures, qui marque un pas considérable
pour la science ». Comme nombre de
ceux que je cite dans mon tableau initial,
la trajectoire de Poncelet est originale.
Sorti de Polytechnique en 1810, il
participe aux guerres impériales comme

lieutenant du génie. Laissé pour mort sur le champ de bataille de Krasnoi pres de
Smolensk, a la suite de la défaite des troupes du maréchal Ney, il est emprisonné a
Saratoff sur les bords de la Volga en 1813 et 1814. Il a 24 ans et, pendant ses deux

(28) Chasles Michel, Epernon 1793 — Paris 1880.
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ans d’emprisonnement, il rédige, sans source documentaire disponible et uniquement
a partir de ce qu’il se souvient des mathématiques, sept cahiers qui serviront de
fondement a son traité. Par la suite, comme il le déclare dans sa préface, délaissant
I’étude de la géométrie, il se consacre a I’enseignement des sciences mécaniques et
industrielles n’ayant « d’autre but que de se rendre utile a la classe ouvriére et a la
jeunesse de nos Ecoles ; il voulait leur inspirer 'amour des vérités éternelles de la
science, la haine de l'intrigue et des sophistiques subtilités d’'un charlatanisme cupide
... ». Ses nombreuses publications vont des Cours aux ouvriers messins a I’ Exposé
historique des principales inventions concernant les machines outils en passant par
Sur le nouveau systeme d’écluse a flotteur. Ses travaux en géométrie reposent sur le
principe de continuité qui consiste en ce que « si I'on congoit qu’une figure donnée
vienne a changer de situation par un mouvement progressif et continu des parties
dont elle se compose, sans cependant violer la liaison et la dépendance primitivement
établies entre elles, les relations ou propriétés métriques qui concernent la figure
dans la situation premiére demeurent applicables, dans leur forme générale, a toutes
les figures dérivées sans autre changement que celui des dénominations simples
plus et moins qui peuvent s’intervertir entre elles dans les relations ... », ’essentiel
de son travail étant les propriétés projectives des figures dont le principe est résumé
ci-dessous.

Les travaux de Poncelet en géométrie sont certes importants, mais on aurait pu
penser que, quarante ans apres 1’écriture de son traité, il aurait accepté de remettre en
question certaines de ses certitudes. Toujours est-il que, jusqu’en 1864, il semble
avoir été imperméable aux travaux réalisés sur la représentation géométrique des
complexes. Il est contemporain de Cauchy®® et tout ce qu’il écrit laisse supposer une
bonne connaissance de 1’évolution des mathématiques. Ainsi connait-il les travaux
contemporains puisqu’il cite Cauchy, mais aussi Coriolis, Pliicker et bien d’autres...,
mais il maintient ses positions dans une note complémentaire. Lassociation de

« +-1 » & une rotation d angle 7’ la « perpendicularité » est le résultat d’analogies
trompeuses quoique séduisantes, ce qui ne ’empéche pas lui-méme de pratiquer

, . , , . . . 6
I’analogie. Il déclare que la courbe représentative en coordonnées polaire de p=ae

étant une spirale logarithmique, celle de r = e‘,__m est celle d’une spirale
logarithmique ... imaginaire. « ... le calcul algébrique n’est point a proprement parler
une science, mais bien un art, un mécanisme assujetti a des regles, a des procédés
invariables qui s’appliquent a nos premiéres conceptions géométriques, lorsqu’elles
se bornent a formuler des rapports préexistants entre certaines grandeurs des
figures, etc ? Ce mécanisme servant a découvrir d’autres rapports qui découlent des
premiers, soulage la mémoire, abrege le travail de I'esprit, mais jamais il ne le dirige ;
car dans son mystérieux symbolisme, il cache trop souvent, non pas simplement des
erreurs matérielles, mais des contrevérités ou d’insignifiantes vacuités. »

(29) Cauchy Augustin, Paris 1789 — Sceaux 1857.

645



646

Gérard Hamon

TR 1 ke B L wre ndme GBS PREENILES [oriidsites,
= i e pies el al I chitlindr, i, oM [unig vpulalie apns
aranblabile pooqeid ol sow e Ozace dunnde, [ salfie e G-
me et o elle o Lo poar P queleanqse du ses (eeed-
Gguk, M, parend Lanles Les pogecibons possdbiles da o2 g,
il gl 0 essler g oo e TRl 4 Aes et phit
antpho, of sk beeguelies o b moasirgiss ou T2 ellanhe
UEn s prapst Jecatep dyne precsiens fazilng £ 1 crips
erwer b coupel wal, o, vl e pus. ke eonnaisgieee de
aporl e paoprielce limuotyiees b o Gémwetrie. Par vomin-
phe. Ta bhoars popbr Hua L, 2 JEFkculeT, s S TuE Sliigque,
vl Fu S0E0 gjursdsie covibms i erzam stk ol lres, peowld
leprl e Ja s Lisng eankigee 1w FeRniplacés i ufn TR
rerce et e, e cotke e pemaequwe Sl e Gaesner
by apierstionns bos plos g ndrales ales soclans onuigoes o d'au-
WL cpwi il el Ellm eniaires,

Ot remnde 0wy cela i gueBle pospraria e oot Geee 1 decs
srine i progee liohs pner ursces Tes rechercies goomdinigqees ,
il Sdtelamn A s onsidEraLiine quiafles aifrs g yegl abréger or
eilider res carhan hge. Cesl amsl que JFja, guerlguds aro—
e de oy Groagiee ARaurebee il Uwee wadcrd o -
Eamty, elivieoees I1|-rr||.-|-i|"l|r‘~; s e 2l popbeisee de L i
meibere oyt oregie, sk Grmil awel penible e dilicile oy
Wl om0l Bt Qialeg? rnaided.

A el e |'|':|'||].i||||.|| :-!.l!lh.‘ﬂl.;'-r
.i_‘l = I'\.- = II"“'." ' LR LT P LY 'f._ 1,
o famundle Bl 1s
varizl el wanta g e all e jeomenl=s 0 bl e B Fale
prec e s o’

' sl

TTN o R LR R T | P T T R TV 1Y T T T PR H AR E

(U ] SR TR 2 ol [HUBS B PUTR W arenee=
Lt atla - nnfe b5 e ol . =noenr
1"l

v L qpuacl

dphi eiten vt Al creene ol CYEN LIt L B RO Pt T RO LR E CT RN
Mu..;u.nul L LT P B ERF L

ri=ilfia-p

=gl |.'-|-|l.--|.I il e e Irapialom

appe R IR e SO veen Bommee o cenc by et -
tenr lie -apgs TR I EETT LN JTH BT P ETRC TR TRT TS l.l-1""l-l"-':.\,—\-rlll'lllll--'-f-'
Pty easn, DIE, 0 el 3 et o0 b= pagaees gl Lot oo < felatine-
TETR T ST TR T I Y [UTTE 1 EY R N TOR B TR R S TR P PP T |-
Pome sy s il el bbb g B csteslnanmme e 'y e e e puadalens
el il ke, e
Est-ce sa profonde inimiti¢ pour Cauchy qui avait a I’époque déja bien synthétisé
cette question qui le conforte dans cette position ? Cauchy était celui qui avait recalé
ses mémoires proposés a I’ Académie. « Or, jinsiste quoique bien a regret, M. Cauchy
était peu apte a comprendre et godter les doctrines de la géométrie, ce dont on se
convaincra en lisant le mémoire sur la synthése algébrique, ou cet académicien
reproduit un peu tardivement (1843) les méthodes de son ami et affidé scientifique M.
Gergonne, qui consistent a traiter, sans calcul ni éliminations laborieuses, certaines
questions de géométrie élémentaire, relatives aux contacts des cercles, des sphéres
etc. ». Il faut le reconnaitre, Cauchy, potentat incontournable des mathématiques
semble avoir souvent omis de considérer de nombreux travaux a leur juste valeur. Il
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a ainsi gardé « sous le coude » les travaux des jeunes Evariste Galois®? et Niels
Henrik Abel®D qui se révélérent bien plus tard, étre fondamentaux. Quant a Poncelet,
il persiste et signe :
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Il utilise le terme imaginaire en géométrie. Ainsi, si une droite rencontre une
conique en deux points, il la nomme corde ou sécante réelle et les points, points
d’intersection réels. Quand la droite n’est plus sécante, les points d’intersection
deviennent imaginaires, une droite inconstructible étant dénommée droite
imaginaire.

Il me parait que ce principe de continuité qui permet de passer d’une figure a une
autre avec de la sorte une forme de continuité dans les calculs ait été une des raisons
qui I’ont amené a persister. Quand il passe si aisément de la spirale logarithmique a
ce qu’il appelle spirale logarithmique imaginaire, il applique ce principe et, comme
ses droites imaginaires, sa spirale n’existe que dans l’imagination. Il se laisse
aveugler par deux écritures proches mais qui n’ont pas du tout le méme sens.

Ceux qui construisent

Jen viens maintenant a ceux qui se sont attelés a la construction d’une
interprétation géométrique des imaginaires. Je les ai situ€s en trois groupes non
exclusifs ; le premier a été sans issue : I’interprétation par des aires négatives ; les
deux autres correspondent aux interprétations communément admises
I’orthogonalité et les transformations du plan. Je n’ai pas le temps de passer en revue
tous leurs travaux, mais je vais d’abord faire quelques remarques générales sur les
différents auteurs cités. Wallis, Euler®?, Gauss®? et Cauchy sont toujours connus,
les autres sont pour certains de quasi inconnus et plusieurs n’étaient pas

(30) Galois Evariste, Bourg la Reine 1811 — Paris 1832.

(31) Abel Niels Henrik, Ile de Finnay 1802 — Arendal 1829.
(32) Euler Léonard, Bale 1707 — Saint Pétersbourg 1783.

(33) Gauss Carl Friedrich, Brunswick 1777 — Gottingen 1855.
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mathématiciens « professionnels ». Buée®¥, abbé organiste a Saint Martin de Tours,
émigre en Angleterre le 10 aoit 1793 et ne produit qu’une seule communication
mathématique publiée dans les actes de la Royal Society of London. Argand®) est
teneur de comptes a Paris et Wessel est arpenteur-cartographe du roi de Danemark.
Pour ce qui a été publi¢ sous le nom de Mourey, on n’a que peu d’idées sur qui cela
peut étre. Un mathématicien trés connu ? Peut-étre un groupe d’éléves de
Polytechnique si je m’en réfere a notre collégue Henry Plane ? Louvrage La vraie
théorie des quantités négatives et des quantités prétendues imaginaires publié en
1828 est réédité en 1861, puis Mourey est cité par Lefébure de Fourcy dans ses
Legons d’algebre. Laissant le cite dans sa traduction du Traité des équipollences de
Bellavitis®3) en 1854 et Wood dans ses Elements of coordinated geometry. Je serai
tenté de dire qu’il s’agit peut-étre d’un précurseur du groupe Bourbaki qui a échoué.
En effet ne déclare-t-il pas dans sa préface : « Pour développer complétement cette
théorie, il faudrait refaire toutes les branches des mathématiques. Jusqu’ici je n'ai pu
m’occuper, comme on le pense bien, que des principes fondamentaux, et cependant
jai composé un manuscrit assez considérable. Mais, les circonstances ne me
permettant pas de faire imprimer un ouvrage aussi volumineux, j’ai pris le parti de
publier d’abord cet opuscule, qui n’en est qu’un faible abrégé » ? De fait I’opuscule
introduit un vocabulaire nouveau et des notations nouvelles qui resteront sans
postérité.
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Une question a ¢été plusieurs fois débattue : quel impact réel ont eu ces divers
écrits sur la finalisation d’une représentation géométrique des complexes ? Pour 1’un
d’entre eux, celui de Wessel, il est évident qu’il n’a pas eu d’impact. S’il faut
reconnaitre sa grande qualité, ’interprétation géométrique y est explicitée aussi
clairement qu’on pourrait le faire aujourd’hui, son expression en langue danoise en
a fait un ouvrage totalement méconnu au moment ou sa connaissance aurait été
cruciale. Pour les autres, méme avec quelques années de retard, ils ont été connus et
cités. Ils ont donc eu une action sur la pensée mathématique et leurs parutions quasi
simultanées m’inclinent a estimer que, contrairement a 1’époque de Descartes, la
question était suffisamment « mire » pour arriver a étre résolue.

(34) Buée Adrien-Quentin, fin XVIII® — début XIX® siécle.
(35) Argand Jean-Robert, Geneve 1768 — Paris ? 1822.
(36) Bellavitis Giusto, Bassano 1803 — Tezze (Italie) 1880.
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Je ne vais ici parler que de trois intervenants dans cette histoire, Wallis, Buée et

Argand.
John Wallis, des tentatives tous azimuts

Wallis, contemporain de Newton, est
professeur de géométrie a Oxford de 1649 a
1703. C’est un des fondateurs de la Royal
Society équivalente a [’Académie des
Sciences en France. Il publie en 1685 un traité
Traitise of Algebra, Both historical and
practical. Comme je 1’ai annoncé, il
commence par justifier [’existence des
nombres négatifs en examinant les
déplacements d’un homme sur une droite en
avant et en arriere d’un point A. Il explique
que lorsqu’on en vient a une application
physique, une quantité moindre que rien
indique une quantité réelle, comme avec le
signe plus, mais dans un sens contraire. Cette
relation entre le plus et le moins le conduit a

vouloir interpréter les carrés négatifs en cherchant a définir des aires négatives sur le
méme mode. Comme pour les reculs, ce n’est qu’une question de langage, les aires
négatives reviennent a des surfaces perdues, surfaces carrées dont le c6té est donc
imaginaire. Linduction n’est pas ici trés performante parce que c’est une maniére
bien compliquée de dire les choses et surtout parce qu’on n’en voit pas bien 1’utilité

opératoire.
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Des Carrés Négatifs et leurs Racines Imaginaires en Algébre

Par exemple, supposons que dans un endroit, on gagne sur la mer 30 Acres, mais
que dans un autre endroit on perde 20 Acres. Si maintenant il est demandé : combien
d’Acres a-t-on gagnés en tout ?

La réponse est, 10 Acres ou + 10 (parce que 30 — 20 = 10). Ce qui fait 1 600
perches carrées (parce que I'Acre anglaise est égale a une surface de 40 perches de
longueur, et de 4 de large, dont l'aire fait 160 ; 10 Acres feront 1 600 Perches
Carrées). Représenté sous la forme d’'un carré cela nous donne un coété de 40
Perches ou (en admettant la Racine Négative) —40.

Mais si en un troisieme lieu, nous perdons 20 Acres de plus et que la méme
question est a nouveau posée : combien avons-nous gagné en tout ? La réponse doit
étre —10 Acres (parce que 30 — 20 — 20 = —10). Ce qui veut dire, le Gain est 10 Acres
moins que rien qui est la méme chose que de dire : il y a une perte de 10 Acres ou
1 600 Perches Carrées.

Et jusqu’ici il N’y a pas de nouvelle difficulté a apparaitre ni autre impossibilité que
celles que nous avons déja rencontrées (en supposant une quantité négative ou

quelque chose moins que rien). Excepté seulement que 1/1 600 est ambigu ; et peut
étre + 40 ou — 40. Et que dune telle ambiguité il ressort que les équations
quadratiques admettent deux racines.

Mais maintenant (en supposant cette surface Négative, —1 600 Perches ayant la
forme d’un Carré) ce Carré supposé ne pourrait-il avoir un cété ? et si c’est ainsi, quel
doit étre ce coté ?

Nous ne pouvons pas dire c’est 40 et pas plus —40 (parce que chacun d’eux
multiplié par lui-méme donnera +1 600 et non —1600) mais que c’est plutot

J—1600 (la Racine Supposée d’un Carré Négatif) ou (ce qui est encore
équivalent) 10 ¥—16 ou 20 ¥—4 ou 40 ¥—1 .

Cette interprétation volontariste est un peu un passage en force. Ce qui a été
concédé sur les nombres négatifs devrait 1’étre aussi ici par analogie. Sans éclaircir
pourquoi ce qui est vrai sur une droite devient vrai sur un plan. Il est d’ailleurs a
remarquer que I’interprétation des nombres négatifs est figurée graphiquement :

=
==
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alors qu’aucune représentation n’est associée a I’interprétation des aires négatives.
De plus cette interprétation n’a pas d’utilité opérationnelle pertinente. 11 est obligé
d’en passer par des aires gagnées ou perdues, donc des aires évaluées par des mesures
usuelles pour pouvoir effectuer des calculs.

Sa deuxieme approche est celle des moyennes proportionnelles : « J_ implique
une moyenne proportionnelle entre une Quantité Positive et une Quantité Négative.

Donc de la méme maniere que Jk; signifie une moyenne proportionnelle entre +b

et +c ou entre —b et —¢ (chacun d’entre eux donne par multiplication +bc), J—R
signifie une moyenne proportionnelle entre +b et —c ou entre —b et +c, chacun d’entre
eux étant multiplié donne —bc. Et ceci considéré algébriquement est la vraie nature
des Racines Imaginaires ». Comme je le faisais remarquer plus avant, la question des
quantités négatives est considérée comme réglée et cette notion calculatoire des
moyennes proportionnelles qui a une interprétation géométrique quand il s’agit de
longueurs va étre étendue a des nombres négatifs.

La méme chose représentée en Géométrie

Ce qui a été déja dit de 1/—_1 en Algébre (en tant que moyenne proportionnelle
entre une quantité Positive et une quantité Négative) peut nous étre représenté en
Géométrie.

Si par exemple en avant de A, je prends AB = + b ; et en avant de cela,
BC = + c (faisant AC = + AB + BC = + b + ¢, le Diamétre d’un cercle) alors il s’agit du

Sinus ou Moyenne proportionnelle BP = JE .
Mais si en arriecre de A, je prends AB = -b, et alors en avant de ce B,
BC = + ¢ (faisant AC = - AB + BC = — b + ¢, le Diameétre du cercle), alors il s’agit de

la Tangente ou Moyenne Proportionnelle BP = J—bC .

Donc la ou Jb_C signifie un Sinus ; v-be signifie une tangente pour le méme Arc
du (méme cercle) AP, du méme point P au méme Diameétre AC.

Il s’agit 1a aussi d’un « passage en force ». Il n’y a rien a redire a la premicre
considération bien connue, les triangles rectangles ABP et CPB sont de méme forme,

BP B .
d’ou les rapports N B_(Ii et donc BP2 = AB x BC, soit BP = “be d’apres les

données. Mais nous entrons dans la confusion pour la suite, pour que le cercle soit
identique la valeur de ¢ ne peut plus étre la méme et le nouveau segment BP ne
correspond plus a la construction géométrique d’une moyenne. Langle droit qui était
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en B dans la premiére construction est passé en P sans que cela soit analysé. Il s’agit
la d’un prolongement a priori sans fondement identifié. Tous les chapitres suivants
sont basés sur ce méme principe : les situations imaginaires apparaissent quand les
calculs effectués avec un angle droit considéré en un point donné sont prolongés a
une situation ou I’angle droit n’est plus au méme point.

A défaut de rigueur, toutes ces tentatives ont le mérite d’essayer de trouver une
issue par une interprétation géométrique qui s’inscrit dans des interprétations déja
fondées, mais, par la-méme, ne conduisent pas a la bonne réponse qui demande de
sortir des cadres préexistants.

Buée, opération arithmético-géométrique et rotation

Labbé Buée a rédigé un « Mémoire sur les quantités imaginaires » qui est
présenté a la Royal Society de Londres en 1805. Son mémoire commence par asseoir
une interprétation de + et de — sur laquelle il n’y a rien a redire. Ensuite il pergoit que
les nombres indiquent en géométric plus qu’il n’y parait, qu’ils peuvent étre
considérés comme une association longueur-direction.

« Considérés comme signes d'opérations arithmétiques, + et — sont les signes,
'un de I'addition, I'autre de la soustraction.

Considérés comme signes d’opérations géométriques, ils indiquent des
directions opposées. ... Lorsqu’on décrit une ligne d’'une longueur déterminée dans
une direction déterminée, on fait deux choses 1° on donne a cette ligne sa longueur ;
20 on lui donne sa direction. La premiére de ces opérations est purement
arithmétique. La seconde est purement géométrique. Dans la premiére on fait
abstraction de la direction. Dans la seconde on fait abstraction de la longueur. Lors
donc qu’on réunit ces deux opérations, on fait réellement une opération arithmético-
géométrique. »

Lui aussi illustre concrétement ces notions a 1’aide de temps passé et de temps
futur et aussi avec des propriétés et des dettes. Il en vient alors a 1’objet principal de

son mémoire 1/—1 .

Du Signe o —1.

16, Je mets en tizre, D signe v —1, ot non, De {2 guani

g D Uunité dmaginaive o —1; parceque ¥ 1 o5t un signe
particulier joint 3 [imité réclle 1, ot non une quantité pardcu-
iEre.  C'est wn tonvel adjectif joint au substandf ordinaire 1,

e 10 un nouveat substanth
Mzt que veut dire ce signe? 1l n'indique ni une addition,
nk we soustracton, ni une suppression, 6l une epposilion par
rapport 40y signes 4= et —  Une quantité sccompagnée de
W' =1 n'cst ni additive, ni soustracdve, ni dgals 3 zéro. La
Fu
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R M, Bue's ou imapinary [Quantilies.

gualitd marq Lé¢_ par & 1 w'est opposde ni d oclle quiindiqoe
1+, mi i ceile qui ext désignée par . Qusst-elle dene?

Pcu: T |1|_|:.J'.1'.'.|:|, supposnns trois lignes dgales AB, AC
AT, {Plate I ¥iz. 1.} qui partent toutes ¢u point A, 5ije
dézigne la ligne ADpar 41, 12 Tigne AC sera -—1, et la ligne
ATY, qui est une moyenne proportionclle entre AH et A, sera
néessairoment 1r"---:"J o plus :’:I'l'l‘.;rh:u-_-.t, 7. Azl
v .1 est le signe de Ja rerPENDICOLANETE, dont Ja propricté
caractéristinue est, que dony frs poinis dp L perpendiowlaire renl
:’g‘._'.":."..“ﬂl' f.';_g”r'_c de feants p..-*u & -,L'a.'ﬁ distazees, de 11‘1 !t
dlouire dp som pif. Le signe ¥ =1 cxprime tout cela, ot il est
le zeul qui exprime.

Cr signe mis devant & (@ signifiant une Bgne ou une surface)
veut done dire: qu'il faul donner d & wne sftwation J’-L'l}-r:-r-"}:.":i";
& el quton ful dopmeredt, sf Pon evodt simplement 4 aow —a.

Saa

Comme Wallis I’avait tenté, il s’essaye d’abord a une interprétation par des aires

_— S, . . . . , L
négatives un peu plus sophistiquée. Il y introduit la notion de rotation d’angle 7’ ce

qui est une bonne intuition car, effectivement, on peut associer a « 1/—_1 » une
rotation de cet angle. Reste que I’utilisation qu’il en fait ne le méne guére plus loin
que Wallis. Il est évident que la phrase « Or A étant le point de départ il est clair que,
si le carré ABCD est positif, le carré AB’C’D’ doit étre négatif, et vice et versa » est
une affirmation qui n’est pas fondée sur quoi que ce soit.
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13. Voicl tne puire manitre de parvend an méme résulit,

Sciernt AD, AD (Lig. 2.} deux cbiés contigus du sarré
ABECEy, Rupposobs A== 4 1, Crpar mon véquent All==1 3,
ot Tetieing en A e pointde départ de fa dacoripticn des lignes
Al ot ATy, precrie que AR ot AD portett le méne sgne
o —, ot que te vared ABCD solt posiil

Maintenznt fzicons fufre 3 ce carrd ABCTY un guart de -
vohiicn dutcur dg peint A pris vomine conce. AprEs o
meooveroont, e point B s2ra en BY le point © en O, et Ja
point T3 em I3, Chacane des Himes AB, BC, €D, 134,
presdra une siloanion perpendeulaire 3 cede ouello aveit, 5,
au leuchw caref ADCTY, om zura be carré ASC[F. Op A &and
le poine de départ, il est clair que, sl Te caerd ABCD esf po-
sinf, le tarrd AR DY dol éire pégatif, et wiee wemed. Far

M. Bug’s on Dmagindry Qeaniilies, 25

oon E'iq-”'-“t &l .1I.E|:.I-_-=' = + 1" demnt J.E coté AL ou L':_- %A ':D
on DA est =41, on a ARCDY = — 1 dont le vand AL
perpendicalsire & AB, ou B'CY perpendicnlaire 2 BOC, cu C°LF
serpendiculaire 3 €D, ou YA perpendiculsive 3 DA est
== 4+ o 1. On voit doni que, si Pon donne & tous les ciitts
d'un carré des positions perpendiculaives & eelles quils oo,
sang cependant changer Jeurs povilivns respectives eb en fasant le
gl petit smouvement pospile | cest-d-dire, en naoutant pas le
mouwvemnent de translation 4 celul de rotation) on cbtient le
méme résultat qu'en joignant le signe ¥ —1 au dgne de oos
chndE.

Le souci de Buée comme de ses prédécesseurs est d’emporter la conviction par
I’efficience de ses interprétations sur la géométrie et les calculs. Cela commence
avec des sommes dues et non dues, des carrés qui ont une épaisseur et enfin des
problémes de marbriers qui se posent des questions sur des cubes pleins et des cubes
vides et les résolvent d’une maniére trés compliquée. Tout ceci est peu convaincant.
Par contre, plus loin, il revient sur son carré qui tourne et en arrive a une conclusion
beaucoup plus intéressante. John Warren®?), pasteur a Graveley dans le
Cambridgeshire qui n’était pas scientifique de profession, publie en 1829 un
mémoire « Considération sur les objections élevées contre la représentation
géométrique des racines carrées des quantités négatives » dans lequel il justifie la
réalité des imaginaires par une approche dans le domaine de la physique par la
composition de mouvements en dynamique. Il attire négativement 1’attention sur
cette partie du mémoire de Buée en disant qu’il ne peut comprendre la preuve que

(37) Warren John, Bangor (Angleterre) 1796 — Bangor 1853)
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n
(J—l) =nv—1 qui associe imaginaires et rotation dans le plan. La confusion

provient d’une extension inadéquate de notation, la premieére partie

(J—l)n =n T(§J étant suffisamment explicite pour indiquer que la multiplication

de +—1 n fois par lui-méme correspondait 4 une succession de n rotations
T

d’angle —.
2

4Ac '.': -x:'\l"d—_ll
Doanc & = =1 {z]. Deoe [(¥—1)"=
T = e
o -

L]

=3 .T['z—:|=ﬂl:1r"r—_!:|..

(% drant on nembre emicy inpeirn) =

o 2. Brs"E o Gnsgimany {Tuaritied,

EZ. Cona dquation, toute siagulitre quielle peut parailrg
n'est gue Lexpression algebrique du pr inEipe notd AL G
smencenent de £ MEMETE, savoin, que ¥ —1 el A e de
fa pevpendfioulaine, abeltractisn faiie S doivte Neagwenr de figre.
En efit e premicr membre [V —3 )" mamque que le ongoe
W 0 e br perpemcivataie st vpd @ fois, crest-deilre, oot
artpelst u fuis i faomioc Tigne e Le 2d. membra kL |—|
tarqus st |'sec = qub oxt S kinine de A prepenid iz larile =it
prace n fzie,

La bonne interprétation de Buée est d’ailleurs confirmée plus loin puisqu’il

dépasse la seule notion d’orthogonalité en étendant la notion a d’autres angles de
mesures rationnelles :

(] il . - e . r N
Ti< | evpimeromt Iinclingizon - Ti-

|I1_|'"___.|II'|'L' ‘.%

wétde /ol dans le sens = ou dans le sensg -
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Robert Argand, une définition et des modes opératoires clairs

C’est a la suite d’un article de J.-F. Frangais®®), professeur a I’Ecole Impériale
d’Artillerie et du Génie, paru en 1813 dans les Annales de Mathématiques pures et
appliquées dites aussi Annales de Gergonne, que Robert Argand déclare étre I’auteur
de I’Essai sur une maniére de représenter les quantités imaginaires dans les
constructions geométriques publié anonymement en 1806. Argand est né¢ a Genéve
en 1768 et est décédé a Paris en 1822 ou il était « teneur de livres ». C’est a peu pres
tout ce que nous connaissons de lui, nous n’avons aucune indication sur les études
qu’il a pu suivre. Je I’ai déja fait remarquer, Argand, comme les autres, débute avec
les nombres négatifs et donne des illustrations avec des poids sur les plateaux d’une
balance et des fortunes actives et passives exprimées en Francs, Révolution oblige.
Plus habilement que ses prédécesseurs dans tous ses raisonnements il dissocie
clairement grandeur et direction, « la seconde est que, deux quantités d’une espéce
susceptible de fournir des valeurs négative§ étant comparées entre elles, l'idée de
leur rapport est complexe. Elle comprend : 1 l'idée du rapport numérique dépendant
de leurs grandeurs respectives considérées absolument ; 2 lidée du rapport des
directions ou sens auxquels elles appartiennent rapport qui est lidentité ou
'opposition. »

La suite est limpide et n’appelle pratiquement aucun commentaire.

1. Mamtraant, si, Cowat ababrestion du Fapport dus
atundenrs absoloes, on considire les dildronts s s
peat prosenler b capporl des dircetions, ou froascrs
wa'ils e ridotsent i cenx qu'eflrent les deux proportions
SuL¥nbes

Thaspeetion e ees propoeiioms ek deeslles go'on G-
weridl par Je renversernenl s berrues aentee que les
toroees mnyens snnt de siznes somblables on delerenes,
soivalt que les esbrémes sl enx-ndtees du sighies selu=-
Llalsles e dlitlerents,

Quion se propose actuellemcint dedetermmer Lyomovenne
preprocinoelle gl etrigue eules deux goantiics de sigoes
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N |

dilerents, crest-a-dive [0 quantitd .coqui zasfae i o pro-
[rirtiieL

el =x —=x 7 -1

O est arndtd ied comime on P ébd en vonland conlinuer
a deld de o L progression aritlundriqoe diceoissante
cak alt ne et dgaler & 4 aucun newbre postil’ n he-
oabif; s, porspa'on A teoay s plus et que Y gquantite
nexative. inaginaine Toesque Lo naaertion: #ait appli-
guede i abe cerlaines caplues de grandeurs, devenait réelle
bavgqe: Fun eombinait d'oie corlaine maméne i e
praadenr abwolte wvee Fidée de diacesor, ne serai-il pas
poasilile d'ohtenir le méme snects wlativensent 3 T qean-
NG alunt 11 st yuaslild eépmtde inaginare par Lime
prssibifile o Voo est de b assirnes une place dans
éclolle das quantites positives o oégatives?

Far v weflechizsant, il a parn groen parvienleait & o
Lut si Uon pouysit Franver un feure e rronudents wn-
auel pie Sallier Vidée de diveetion, de manidra que, fanl
adoplees deus directions spposées, Mune pour les salews
pusitives. Vauire pour les valeurs negatives, il e existie
e trodsitne tells, que b direetiow pusitive. Tie & ceibe
Aot il s'agil conms eelle-ci est 3 L divcction mégarive,

%, Or, si 'on prend wn potat five K { o 1) ot quist
adapte pour unilé positive Ja ligne KA considerce come
avant sa divection de K co A, oo quion pourra désizner
par EA, pour distinguer eette quantite de la ligne KA
dans laguelle nn ne considére ici que Ja grandenr absolue,
Funité négative sera K1, le traft supoerieor ayant la méme

destination que celui qui est placé sur KA, et la condi-
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— 7 —

Linn & lequelle 31 s"agit de satisfaice sern remplie par I
ligne K1, p:-a'lyem]inu'lairl: au% pl'ér'r':di:ut:!s et considinee

COmMe ayant s divoctien de K oo B, et r|||'|:'||:| L'}'.|Jl']ll'lf'l'il
fonlement par LE. Fu ebvt, I diecction e EA oab, A
Lol le T ilipeclioa «le KT, cu que cedte deroiére est i
Péaard de la direclion de il D grlna, om vnit que el
e colition esl aesst bicn roanplis por W goe
v Tl eis dens dernieres quantites etant e clles
comte - r et — 1, aiesd e el ot dlee. L Nes mont demer
LA ] cpilinanrement e —i—a’.':._I, — —1.
Par une nareli: ol sgue, oo poaec inserer die noe-
velles vennes preoportivnndles enbre les quantib's dant
il wicol élre question. Enoeflet. pone cnnstroere la
wv e properticanclle cotn: TA et hi il fandra tirer
b Tissune CHLpul divise Vangle ARE codisas parlies £gales,
vt Lo oo cherehor sea ki ou KE. La ligue GE®

Jdolmeri q'_n.g-_ﬂr-m ent Jos wwivyennes coole FoB et Ik o cokre
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KA ek BN, Oo ubbiendra de méroe les |1|.a|1lit|is E__EE. L.
LI, RH, KI, KM, ki}, K poor moysnnes entre kA
ef mi2, RC ot BE,, ... et aingd de saile. On pourea po-
reillement insdrer un plus graml nombre de moyennes
|1'_'|_|]'-r|:1.il.':-]‘.|n:]|.{'f enbra doux qll-ﬂ]:ﬁ.i g5 domnecs, ot le
nombre des constructions qui e rront rézomilre L ques-
tiom sera egal an nombree des rapports que prozeate J
prepression cherchée. 8l s"agil, par exemple, <de con-
slrgire dous moYenmes, L P hﬁ, antre Boh ok i"-'F;r, re
qui duit donner lien aws Leods rapporks

BAc KPR R R RE,
it [aat qu'on ail
angle AR¥ = angle PRI} = anghe UKHE,

Te trait superieur indiqnant que ccs angles sonl en posi-
tindi homologue sue les bozes AR, PRCQE. Or on pent v

Fljr. =. Fig. 1 &
E _h
T ) T
i s i e I “'
+ B Y o o y
i - .'u. ! N i L
: Kl Fen H
I!.\ ] .1'\. "I
s
S rd S A

parvenir de trods moniéres, savoir, £n divizant en troiz
I:.":'_'lir_'j egales £ ™ Vangle ARE; 2¢ Vangle ARE, plus v
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eirconftrenee; 3¢ Pangle AKE, phia denx ciecemnBrencas

g, a rer,

el damnern Los Lowds eonstructinng veprisenties g
bes Foo2, o bis, 2 oder °
Le tour de force pourrait-on dire est qu’Argand parvient a présenter son
interprétation géométrique sans avoir recours a un repere du plan, mais avec 1’aide
d’un cercle « trigonométrique ». Il pousse méme un peu plus loin son interprétation

en se rapprochant de la notion de vecteur : « Observons maintenant que, pour
'existence des relations qui viennent d’étre établies entre les quantités

KA , KB , KC , ..., il n’est pas nécessaire que le départ de la direction, qui constitue
une partie de I'essence de ces quantités, soit fixé a un point unique K ; mais que ces

relations ont également lieu, si 'on suppose que chaque expression, comme KA ,
désigne en général une grandeur égale a KA, et prise dans la méme
direction... ». Il pressent aussi la différence de nature des opérations en introduisant

une nouvelle notation évacuant I’écriture 1/—_1 .
quantités imaginaives, en ferivanl. par exemple, ~a
et 4+, an Jiew de —i-ay 1. —.rz,'-—r., lis signes -
et -+ dtant positifs €0 nipalils néciprogques.
Cette proposition n’aura pas de suite. Mais, plus important, il définit I’addition et

la multiplication de ce qu’il appelle lignes dirigées. Pour 1’addition, il s’agit
quasiment d’une addition vectorielle :

Fonagfequint e e peiocape aux ligaes ddes autees
omlrea, ou conelure quoe, les poiots K, PR ot qrels

l;,':||'||_'|'-i"iE'.5., onn r'.hllj-:rlll'h'

Tl == 'R o=z LR
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et pour la multiplication :

AdTisd, franr CconEkE e 1 !_urn_'u_il_li_[ b ahene FoTOmS it
s, 1] Bl preoddee, & partir de Povigioe des ares, Lo
s iles dens ares ol appartielnsnt Loees ravies, o
Testedmitd de wrc-sinme determineta Ty pesinon da
vvenn-produil @ c'zsk emase oo emltiplieation [ngaeiti-
miiue. Il et pas aecessades e e ree gne cotte eéghe
a liew puur un meonbre gquelestique die Gecturs.

Si les Gieweres ne sont pas des wmibés, o poutTh Mes

mettee suis L lopoe = BB, » ki ..., A 0o, ftant
des oue-licients ou ligees prioes pesitives; er le prodet
E1-] .

Soap .. ORBEONG, i U RP.
O Je pedaitdda Ja ligoe prime: posilive G, e be

capon KAF nlest attee chosnogee cette méwe ligne dinke
dins o diveclion e ce ravion.
Lo alivisiom w'opeivcis e e maacche diveerse, il

sevar supet!ln de detaillar

Avec cet écrit, méme s’il lui faudra quelques années pour attirer 1’attention et
déclencher des discussions, on peut considérer qu’une représentation géométrique
des complexes est enfin parvenue a émerger. Il restera a préciser leur utilisation dans
d’autres domaines comme celui des transformations du plan que Buée avait
entrouvert. Uinitiation du développement des théories vectorielles avec Bellavitis
(premiers travaux publiés en 1835) complétera 1’utilisation générale qui peut étre
faite des imaginaires en géométrie. L'unification finale se faisant avec le
développement des notions de structure largement entamé par Evariste Galois dans
un texte de 1830.

Nouvelle technologie et relance de la représentation

C’est I’étude de 1’état des systemes dynamiques qui a relancé la représentation
géométrique des complexes. Mon propos est de dire seulement quelques mots sur la
question. En France Fatou®®), Julia®%, Mandelbrot® et plus tard Adrien Douadi®)
sont de ceux qui ont travaillé sur la question. Létude dynamique d’une application

(38) Fatou Pierre, Lorient 1878 — Pornichet 1929.

(39 Julia Gaston, Sidi Bel Abbés (Algérie) — Paris 1978.

(40) Mandelbrot Benoit, XX-XXI¢ siécle, Watson Research Center and Yale University NY
(USA).

(41) Douadi Adrien, XX-XXI¢ si¢cle, professeur a Paris XI.
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comporte la recherche de points fixes ou points d’€quilibre (x = f(x)) et un point x,
est dit attractif si tout point y, voisin de x,, a une image y, = f(,) plus proche de x,
que ne I’est y,. Un cycle est une famille finie (x, x,, ..., x,) de points tels que
X, =f(x)) ;x5 =f(xy) 5 ... ; Xy, =f(xp) = x, et Iorbite d’un point quelconque x est la
suite des points x, = f"(x)... L'¢tude dynamique des polyndmes d’une variable
complexe de forme simple £, : z > z2 + ¢ par n itérations méne a des polynomes de

degré 2". Lensemble de Julia est I’ensemble des points z tels que f,' ne tende pas
vers 1’infini. Une construction manuelle ne permettait d’obtenir qu’une vue tres
partielle de la représentation graphique. Ordinateurs et tables tragantes ont permis
d’en avoir des représentations « rapides » et plus complétes. Le classement des points
c tels que I’ensemble de Julia soit connexe conduit a I’ensemble de Mandelbrot. Pour
confirmer la nécessité des ordinateurs, je cite Adrien Douadi : « Sur un micro
ordinateur, un tel programme n’est pas long a écrire, mais il prend plusieurs heures
(plusieurs jours ?) pour tourner. »

Ici nous arrivons au sujet de la conférence de Jean-Frangois Colonna que je vous
convie a voir ou revoir dans ces actes. Je voulais terminer par une fractale en
construction et je me dois de vous faire part de ma difficulté a construire des images
fractales en s’en tenant aux indications que nous rencontrons dans divers textes. Les
coefficients et divers nombres indiqués m’ont amené a me poser la question des
approximations qui interviennent nécessairement dans des calculs itératifs. Jean-
Francois Colonna a répondu en grande partie a ces interrogations.

Depuis cette obscure troisieme sorte de chose comme disait Cardan jusqu’a ces
images obtenues par programmation d’ordinateur, il y a une distance de quatre
siécles. I me semble que I’acceptation de la représentation géométrique des
imaginaires illustre I’histoire de multiples progrés en mathématiques. C’est la
nécessité de changement de point de vue, la représentation des imaginaires ne
pouvait se résumer a une simple extension de la représentation des positifs et des
négatifs. C’est avoir le souci de la rigueur mais savoir aussi la relativiser quand elle
devient un obstacle. Et c’est enfin admettre que la réponse aux difficultés
d’interprétation et d’utilisation demande souvent un temps parfois long de
« maturation » sans lequel, méme en disposant des outils adéquats, la mise a jour des
bonnes réponses n’est pas réalisable.
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