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Matériaux pour unc Histoire
des Mathématiques:
Les chemins du paradis &

par Jean CHEVERIER

Ce paradis, bien siir, est celul auquel fait allusion David
HILBERT (1862 - 1943} quand, en 1899, il écrit dans la préface
des Grundlagen der Geometrie :

“Dy paredis que Georg CANTOR (1845 - 1918} orés pour

nous, nul ne doit pouvoir nous chasser™.

Par sa hicidité et sa profondeur, cette ceuvre de HILBERT
devient en quelque sorte une charte de Paxiomatique moderne.
Avec une logique implacable HILBERT illustre la proclamation de
CANTOR dans sa publication révolutionnaire, Grundlagen einer
allgemeinen Mannigfaltigkeit (Leipzig, 1883) :

“La mathématigue est enlicrement libre dans son développe-

ment ot ses concepls ne sont liés gue par lo nécessité d 'étre

aon contradictoires aux concepts antéricurement introduits
par des définitions précises”’

Cette proclamstion conduira phiz tarmd Bertrand RUSSEL
(1872 - 1969) & déclarer dans son “Introduction to Mathematical
Philosophy” (1920) :

“La logigue est la jeunesse des mathématiques, et les

mathématiques sont {'dge milr de la logique™,

Au pours des quelques pas que nous zllons faire sur ces
chemins du paradia qui, bien souvent, ne furent que des sentiers &
peine tracés, nous suivrons les efforts que depuis des millénaires,
logiciens et mathématiciens déployérent pour trouver des solutions
satisfaisantes 4 deux probiémes intimement liés, cehii de 'infini ef
cehui de la continuité,

Dans sa lettre &4 SCHUMACHER (1780 - 1850}, le Prince des
mathématiciens, Karl Friedrich GAUSS {1777 - 1835), écrivait en
1831 :

“Je proteste contre Uemplol d'une grandeur infinie comme

achenée — infini actuel — ; ve n'est jameis permis en mathé-

(*) Conférence faite 4 Ja Hégdonale de Lyon, 1o 9 mal 1973, ot pubiide dans ke Bulleiin
n% 1} de ta Régionale AP.M. de Byon,
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matiques. L'infini n'est qu'une fagon de parler (en frangais
dans le texte). Le sens rdef étant une limite dont certgins
rapports s'approchent indéfiniment, tandis qu’il est permis &
d’autres de croitre sans restriction ™.

Ce & quoi CANTOR réplique en 1885 — GAUSS étail mori
en 1883 ("Zum Problem des aktualen Unendlichen) :

“En dépit de la différence essenticlle entre les concepts de
Vinfini potentiel et de Vinfini actuel, le premier désignant une
grandeur variable pouvent croftre au<ield de touts limite,
tandis que e second est ure quantitd fixe, constante au-deld
de toutes les grandeurs finies, i arrive trop souvent gue l'on
confonde l'un avee Pautre, en raison d'gbord d'une asversion
Justitiable pour de tels infinis jlidgitimement sctuels, de
{influence ensuite de ln tendance moderne guelque peu
épicurienne e! matérigliste ; une certaine “‘horror infiniti”’
g'est développée dans un grand nombre de cercles scienti-
fiques, tendance qui a trouvé son expression classique dans In
lettre de GAUSS 6 SCHUMACHER ; it me semble pourtant
que ie rejet pur et simple de Uinfini iégitimement actuel n'est
rien moins qu'une violation de Is nature des chases, gue nous
deuons prendre comme glles sont™

C’était peut-dire aussi le sentiment de DESCARTES {1596 -
1650} quand i écrivait. 8 CHEVALIER :

“Or je dis gue la notion que j'af de 'infini eat en moi avant

celle du fini

Opinion aujourd hyd trés discutable puisque le cinquigme des
axiomes du systéme proposé pour la théorie des ensembles par
ZERMELO (1871 - 1953), en 1908, dans

“Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre”
gystéme complété, en 1922, par A. FRAENKEL, dans
“Zu den Grundlagen des Cantor - Zermeloschen Mengeniehre”’

est ;
H exste un ensemble infini

Bien que les Grundiagen de HILBERT aient aujourd’hui
quelque peu vieilli, disons cependant quelgues mots de celte
“robuste” construction.

“Pensons trois différents systémes de choses :

Les choses du premier systéme sont appelées points.

Les choses du second systeme sont appelées droites.

Les choses du troisiéme systéme sont appelées plans.
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Les points s’appellent aussi les #léments de la géométrie
findaire, les points et les droites ceux de la géométrie plane, les
points, les droites et les plans ceux de la gdoméirie dans {'espace”.

Pour consiruire la géométrie, HILBERT a bescin de vingt
axiomes répartis en cing groupes :

8 axiomes de coincidence " 4 axiomes d’ordre
5 axiomes de congruence 1 axiome des paraligles
2 axiomes de continuita

5i Pon en groit la petite histoire, HILBERT aurait &it :

“On pourreit d'ailleurs remplacer les mots points, droites et

plans por tables, chaises et chopes sans rien changer d cefte

géométrie™

Auirement dit, les noms mémes des éléments de base d'une
théorie mathématigue peuvent #tre choisis & volonté pourvu qu'ils
n'impliquent pas de coniradictions.

D’ALEMBERT {1717 - 1783) avait sans doute déja pensé de

méme en écrivant dans i'article “Définition” de PEncyclopédie :
“On peut donner aux mois tels sens gque l'on veut: on
pourrail faire d la rigueur des éléments de géométrie exacts,
mais ridicules, en appelont triangle ce gue Pon appelle ordi-
nufrement cercle”

On doit done ranger ’ALEMBERT ot HILBERT dans le
camp des formalistes qui s'opposers, et parfols, comme nous le
verrons, avec une exiréme violence, a celui des infuitionnistes qui,
eux, n'accordent 'existence a un “‘objet” que dans la mesure on
I’on est capable de le *construire™.

Cette distinction entre formalistes et intuitionnistes n'est pas
récente ; elle opposa il ¥ a plus de vingt siecles deux écoles
célébres, celle de 'Académie & Athénes e celle de Cyzique, petit
port sur les rivages de la Mer de Marmara.

La premiére, celle dezs formalistes, fut fondée vers 387 avant
J.C. par PLATON (428 7 - 347 7 Av, 4.C.). Le premier scoliargue,
une zorte de recteur désigné par e fondatewr, fut son neveu
SPEUSIPPE (395 - 334 Av. J.C)), fils de la sceur POTOME de
FLATON.

SPEUSIPPE dirigea ’Académie de 347 4 339 Av. 4.C 11
accompagns son oncle lors du troisiéme vovage que celui-ci fit &
Syracuse et qui faillit mal toumer pour le philosophe : vers 428 il
fut en effet emprisonne sur Pordre de DENYS le JEUNE, tyran de
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Byracuse, pour svolr réclamé le retour de DION, exilée par le
tyran ; PLATON aurait sans doute £ié exdeuté sans Vintetvention
dune lettre énergique du mathématicien ARCHYTAS, souverain
de Tarenie.

SPEUSIPPE s’intéressa a la forme géoméilrique de certains
nombres etitiers : 8¢ basant sur les traveux de PHILOLAEUS, un
contemporain de SOCRATE et qui véeut au cinguiéme siéele avant
4.C., il écrivit un livre traitant en particulier des nombres poly-
gonaux {voir figure page suivante).

Pour SPEUBIPPE, le nombre parfaif était 10, le tetrakis car
ce nombre est la somme du point 1, de la ligne 2, du friangle 3 et
de la pyramide 4.

Parmi les successeurs de SPEUSIPPE, élus selon la tradition
par le Collége des Maitres ef des disciples, il convient de citer un
éleve d’ARCHYTAS, EUDOXE {408.335), sumommé le
“renommé”, car EUDOXE fut pon seulement un mathématicien
éminent, mais aussi un astronome, un géographe, un médecin et un
orateur fort écouté. Entre autres travaux, on doit 4 EUDGXE :

— les éiéments de la théorie des proportions qu EUCLIDE devait
pius tard codifier dans les livres V et VI de ses Eléments,

— la méthode d'exhaustion, nom assez malheureux di a l'idée que
les polygones inscrits et circonscrifs d un cercle devaient en
“épuiser” 'awe.

Les mathématiciens de "Académie, comme SPEUSIPPE, se
représentaient l'existence possible des cbjets de leur secience
indépendamment des modes d’accés gue notre connaissance nous
assure accidentellement jusqu’d enx, indépendamment aussi des
procédés dont on pourrait disposer pour les construire.

Le philosophe RENOQUVIER (1805 - 1908) caractérise trés
bien la doctrine de PAcadémie lorsgu’il écrit :

“La morale et les mathématigues ont cele de commun que

potr exister comme sciences elles doivent se fonder sur de

purs concepts™. {“La science de la morale™, 1869)

Au contyaire, les positivistes de 'Ecole de Cyzigue, fondée en
cette ville par EUDOXE lorsqu'il eut quitié 1'Académie,
n'accordaient 1'existence 4 un objet que dans la mesure on l'en
était capable de le construire. Il faut donc que le mode d’acces de
la connaissance soit effectivement assuré : au Leu de la contempla-
fion platonicienne, la mathématique devient alors une seience de
I'action.
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EUDOXE eut pour successeur MENECHME (375 - 328} d qui
l'on attribue la réponse qu’il aurait faite & ALEXANDRE le
GRAND :

“Oh Roi, si pour vovyager il v @ des routes royales, ef d'atitres

pour l¢ menu peuple, pour le géoméire, il n'y en a qu'une

seule, la méme pour tous.”’

EUCLIDE aurait lui aussi fait la méme réponse, mais 4
PTOLEMEE.

Nombres polygonaux

triangalaires carrés

t, = 3{n-1)
T,,agﬂ—;—-'*i-} ¢, = 4n-1) C,=nt
pentagonaux hexagonaux
P, = 8{n-1}
Pn=§£§mnzﬁ h, = 6{n-1) Hn..-,.f_ifi{%_&)
k-gonaux
ko = k(n - 1) Kn___ik-ﬁln’é(k-dnj
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k, ,k=23,45 . estle n®M® nomhee k.gonal défini par le
_nombye de points situés sur le périmétre du poly-
gone régulisr & k cotas,

K,.kE=23,4,5 ... estle nifMe nompre k-gonal défini par le
nombre de points situés sur la surface fermée du
polygone régulier 4 k cotés.

MENECHME eut pour frére un géoméire distinpué,
DINOSTRATE, qui, vers 330 Av. J.C., utilisa pour résoudre la
guadrature du cercle par une construction géoméirique une courbe
imaginée aux environs de 420 par HIPPIAS A'ELIS pour résoudre
un autre probléme fameux : la trisection de 'angle.

QUADRATRICE de DINOSTRATE

2%

OM 1 = 1
Sigy= 3. AR= 33;‘?

L'osuvre la plus importante attribuée 3 MENECHME est 12
découverte et 1'étude des coniques qu’il atilisa pour résoudre le
iroisiéme des problémes fameux auxquels s'attagua la mathéma-
tique grecque, I probléme déliaque.

Ce que nous savons de ce probléme, la duplication du cube,
est di a EUTOCIUS A’ASCALON ivers 0880 Ap. J.C), un
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commentateur AARCHIMEDE, qui reproduit ume letize
quERATOSTHENE aurait écrite 3 PTOLEMEE, ‘“‘aurait™ car
WILAMOWITZ a moniré qu'une telle letire n’avait pu &tre écrite
par ERATOSTHENE (Ein WEIHGESCHENK des
ERATOSTHENE, Un Cadeau A BRATOSTHENE, 1894). Voici le
texte de cette lettre :

“On raconte qu'un des anciens poétes tragiques grees porta
sur la scéne MINQOS qui avait fait construire un tombeau pour
GLAUCOS. Quand il apprit que le tombeau mesurail cent
pieds dans chacune de ses dimensions, il s'écria »

“Vous avez construit une résidence royale trop petite | elle
devrait étre deux foiés pluz prande. Doublez vite chague ¢did
du tombegu sans en aliérer o forme.”

MINOS sembla avoir fait une erreur. Quand en effet les cbiés
eurent &té doublés, 1a surface se irouva multipliée par qualze ef le
volume par huit. Les géométres se mirent alors i étudier conument
doubler un solide donné sans en changer la forme. Ce probléme
recut le nom de duplication du cube car ils tentérent d’abord de
doubler le volume d'un cube. Aprés qu’ils eurent longtemps, mais
en vain, cherché une solution, vers 420 Av. J.C., HIPFPOQCRATE de
CHIOS (ne pwas confomdre avec le pére de la meédecine,
HIPPOCRATE de COS8) remarqua que si Von pouvait insérer deux
moyennes proportionnelles entre deux segments donnés tels que la
longueur du plus grand soit double de celle du plus petit, on
obtiendrait la duplication du cube, En effef -

Si a et 2a sont les longueurs données, les moyennes propor-
tionnelles cherchées X ety vérifient ©

alx=xly=yi2a ou x* =ay et ¥ = 2dax

d’od en éliminant y : x° = 2a°.

On passait ainsi d’une difficulié & une autre non moinsg
considérable,

On rapporte ensuite, qu'a quelque temps de la, certains
Déliens, auxquels un oracle avaif impose la tache de doubler un
cube, rencontrérent donc la méme difficulté. Cest pourquei ils
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envoyeérent des émissaires aux géomeétres de "Académie de Platon
pour leur demander de trouver une solution, Ceux.ci se mirent &
{'oeuvre en toute hite pour résoudre le probléme des moyennes
proportionnelles. On dit qu' ARCHYTAS le résolut avec des demi-
eylindres et BUXODE avec des lignes dites courbes..

Comme lignes courbes,
MENECHME utilisa les deux
L paraboles
x* =gy et ¥ = Zax.
On doit au sauveur de PLATON,
ARCHYTAS de Tarente, qui périt
dans ur naufrage, une solution
tellement exiraordinsire du pro-
bléme des movennes proportion.
netles qu'on la pourrit attribuer a
quelque inspiration divine,

}"n Lo x

Dans 'esprit d’ARCHYTAS dut se projeter la structure qu’il
désirait construire, a savoir celle formée par les triangles rectangles
ABC, HAB, KBH et les hauteurs issues des sommets des angles
droits, soit AH et HK.

On 1 en aeffet -
BC:;AB= AB: EH=BH:BK

Dot :

BC = AR? : BH, BK = BH? : AB

puis ©

BC : BK = AB’ : B
Sialors BC= 2. BK
AB® = 2. BR?
Autrement dit, si BH est le coté du cube donné, AB est celui
du cube de volume double.

L'insertion de moyennes proportionnelles entre deux seg-
ments donnés revient donc & déterminer le sommet A du triangle
rectangle dont bypoténuse BC a pour longueur celie du plus
grand des segments, triangle tel que BE ait pour longueur celle du
plus petit de ces segments.

ARCHYTAS obtint le point A comme point commun :
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DUFLICATION DU CUBE par ARCHYTAS 1) 4 un demi-
=t cylindre droit
dont la base dans
le plan {1 est un
demicercle T de
diamétre
BC = BB’

2} i un demi-tore
de diamétre in-
terne nul obtenu
par la rotation,
autour dun axe
BZ normal en B
au plan I, dwun
BC _AB_ BH BC AR demi-cercle de
AB T BH BK BK  RiP diameétre BC situd

‘ ~ _ dans un plan
8i BC=2BK,AB® = 2B/ normal au plan 11

3) d'un céne de révolution autour de BB, dont la génératrice est
BT définie par le point de rencontre de la corde BD du cercie I
telle que BD = BK avec la tangente en B’ 4 ce cercle.

Analytiquement, dans un systéme Oxyz défini par :
Ox suivant BB’ , Oy orthogonal , Oz normal au plan (Oxyz) ,
fes trois surfaces utilisées ont respectivement pour équations :

2 4y 2 = (37 b i {1} pour le cHne
x* + ¥y =ax (2) pour le cylindre
(x? + 9 + 229 =227 + ¥?} {3) pourle tore

De (1) ot (2}, on deduit :
xT+yi+ 2 = (&7 + ¥ i

et & 'aide de (3) ;
()a \fx’+y3+z=_\fxz+y2

JeEry Tz Jx+y b
cest-a-dire + 8:BA = BA:AH = AH:b o
et ab~ {(AH:BD)® ;en particulier si a = 2b, AH®> = 2.BD?

Une réalisation méeanique de la solution du problémie des
moyennes proportionnelles est due 3 ERATOSTHENE de Cyréne
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{vers 239 Av. J.C.}, célébre surtout par la mesure dun arc de
méridien gu’il réaliss entre Alexandrie et Cyréne pour caleuler une
valeur de ka circonférence terrestre ; il obtint 250 000 stades, soit
en kilométres 39 375 ou B2 500 suivant la valeur en métres que
Pon attribue au stads.

Il sagit d'un chéssis comprenant deux glissiéres paraliéles, AX
et BY, entire lesquelles on peut déplacer des triangles égaux, ACD,
CEF, EGH.

,

A < E & % A ¢ (e 8 & X
1] g
-.‘_Lif:“l,fls#)
) B £ W7 F P P W <Y

ACD restant fixe, on fait glisser sous lui CEF pour Vamener
en C'E'F', puis de méme EGH sous C'E'F’ en B'"G'H"’ de facon
que les points A, I, J soient alignés.

Sur Ia figure (b), on voit facilement que ;
878D = SA:S! = SD:SF SB:3D = AB:ID

SD:SF = DI:JF d'ou: AB:ID = [D:JF = JF:KH'

Dans sa vie de MARCELLUS, PLUTARQUE nous livre ce
que les Platoniciens pengérent de cette “mécanique™ : lisons done
PLUTARQUE (Les vies des hommes illustres, La Pléiade, Vol. 1,
page §79).

“Car vet art Jdlinventer et dresser instruments el enging gl

sappelle la mécanique ol organique . .. . ... ... . ..., ...

depms ce temps-ld, dis-je, la mécanigue on art des ingénieurs
vint & dire séparde de Iy géoméirie, et, élant longtemps tenue
en mépris por les philosophes, devint Uun des arts militaires.”

Plus tard le poéte et mathématicien franien Omar KHAYAM
{1644 - 1123}, I'auteur des Rubayhat, dit avoir, lui aussi, résolu le
probléme déliague a I'aide des sections coniques.

Cheminant sur les chemins du paradis, les Pythagoriciens
pensaient bien Pavoir trouvé, PYTHAGORE, dont la vie assez
mystérieuse se déroula entre 580 et 500 Av. J.C., préchait que la
nature, Punivers tout entier, est une gamme numérigue ; toute
chose, mathématique, physigue, métaphysique {&t méme pataphy-
sique, efit ajouté Alfred JARRY), repose sur le moddle “discret”
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des nombres entiers et peut s’interpréter au moyen de ceux-ci, un
don de Dieu, affirmation que, queique 2500 ans plus tard,
précisera Leopold KRONECKER (1823 - 1891) en écrivant, a
propos des mathématiques :

*“Dieu créa les nombres entiers ; tout le reste est oeuvre de
Yhomme.”

Dans une scholie du livre X d'EUCLIDE, on lit :

“Les Pythogoriciens furent les premiers d se consacrer d
U'étude de U'lncommensurabilité qu’'ils avaient découverte
comme résultat de leurs études sur les nombres ; tandis que
Y'unité est la commune mesure de tous ies entiers, ils fureni
incapables de trouver une commune mesure de loutes les
grandeurs car toutes les grandeurs sont divisibles ¢ I'infini et
ne laissent jamais une grandeur gui soit trop petite pour une
division uliérieure, mais ce reste est égelement divisible &
Yinfini."”

Et le scholiaste ajoute :

“Le premier des Pythagoriciens qui rendit publiics les résultats
de ces recherches périt dans un naufrage.”

Il s’agit AHIPPASUS de Métaponte (Véme siécle Av. J.C.),
qui aurait &té précipité i la mer pour avoir dévoilé, oh ! l'impie,
aux ennemis du Maitre la terrible découverte. On lui conserva
cependant le crédit d 'avoir découvert le dodécaédre pentagonal (en
inscrivant 12 pentagones dans la sphére), 1’'un des cing polyédres
réguliers, appelés improprement platoniciens, car trois d’entre eux,
le cube, l'octaédre et ce dodécaédre, ont été découverts par des
Pythagoriciens.

Cet écroulement du paradis pythagoricien posait des
problémes nouveaux, celui de ’infini entre autres.

ZENON d’Elée (495 - 435 Av. 4.C.) accroitra le désarroi des
philosophes en leur proposant ces paradoxes que, dans “Le
cimetiére marin”, nous rappelle Paul VALERY :

ZENON, cruel ZENON, ZENON d’Eiée
M’as-tu percé de cette fléche ailée,

Qui vibre, vole et gui ne vole pas.

Le son m’enfante et la fléche me tue

Ah le Soleil, quelle ombre de tortue

Pour 'éme : ACHILLE immobile d grands pas.
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PLUTARQUE, dans la vie de Périclés, écrit :

“Péricles fut oussi quelgue temps auditenr et disciple du
philosophe Zénon, notif de la ville d’Elée, qui enseignait o
philosophic naturelle comme Parméenide ; mais i fuisait
profession de contredire d tout le monde et alléguer tant
d'oppasitions en disputsni, qu'il rangeait son homme ¢ ne
savoir que répondre, ni o guoi se résoudre, ainsi comme
Timon Phliasien le témoigne en ces vers

Grande éloquence et grande force d'art
Pour disputer en Uune et Vautre part
Avait Zénon, reprenant tout le monde
Quand i voulait déployer s fuconde.™

Le “cas” ZENON a fait couler beaucoup d’encre pour et
contre. Desireux de consacrer la réhabilitation de ZENON,
Bertrand RUSSELL écrivit, chapitre 42 de “La Philosophie du
continu’ (Principles of mathematics, Londres 1902) :

“Dans un monde capricieux, rien n'est plus capricieux gue la

Zloire posthume. Une des victimes les plus notables du

manque de jugement de la postérité est ZENON d'Elée.”

Avant trouvé qualre arguments immensément subtils et
profonds, le gros des philosophes qui lai suceédérent déclarérent
que ZENON n’était guun bateleur ingénieux et qu’en touf en
pour tout ses arguments n'étaient que des sophismes. Aprés dewx
mille ans de réfutations continuelles, ces sophismes ont été
réintroduits, mais pour éire la base d’une renaissance mathéma-
tigue, grice 4 un professeur allemand qui, probablement, ne jamais
rdva d'une parenté guelcongue entre ZENON et Iui.

Er baznnissant strictement tous les infinitésimaux,
WEIERSTRASZ montra finalement gue nous vivons dans un
monde immuable et que la fléche, i fout moment de son vol, est
véritablement au repos. Le seul point ot ZENON fit probablement
erreur fut du conclure, si jamais 1 conclut, gue puisqu'il n'y a pas
de changement, alom le monde doit &tre dans le méme éad &
n'importe quel instant. Cette conclusion n'est aucunsment
nécessaite et sur ce point le professeur allemand est plus
“constructil’’ que le Gree subtil.

Les paradoxes de ZENON se divisent en deux classes: la
premiére qui comprend la dichotomie et 1’Achille concerne

P'hypothése que les grandeurs continues sont indéfiniment davi-
sibles, tandis que la fléche et le stade qui sont dans la seconde
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classe vont a l’encontre de ’hypothése que ces grandeurs continues
sont formées d’éléments indivisibles.

La dichotomie - - Le mouvement n'existe pas car tout mobile
doit atteindre le milieu de sa course avant d’arriver a son terme, et
naturellement il doit parcourir la moitié de la moitié avant
d’atteindre le milieu et ainsi de suite indéfiniment.

L’Achille -- Le plus lent, la tortue, ne sera jamais rejoint par
le plus rapide, Achille, car le poursuivant doit précisément
atteindre d’abord le point d’ou le poursuivi est parti, si bien que le
plus lent doit toujours nécessairement précéder le plus rapide.

La fléeche — La fléche qui vole est en repos car si toute chose
est au repos quand elle occupe un espace égal a elle-méme, et que,
en vol, 4 un instant donné, elle occupe toujours un espace égal a
elle-méme, la fléche ne peut se mouvoir.

Le stade veut prouver gue la moitié d’un temps peut étre égal
au double de ce temps.

En résumé, ZENON s’est attaqué d tzois problémes : I'infini-
tésimal, I'infini et le. continu. Depuis son époque jusqu’a la notre,
les plus grands esprits de chague génération ont chacun a leur tour
étudié ces problémes, mais i parler franchement sans aboutir a rien
de deéfinitif, car tandis que certains, il n'y a pas si longtemps,
estimaient que la théorie positive de I’infini créée par CANTOR et
celle des nombres irmationnels imaginée par WEIERSTRASZ et
DEDEKIND (Was sind und was sollen die Zahlen, 1887), avaient
résolu toutes les difficultés, d’autres soutenaient qu’il n’en était
rien, C’est dinsi qUHERMITE (1882 - 1901), qui en 1872 établit
la transcendance de e (que LINDEMANN en 1882 étendit a celle
de n, mettant ainsi un point final a la quadrature du cercle)
écrivait :

“Je me délourne avec effroi et horreur de cette pilaie lamen-

table des fonctions continues qui n'ont pas de dérivées”.

Allusion sans doute i cette fonction de WEIERSTRASZ :

y = Z at cos(b® 7 z)
n=1

pour 0<a<1l et b entier impair, que du BOIS REYMOND
publia en 1875 dans le Journal de CRELLE.

Sautons maintenant plusieurs siécles pour arriver au probléme
des cordes vibrantes qui souleva lui aussi de trés vives controverses,
qui ouvrirent la porte aux développements de FOURIER.
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Moyennant certaines hypothéses simplificatrices, le mouve-
ment d’un point d'une corde vibrante est régi par une équation
aux dérivées partielles du second ordre :

¥y _1 y ¥
axl © T g i

E

En 1747 ’ALEMBERT et EULER proposérent une solution de la
forme :

y = fix+ ¢ty + g{x —ect)
ou { et g soni deux fonctions arbifraires deux fois continument
différentiables:

A 1i mémée époque, Daniel BERNOULLI proposaif une autre
sodution, une somme infinie de termes trigonométriques, des sinus,
dont les coefficients étaient ce que l'on appellera plus tard les
coefficients de FOURIER, pour deux fonctions dont I'une donne
la distribution des élongations y des points de la corde et 'autre
celle des vitesses g_f de ces points & 'instant initial.

BERNOULLI prétendait que “sa™ sohstion impliquait celle
d'BULER et de ’ALEMBERT, ¢e d quoi EULER en 1753 objecta
gque 5’4 en &tait ainsi, on pourrait développer en séric de sinus,
fonction bmpaire, une fonction guelongue qui n'est &videmment
pas impaire,

En 1758, LAGRANGE (1738 - 1813) “cette houte pyramide
des sciences mathémaligues” selon le jugement de NAPOLEON,
s'attaqua & ce paradoxe. Dans un mémoire remarquable

“Sur e nature et g propagation du son”

it considére d’abord la corde vibrante comme Iz limite dun
ensemble fini de masses ponctuelles régulidrement espacées sur une
corde idéale sans masse, En admettant, dans le cas fini, une élonga-
tion et une vitesse initiales arbitraires pour chacune des masses, il
obtint la solution sous la forme proposée par BERNOULLI, a
savoir, la somme d’une suite finfe de termes trigopoméiriques,
mais sa conscience professionnelle fort élevée lui interdit de passer
a la limite, manquant ainz ’oecasion de devancer FOURIER
(1768 - 1830} en découvrant analyse harmonigue.

Quelque cinquante ans plus tard, FOURIER osa en
présentant en 1812 pour le grand prnix de mathematiques de
'"ACADEMIE des SCIENCES son mémoire
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La théorie analytique de Ia chaleur
gue Lovd KELVIN (1824 - 1907} considérait comme un

Splendide poéme mathématigque.

Le jury de 1"Académie était formé des frois L : LAGRANGE,
LAPLACE, LEGENDRE. Non sans raison, LAGRANGE
convainguit ses confréres que le mémoire manquait de rigueur
mathématique. FOURIER obtint cependant le prix, mais garda
vis-i-vis de LAGRANGE une rancune tensce.

Ainsi, au début du XIX<éme siécle, les mathématiciens se
demandaient :

*Toute forction d'une variabie est-elie représentable par une
somme infinie de termes trigonoméirigues t 7

Force fut bien alors de s’apercevoir qu'on ne savait pas trés
exactement ce qu'était ni une fonction, ni une somme infinie, ni la
représentahbilii® d’une fonction par la somme d’une série. Les
paradoxes de ZENON sur linfini n'étaient toujours pas, mathéma-
tiquement, résolus.

Dés 1638, cependant, GALILEE avait signalé une distinction
remarguable entre le fini et I"infini. Dans les *“Discorsi et dimons-
trazion mathematiche inteme due nuove scienze™, parus 4
LEYDE, ile Sage SALVATIUS démontre & SIMPLICIUS, que
Uinquisition soupgonnait éire une caricsture du Pape de époque,
gue dans un ensemble infini la partie peut &tre égale au tout en
établissant une cornespondance biunivoque entre tout entier n et
son carré n° . Aufrement dit une partie d’un ensemble infini peut
avoir méme puissance, méme cardinal, que 1'ensemble Eout entier,

Arrivons aux portes de c¢e paradis que va créer Georg
CANTOR.

Né en 1845 3 Saint-Pétersbourg, CANTOR raconte qu’a
dix-sept ans il aurait entendu une voix inconnue et mystérieuse qui
I'appelait aux mathématiques, cependant que ses parents le
voulaient faire ingénieyr,

Attiré, séduit par la perfection des ‘“Disquisitiones arithme-
ticae” (GAUSS 1801), CANTOR étudia d'abord la théorie des
nombres. Subissant ensuite Pinfluence de WEIERBTRASZ,
CANTOR, dans une série de mémoires, soumet 3 une analyse
rigoureuse la question si controversée des séries trigonométriques.
D’shord dans le Joumal de CRELLE {1789 . 1885} fondé en
1826 -

1} Sur un théoréme relatif aux séﬁes trigonométriques (1870)
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2) Unicité de in représentation par gne série triponoméirique
d’une fonction définie pour toute valeur réelle de x (1870
3) Remarque sur le théoréme précédent (1871)
Puis dans Jes Mathematisches Annalen :
4} Sur les séries trigonométriques (1871}
5) Sur l'extension d'un théorsme de la théorie des séries trigono-
métrigues (1872)

C'est alors que, selon Pexpression de H. WEYL, CANTOR
monte d {assaut du cie! en publiant dans ce méme journal de
CRELLE ex 1874 :

“Sur une propriété du concept de tous les nombres
algébriques” ou il rejoint DEDEXIND en montrant que Uensemble
de tous les nombres algébrigues a méme puissance que celni des
entiers, autrement dit est dénombrable.

Ce mémeoire acheva de scandaliser KRONECKER, Directeur
de Ia Publication, & ce point qu'l en vint i traiter CANTOR de
Satan de la mathématique, de corrupteur de la jeunesse. C'est sans
doute KRONECKER qui en 1877 metiait pey d’enthousiasme 3
publier un avire mémoire de CANTOR : *Conrtribution g Ia
théorie des multiplicités”, mémoire jugé par trop révolutionnaire
puisqu’il établissait 1'identité de puissance dez continus 4 nombre
queicongue de dimensions. Ce fut d’zilieurs le dernier mémoire
que donna CANTOR a ce Journal de CRELLE.

De 1880 a 1883, CANTOR publia, soit aux Mathematische
Annalen, soit aux Acia Mathematica gque venait de fonder le
mathématicien suédois MITTAG-LEFFLER, une série de
mémoires qu'il rassembla sous e tiire -

“Grundiogen einer allgemeinen Mannigfaltigheitichre”
Leipzig, Teubler 1883.

En 187%, passant sa lune de miel i Interlaken, CANTOR eut
la chance d'y rencontrer DEDEKIND : ce fut bien une heursuse
rencontre car DEDEKIND fut un des trés rares mathématiciens de
I'époque qui fit un effort serieux, sympathique méme, pour
comprendre les propositions de CANTOR jugées alors subversives,

Cette rencontre donna lien & Péchange d'une longue corres-
pondance puisqu’eclle s’étendit du 28 avril 1872 au 30 aout 1899,
annés qui margua la fin de la période productive de CANTOR,
correspondance parfois pathétigue gqui fut d’abord publiée en
allemand par E. NOETHER (1844 - 1921} et Jean CAVAILLES
{1963 - 1944) (HERMANN, ASL 518, 1939), puis traduiles par
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CAVAILLES in “Philosophie mathématique” (HERMANN,
1962).

Voiel des extraits de deux lettres de cette correspondance.
D’abord celle gque CANTOR adressa le 25 juin 1877 3
DEDEKIND:

“... Maiscomme je tiens avani fouf d vous convgincre si

possible de Uexactitude de mon théoréme, savoir

A} Une multipiicité continue @ e dimensions peu! éire mise

en correspondance univogque avee une multiplicité d une

dimension, ou (ce qui n'est qu'une gutre forme du méme

théoréme} les points (éléments) d'une mulliplicité 6 1

dimensions peuvent se déterminer par iune voordonnée réelle

1 de telie sorte que, 6 chaque valeur réelle de t dans !'inter-

valte (G .., I} corresponde un point de In multiplicité, mais

aussi réciproguement, qu'd chaque point de la multiplicité
corresponde une valewr déterminde de t dans {lintervalle

(G.. 1}

je me permets de vous en soumettre une gutre démonstration

sur laguelle J'étais méme tombeé plus tot que sur celle-id...”’

Le 29 juin de la méme année, CANTOR, revenant sur la
proposition qu 'l avait formulée dans sa lettre du 25, derit :

“Veuillez excuser mon zéle pour ceite affaire si je fais appel

tellement souvent @ votre bonté et d vatre peine ; ce que je

vous af commuhigié lout récemment est pour moi-méme si
inattendu, si nouveau gue je ne pourrai pour oinsi dire pas
arriver ¢ une certaine tranguillité d’esprit avant gue je n’ale
recut, frés honoré ami, volre jugement sur son exactitude.

Tant que vous ne m’aurez pas approuvé, je ne puis gue dire .

Je le vols, mais je ne le crols pas {en {rancais dans le
texis)

Cest pourguaoil je vous prie de m'envoyer une carie postale

pour me dire quand vous pourrez aquolr terminé examen de

ia chose et si Je peux compier sur YOus pour exaucer ma
demande certainement bien exigeante™,

DEDEKRIND répondit le 2 juillet :

“Jal examiné encore une fois votre démonstration et n'y ai
pas trouvd de lacuhe, Je suis convainen que volre intéressant
théoréme est exact et je vous en félicite.

.. mats vous étes obligé d'introduire dans la correspondance
une discontinuité, ¢ donner le vertige, une discontinuité qui
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réduit tout en atomes, telle que toute parlie continument

vonnexe, si petite qu’elle soit, de 'un des domaines a une

image complétement déchirée, discontinue.

JSespére m'étre expliqué assez clairement . cette lettre n's

d'atitre but que de wvous prier de ne pas entreprendre

publiquement des polémigues contre les articles de foi admis
jusqu’d présent de la théorie des multiplicités avant ' awoir
soumis mon objection 4 un exemen approfondi.”

Conseils de prudence, pressentiments peut-étre de la polé-
mique qu’atlait déchainer Ia théorie cantorienne des ensembles en
raison des paradoxes gque certains mathématiciens 8’ingénigrent &
formuler.

BURALI-FORTI (1881 - 1931), CANTOR kiméme,
montrérent en 1887 que 'on ne saurait, sans contradiction, parler
de Uensembie de tous les ensembies. En effet, si U désigne cet
ensemble, Pensembie ' (U) des parties de U est un ensemble, done
un élément de U, et par suite cardinal de & (UJ) < cardinal de U,

Mais ¢’apres un théoréme démontré par CANTOR lui-méme,
cardinal de 1) < cardinal § (1}), d’ol contzadiction.

En 19505, B. RUSSELL imagina le paradoxe du catalogue des
catalogues, ¢’est-d-dire celui de 'ensemble des ensembles qui ne
sont pas éléments 4d'eux-meémes,

Le paradoxe du Barbier de Séville eut réloui ZENON

Axiome!  Tous les habitants de Séville doivent &tre rasés.
Axiome Il Le barbier de Séville rase tous les habitants gui ne se
Tasent pas eux-mémes,
Ces deux axiomes rendent impossible existence du barbier.

Le paradoxe est levé par un troisiéme axiome.
Axiome IIT Le barbier n’habite pas Séville.

La crise provoquée par 'axiome de choix imaginé en 1804
par ZERMELO :

“8i JX, ¢, i€ 1 est une partition de 'ensemble X, il existe

une partie Y de X telle quepourtouti€l, X 0 ¥ = za,g.”

Cette innocente proposition divisa les mathématiciens en
deux clans ennemis : les formalistes d’une part gui, comme

HILBERT, ZERMELO, FRAENKEL, von NEUMANN, accepte-
rent laxiome, fandis gue les intuitiormistes tels POINCARE,

BOREL, H. WEYL, st suriout BROUWER le repousssient aver

harreur.
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En 1920, HILBERYT et BROUWER en vinrent 3 échanger des
propos que E.F. BELL gualifie de robustes,

‘Que font WEYL, ot BROUWER, clamait HILBRERT, sinon
d'embarier e pes ¢ KRONECKER 1) : s tentent d'établir
les fondations des mathémuligues en jetant par-dessus bord
tout ve gqui ne leur convient pas, et décrétent sur le reste un
embargo.”

Dans son anxiété, HILBERT fit & ses adversaires, a Pintoition-
nisme, une excellenie publicité “involontaire” dont les charmes
“macabres”, éerit E.T. BELL, attirérent bien des “clients”,

HILBERT, donc, écrivaif :

“Le résultat est de démembrer notre sclence, il fait courirle

risque de perdre une grande partie de nos possessions les pius

valables. WEYL et BROUWER condamnent leg concepts
généraux de nombres irrationnels, de fonctions — ¢i méme
telles fonctions que Pon rencontre dans la théorie des
nombres — les nombres transfinis de CANTOR, etc..., le
théordme fondamental en analyse qu'un ensemble infini
d’entiers positifs posséde un plus petit élément el méme

Paxiome du fiers exclu, comme par exempie cette proposi-

tion: ou bien i n'existe qu'un nombre fini d'entiers

premiers, ou bien it en existe une infinité. Ce sont lo des
exemples de théorémes ou modes de rgisonnement interdiis.

Je crois que Pimpuissance de KRONECKER a abolir les

nombres irrafionnels se refrouve aujourd huf dans les efforts

de WEYL et de BROQUWER () 7

Fit HILBERT affirme la victoire de ses partisans :
“Le prograrime de BROUWER n'est pas une révolution, mais
gsenlement la répétition, avee de viellles méthodes, d'un futile
coup de main et ce qui auait éié enirepris avec beaucoup de
verve ¢ maintenant tetelement dchoud. Awourd’hui, grice
qux travauy de FREIGE, de PEDEKIND, de CANTOR,

(1} LINDEMANNK {1852 - 1338} ayant d&tabli en L8B2 la tramsecendance de 7,
ERONECKER jui abjecta :
"Que woul donr polre belle démonsfration pubkgue Bt nombre Brationnels
#'exisgteni pas ¥ 7'

(2} WEYL avait dlailleurs prociams (Das Kontinuuk, Kritische Uotersuchungen iiber die
Grundlasgen der Analysis, Deipzig I918)
“ta sotidité dy rocher sur leguel est balie lo forferasie de A naivee est illuzoire, une
grande partic dyu chéfcou oal emsenticlfement bitiv sur be sabie.
C'est pourquoi WEYL, se souvenant de la parabole de 'Evangile, sbandonns o
formalistes #i &iablit sa réesidence civez los intuitionnisies, comme le firent d’autrag
mathémeaticiena distinguds,
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UETAT est soigneusement armé, Les efforis de BROUWER 2¢
de WEYL sont condamnes d lp futilité.”

E.T. BELL, cependamt, ajoute :

“8i ces travaux constituent lg ligne SIEGFRIED des forma-
listes, leurs gdverscires sont déjd surarmés ™

A propos de cette “dispuie”, ET. BELL éerit :
“Le tumulte, les clameurs furent tels gue les physiclens
euxmémes en vinrent d suspendre leurs travaux pour y préter
loreille, non sans quelgue appréhension.”

EINSTEIN, rencontrant un collégue mathématicien, lui aurait
demandé :
“Que!l est donc ce combat de souris et de grenouilles auquel
se livrent les mathématiciens ¢ '

Les mathématiciens n’avaient pas attendu 'ouverture des
hostilités entre formalistes et infuitionnistes pour tenter de bitir
une axiomatique de la théorie des ensembles conservant Vessentiel
des résuliaiz obtenus par CANTOR tout en rendant impossible
Pexistence des ensembles paradoxaux.

En 1908, ZERMELO propose un systéme de neuf axiomes,
dont le cinquiéme postule Pexistence dun ensemble infini
(Untersuchuchungen ber die Grundlagen der Mengenlehre).

En 1925, von NEUMANN modifie le systéme précédent en
introduisant la notion de classe, un ensemble devenant alors une
classe particuliére : 'axiomatique de von NEUMANN sera ensuite
complétée par BERNAYS et GODEL dans les GRUNDLAGEN der
MATHEMATIK.

81 ces axiomatiques éliminaient Ja plupert des antinomies gui
avaient tant inquiété les mathématiciens au point que H.
POINCARE écrivait ©

"It &'y a pas d'infini actuel - les Cantoriens Pont oublid et ils
sont tombés dans In contradiction.™

une guestion troublante demeurait sans réponse : I'hypothése du
continu,

CANTOR avait démontré gue pour un ensembie E et pour
Pensemble T {E} de ses parties
cardinal B < cardinal 7 (E] et cardinal § (B) = 2 cardinal E
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Il existe donc plusieurs types d'ensembles infinis | on peut
donc toujours trouver un ensemble infini plus grand que n'importe
quel engemble infini donné, en particulier

cardinal N < cardinal R ou ¥, < X,
qui se lit : aleph zéro est inférieur 4 aleph un.
A la gquestion : Exigie-i-il un ensemble A compris entre N et
R et tel gue
cardinal N < cardinal A < cardinal R ?

CANTOR crut pouvoir répondre par 1a négative : ¢'est 1’hypothése
du continu ; sa forme la plus générale s’énonce :
Entre un cardinal X et le cardinal 2% de I’ensemble de ses
parties, existe-t-il un cardinal « tel que

X<a< 2X?

Les travaux de Kurt GODEL, en particulier : “Consistengy-
proof for the Generalised Comtinuwm Hypothesis” (1988), qui
utilisent ’axiomatique des classes de BERNAY, von NEUMANN,
puis ceux de son éléve Paul COHEN rassembliés dans “‘Set theory
and the continuum hypothesis™ {1968), montrent d’une part [a
consistance de I'hypothése du continu et de 'axiome de choix,
d'autre part Uindépendance de cetis hypothése et de cet axiome.

I} apparait ainsi que, dans une axiomatique donnée, i peut
exister des propositions indécidables, mais qui pourraient étre
établies (ou réfutées) dans un systéme plus fort faisant sppel & des
axiomes supplémentaires.

Cetie indécidabilité menace-t-elie d'ef fondrement 'édifice de
la mathématique ? Nullemeni si I'on fa;t confiance a la sagesse de
Nicolas BOURBAKI,

On lit en effet dans ses “Eléments de Mathématique™, livre I,
page 9, ASI nv 1212, 3éme &dition 1966 :

“Depuis cinquante ans que lon a formulé avec gwez de
précigion les axiomes de in théorie des ensembles et qu'on
g'est appliqué d en tirer des conséguences dans les domaines
les plus variés des mathématiques, on n'a jamais rencontré de
conirediction et on est fondd § espérer gu'il ne 8'en produira
jaemais.” {Ce gui précéde était dorit avant les derniers. travaux
de P. COHEN).

Sl en était autrement, poursuit BOURBAKI, c'estque 2

contradiction observée serait inhérenfe aux principes mémes

qu'on g admis 4 la bose de lg théorie des ensembles ; ceux~ci
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sergient done d@ modifier sans comprometitre st possibie les
parties de o mathématique suxquelles on Hent le plug ; it est
cleir qu'on y parviendmit d'autant plus facillement que 'usage
de Iz méthode axiomatique et d'un langage formalisé aura
permis de formuler plus distinctement ces principes ¢t d'en
sdparer plus netternent les conséquences. C'est d'ailieurs d
Pen prés ce qui s'est passé d une daete récente lorsqu'on a
éliminé les paradoxes de la théorie des ensembles par
fadoption d'un langage formalisé essentiellement équivalent &
celui décrit ici : c’est une révigion semblabile qu'il foudrait
entreprendre si ce dernier se révéigit & son tour coniradie-
toire.

En résumé, nous croyons gte ig mathématigue est destinée ¢
suryivre et gu'on ne verra jamois los parties essentiviles de ce
majestueux ddifice s'berouler du fait d’une contradiction
soudain manifestée ; mais nous ne prétendons pas que celte
opinion repose sur autre chose que 'expérience. C'est peu,
dirant certains. Maiz voild vingt-cing siecles que les mathéma.
ticiens ont 'kabitude de corriger leurs erreurs et d’en voir
leur science enrichie, non appauvrie ; cela Ieur donne le droit
d’envisager Pavenir avec sérénité.”
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