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PREMIER CYCLE

Objectifs spécifiqi:es
de I’enseignement des mathématiques
dans le premier cycle

par un groupe de la Commission A.PM.E_P.
“Premier Cycle” *

Dans un premier article pary dans le Bulletin 334 de juin 1982 {(pages
511 & 320), nous avons présenié le résuliat de nos “réflexions ur ce que
pourrait 8tze un reaguvellement de *enseignement des mathématigues™,

Aujourd’hui nous vous livrans une suvite de notre travail. Clest un
document gui a pour seule ambition de contribuer A faciliter pour chagun
un effort personnel d’anglyse de sa pratigue. Noas serions done heureux
de recevoir des remarques, méme expiosives, de votre part**.

Il ne sera pas question ici d’interdisciplinarité; celle-ci sera prise en
compte dans un article ultérieur.

Daas notre docuraent les exemples choisis pour illustrer chaque para-
graphe ne sont pas nécessairement du “programme’’ du Premier Cycle ou
d'un niveau accessible aux éléves de ce Cyele. Mais tous sont censés neur-
rir Ia réflexion du professeur. De plus ceux qui ne sont pas présentables
comine tels aux éléves peuvent éventuellement faire I'objet d’une appro-
che voire d'une étude guidée en classe,

* Cc groupe tst snimé par Jewomine CARTRON {Colkége, Nioci}. [l comprend e outre
Clade ANSAS {Colkkge, Marseille}, Henri BAREIL (Collége, Toulouse), Louvis DUYERT
(Colttge et Lycte, Lyon), Régis GRAS (Université, Renwes), André HENNETON (Collége,
Issoire}, fcan-Pierre ORHARN (Tochnigque, Rowen), Charks PERGL (frem, Clermont],

4 Adresser vas remargues 4 Jeannine CARTRON, | imipasse Fureties - 79000 Niort,
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Cet article sera compiété, dans un prochain Bulletin, par une étude
des objectifs spécifiques de 'enseignement des mathématiques du Premier
Cycle concerpant le comportement personnel ¢f relationnel des éiéves vis-
a-vis de la connaissance, des méthodes, des modes d’organisation et
d'expression, ...concernant aussi le développement de Pesprit logique &t
de "esprit critigue.
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INTRODUCTION

* Des objeciifs spécifiques er fonction de quei ?

e de Page des éldves {11-15 ans, pour la plupart),

— des autres disciplines,

— de Penseignement des matisdmatiques avant ot aprés le premier cycle,
-t comporiement général quinduisent les médias et les fagons de pen-
ser, d’étre et d’agir rencontrées dans toute vie en société,

* Spécifiames en quol ?

Ce sera parfois un simple changement d’accent, un¢ attention plus
grande accordée 3 tels objectifs.

Parfois, au contraire, il s’agiva d’objectifs radicalement différents,
orniginaux. Les mathématiques pewvent alors jouer un rble irremplagable,
ce qui signific que les éiéves du Premier Cycle doivent y €tre le plus possi-
ble impligués.

1. UNE REFLEXION GENERALE
1.1. LE YRAI

o [ n'est de vérité, hors celle des faits bruts, gu’a Vintérieur d’une
théorie — non contradictoire — et vis-3-vis de celle-ci.

Or cela est trés pew mis en valeur, dans notre enseignement et dans les
anires domaines de la connaissance ou de la vic ; k. notion de “vrai” y
prend trop volonticrs des airs d'abselu. Il y a i) une ambiguité dont il est
bon de faire prendre conscience aux dléves, d*autant phus gite Ja notion de
vrai est au cosur méme de tous les probitmes de la communication.

* L'enseignement des mathématiques dans le Premier Cycle esi un
terrain privilégié pour une réflexion sur le vrai, son caractére relatif a une
théorie institutionnalisée et les difficultés ainsi soulevées. En effet, au
grand dam des ambitions des programmes de 1971, il s’est révélé impossi-
ble pour les éléves, au mioins en 1'éat actuel des choses, de s"approprier
une théorie mathématique dont ils vérifieraient la cohérence, avec un
départ axiomatique ot des déductions sans faille. Commernt dés lors
conduire les éldves ) apprécier le vral ?

- O peut pimber les activités mathématiques pratiquées d'énormes
axiomes extra-mathémaiiques, par excmple, en géométrie, celui d’une
pritendue conformité avec ke monde physique observé a natre échelle,
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Mais alors on peut rendre dvidente la relativitd de ce
“Vfai“ :
— A une plus grande é&chelle, fe plan physigue horizontal
devient un morcean de sphére,
— La géométrie sphérigue traduit par les grands cercles les droi-
tes de 1z gdométrie du plan.

A

On trouvera alors, sur la
sphere, des triangles ayant irois
angles droits : cof. le triangie
sphérique ABC de la figure
ci-contre. {Pour plus de déve-
loppements, cf. article de
Danjel LEHMANN, Bulletin
APME.P n° 333, page 243,
ou “Le Géométricon', Ed,
Belin}.

— On peut aussi demander aux éléves une confiance totale en le
savoir mathématigue tel qu'il apparait A travers ensgignants ou manuels.
Cela peut favoriser une prise de conscience du caractére institutionnel de
ia connaissance : le professeur est, en sa diecipline, une sorte de chef
' orchestre du vrail, donnant au groupe classe les régles mathématiques.

Mais quelte est alors fa solidité du savoir auquel on se
réfare T Quel est son champ de validité 7

B telles interrogations devraient conduire fes éidves, sur un
plan plus général, i beaucoup de modestie ot de doute... ainst
qu'au souci de sources aussi sfires que faire se peut.

- I est aussi possible de relativiser le vrai par quelques coups de
projecizur sur d’autres enchainements mathématigues :

Par exemple, rapportons le plan & un repére cartésien quel-
conque, puis définissons Porthogonalité des droites (AB) ef
{AC B2 = AB? + AQC? et la distance My M, par
e — X)T + (Y2~ ¥o°. Voild, dés lors, les axes de coordonndes
orthogonaux {au sens mathématique) guel que soit leur angle
physique 1 La géométrie aingi induite est-lle farfeluc ? Non !
On peut Pobtenir par projection cylindrigue, ou paralléie, d’un
plan & “orthogonalité classique’ sur un pian non perafiéle. On
la rencontre dong 4 propos des ombres, de 12 perspective...

Dlavtre part Uenseignement des mathématiques dans ke Prémier
Cycle ne devrait pas &troitement conduire 4 I'examen de seuls faits mathé-
matigues sur lesquels le jugement, en référence 3 une thdorie, conduise
uniquemeni a des réponses en termes certains de ““vrai*’ opu de “faux®,
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Il existe en efiet des phénoménes gue les mathématiques
prepnent maintepant 4 juste titre dans keur champ - depuis un
gidcle A peine — et gui ne sont pas dérerministes : ce sont kes phé-
nomeénes aléatoires. Tout en continwant & poursuivre apport
d'une preuve pour valider P"affirmation d’un énoncé, on laisse
alors {a place & Pexistence de faits mathématisables pour lesquels
on cherchera le ‘“degré’’, 1a “pondération’’, Ia “‘mesure®’ de leur
vérité : it en irg ainsi, par exemple, pour le fait : “‘pile apparait
dans le lancer d’une pidee de monnaie équilibrée’.

Enfin, les mathématiques, par leur existence et Yeur fonctionnement,
montrent la possibilité d'enchalnements établissant la vérité relative de
tels ou tels fairs, Mais elfes manifestent alors la riguenr exigde, pour ces
déductions, 4 partir d’une claire mise en évidence des hypothéses et des
lois utilisées. Peut-om ailleurs, et notamment dans 1a vie couranie, agir de
la méme fagon, avec la méme rigueur 7 On sait, de phas, qu'il v a, méme
en mathématiques, **des degrés dans la rigueur’ ef que tout est fonction
de Vobjectif poursuivi...

La relativité et les exigences du “'vrai®” mathématiques peuvent donc
éclairer utilement la notion sociale de “‘vrai” ot le décaper d'habits
¢*absolu trop facilement empruntés. L'enseignement des mathématiques
du Premier Cycle ne saurait négliger le rdle éducasnif si important gu'il
peut et qu’il doit ainst assurner.

1.2, LES ETRES MATHEMATIQUES

Les Btres mathématigues existent fondamentalerent par les relations
qu’ils ont entre eux.

La réflexdon induite la-dessus par Ies mathématiques peut avoir
valeur dexemple : a’en est-it pas ainst de tous les étres connus, d’autant
plus gue leur vie sociale st plus évoluée, ce qui vise, par excellence, les
humains ?

I'enseignement des mathématigues peut commencer & monirer aux
&léves du Premier Cycle :
— gu'on n'enferme pas un 3re mathdmatique dans sa définition, et
encore moins fans ses représeniations,
— qu'ily a un enrichissement progressif, acquis par le fonctionnement, ¢t
par fa nécessité de faire foce a de nowvequx probigmes,
Cf, ta notion de cercle aves ses propriétés caractéristiques
toujours plus nombreusss, ses interventions pius foisonnantes
d’amnée en année, 568 équations. ..

1. Ia potion de nombre aux prises avee les fquations. 1’0
des extensions successives...
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— Gue Celte acquisition progressive A travers le fonctionnement suppose
done gqu'on 'atiende pas, pour faire intervenir des Mres mathémati-
ques, de leur donner vn statig explicite.

Cela permet de n'écarter a priori aucune interrogation des
dlbves, ni aucune investigation (¢f. infra § 2.1. a.) et d'ouvrir aux
venis du large le domaine du “‘programime’™, par exemple une
approche de courbes ou de solides variés, les exploitations de
tableaux statistiques...

— que le surgissement d'un &re mathématique peut naitre de mutations
faisant passer & un niveau supérieur d"abstraction :

Par exemple, la syméirie orthogonale et la transfation résnl-
tent de mutations, tous éats intermédiaires ¢t toutes incertitudes
physiques oubliés, du pliage et du glissement sans rotation.

— qu’il ¥ 2 eu, tout au long de Phistoire des mathématiques, un affine-
ment progressif des notions, pour mieux fes définir ou pour étendre
Jeur champ d*application :

Cf. la notion de fonction, celle de nombre..,

Cf. aussi “a relation de Chasles” (voir Brochure
APRPMEPR. n® 38: Activitds marhématigues en 44, 3,
tome 23..,

Ici aussi noire enscignemens: peut &étre une école de vie et de refus du
figé..., de confiance ayssi, tant les progrés sont souvent venus & (ravers
erretrs et défeciuosités,

1.3. TENSIONS ET CONVERGENCE

1z fonctionnement des &res er des sociétés semble d’autamt plus
fécond ot harmonicux gu'it est vécu dans une unité résultant d’une
convergence de tensions antagonistes qui s’acceptent comme complémen-
taires.

La aussi Penseignement des math&matiques du Premier Cycle peur
donner Pexemple, pourvu qu'il ne se mutile pas, en sachant érre i la fois
expérimental et absirair, en alliant les conjectures et ks démonstrations,
la recherche de la rigueur et le foisonnement des essais, la permanence
dans les objectifs et les remises en question, le plaisir de faire des mathé-
matiques et le fazit de se distancier par rapport 4 elles...

Toutes choses gui ne seront possibles que si 'enseignement
des mathématiques s'intéresse beavcoup aux méthodes et con-
sent aux éléves, avec le droit 3 erreur, une forte marge de
liberté dans la recherche, la découverte, Uexploitation, 21 méme
temps qu'il les dotera de solides principes d’action et qu'il saura
les meitre & PPaise vis-d-vis des mathématiques tout en en déve-
loppant le golil.
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1.4, UN ROLE IRREMPLACABLE

* Oelle que soit la démarche choisie pour aborder un probléme,
quel que soit Iz nivesu 4 approfondissement auguel on parvient, il 5 agit
de savoir quelle est la conclusion ausorisée,

Exemple I : Pour tracer la courbe d’équation ¥ = 3’(—

I'aide de points obtenus & partir de x = — % avec un pas d2 0,
va-t-on joindre de proche en proche tous les points obtenus 7

Exemple 2 : Je pars d’un naturel n guelconque auquel
j’appligue la procédure p suivante :© “*Si n est pair, je le remplace

par -%« Si n est impair, je le remplace par %- (3n+ 12" Jappli-

a
&

que ia méme procédure au nouveau naturel obtenu. Et ainsi de
suffe, indéfiniment.

Un trés grand nombre d'essais fait oujours tomber sur la
boucle {1 -~ 2 - 1), Vais-j¢ en tirer une loi générate 7

» |nsistons sur le dernier exemple : les mathématigues sont probabile-
mesyt fa sewle discipline & refuser d’ériger en loi une confecture issue d'une
accumlation d'exemples rdussis, ef en Vabsence de contre-exemple.

Ce refus n’est pas naturel aux éléves © on n’est pas aussi rigourenx
ailleurs, Or il serait fort utile de "3#tre. En évitant bitn des jugements
incorrects ou hitifs, cela conduirait 4 plus de tolérance ¢t de respect des
autres, & pius de souci de leur marge de liberté (en ne les “enfermant”
plus dans des a priori conjecturés} 1

1 restera & &quilibrer une tension entre la confiance fécondante en
des conjectures aussi fondées que possible et Pinquidtude qui nait de
Pabsence de preuve et qui incite 4 poursuivre la recherche,

Les mathématiques ont done ici vne valeur éducative irremplacable,
Les éleves en saisiront Pintérdt en voyant d*une part des
conjectures apparemment solides prises en défaut, d’autre part
Ie rile des conjectures dans la découverte {par exemple & propos

de points variables).

En remettant & leur vraic place les conjectures, tes mathématiques
feur donnent en méme temps tout leur intérdt. Les mathématiques appa-
raissenf ainsi comme un bomn chef d’orchestre de la connaissance. 1l
importe dgonc de le montrer.
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Un abjectif majeur de PVenseignement des mathématiques, dans e
Premier Cycle comme ailleuys, est de contribuer le plus efficacerent pos-
sible & apprendre ¢ poser des probiémes puis & essayer de les résoudre,

Ces essais pourront conduire 4 la création de nouveaux &tres mathé-
matiques ou de nouveaux putils ot A la comparaison de diverses méthodes.

2. POSER DES PROBLEMES

z.1, QUELQUES PRINCIPES
a) tin champ ouvert

) I)gs situations pauvres sont a remplacer ou & prolonger par des situa-
tions riches plus excitantes pour Pesprit, plus motivantes, ot moins limi-
tatives.

Exemple 1 : Résoudre graphiguement une équation du pre-
mier degré reléve de {art pour Part. Par contre Péude graphi-
gue d’une fquation de depré supérisur & 1 peut éventuellement,
dans ie Premier Cycle, permetire de traiter de vrais probiémes.

Cf. le probléme de la “*hoite aux coins coupés’*,

On dispose d’un car- E
ton carré EFGH (de /

24 cm de coté par 7 [ S wou B
exgmple). On Vutilise

pour fabriquer une
bolte, sans couvercie,
en découpant, & cha-
que coin, des carrés de
¢dté x, en emt, On vou-
drait choisir x pour
que le voleme soit
maximum.

Y mmmremm e
&'ﬂ

D

L]

%

H G

Un tableau de valenrs numériques ct la représentation gra-
phique du volume en fonction de x permettent de conjecturer
qu’il ¥ a maximum guand x =4 ou pour une valeur irés voisine.
Sur le plan pratigue le probléme est donc traité : on prendra
x =4, En fin de Premier Cycle,on pent d’ailieurs démontrer {sans
dérivée 1) : il suffit par excmple de poser x = 4 —y, decalculerle
volume en fonction de v, puts, Gouvant 4256 — yi{(12 + y)] d’en
déduire gue le maximum a bien Hew pour y =0,

Exemple 2 ; La géométrie dans Pespace est, dans les faits,
ignorée ou trés peu abordée en Quatriéme-Troisiéme, Or la
fabrication et 1"4tude d’cbjets de Vespace est d'une grande
richesse e1 d'une grande valenr éducative,
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Exempie 3 : L organisation et Pexploitation de tableaux de
donnécs ouvrent sur une foule de probiémes motivants, sur la
gréation d’objets mathématiques mouveaux {ceux des statisti-
ques) et sur des démarches ob Finduction contrdlée prend toute
sa valeor.

Exemple 4 ; Bn Quatriéme, les programmes aciuels permei-
tent I"intéressant probléme
suivant : “Soit deux perpen- A
diculaires A, /4, ¢ un seg-
ment [AB) de longueur
constante, de milieu M, tel
que A soit sur A et B sur M
A7, Quel est Yensemble des
points M possibles 77

Pourquol ne pas s'ineé-
vesser aussi & d’autres points 2 - —
du segment {AB) 2. Les B
éléves trouveront alors, par
points, des conrbes qul feur “sembieront’’ Btre des ellipses... (ve
qu’elles sont, mais fe Premier Cycle ne permet pas de démonstra-
tion).

o

Exempie 5 : On peut expérimentalement chercher des enve~
loppes de droites, qui seront des ellipses, des hyperboies, ou des
paraboles (cf. Brochure A P.M.E.P. n% 33 : Activités mathéma-
tigties en déme - 3éme, tome 1}.

Exemple 6 : Les pavages ou dallages sont une mine inéms-
sable d'activités motivantes, a divers degrés d’approfondisse-
ment {&f. Activitds mathématiques en 40me - 3éme, tome 23, De
méme la réalisation de maquetiss,

Pourvy que les objectifs du programwie soien: réalisés eén fin de
cycle, nous ne savrions imposer de limites aux investigations, problimes
et recherches venant des éléves. I nous appartiendra au contraire, le cas
échéant, ¢’'en susciter,

It v a fieu en effet d'ouvrir le ples possible, de varier fes domaines
Stuclids, les méthodes utilisdes et les niveaux d'approfondissement.

Ainsi se constituera peu i peu une capacité accrue & poser, chercher

et résoudre des problémes, ef un stock de problémes “‘en devenir”’, riche
herbier pour les Lycées et goi motivera Pintroduction d’outils mathémati-
QuéEs fouveaNX,
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b} A propos dex ‘‘évidences”’

# Les éldves me ressentiront gu’ennui et désaffection A Pencontre
d’un “probléme* qu’ils ne pergoivent pas comme tel.

Ainsi la “‘concourance’ deg médiatrices du triangle n'est
généraletent pas pérgue comme probléme par ies éléves. 1 fant
alors aménager ces ““faux-problémes” en *‘vrais problémes”...
Par exemple, & propos des médigirices d'un triangle ABC, en se
demandant 8’1l existe un cercle et un seul passant par A, B, C.

* L’ Académie des Sciences rappelle, dans un texte ¢ité par les Com-
meniaires des programmes | 978 de 4éme - 3éme, qu’* il faut éviter qu'une
propriété simple, g est presque évidente aux yeux de 'enfant, soit
déduite par le raisonnement d une autre propriété moins évidente ou plus
compiiguée™.

{ela peut condyire augmenter ke mombre &’axiomes ou de propné-
téa admises. Mais cela devrait aussi inciter & transformer dés “‘évidences”’
en “‘problémes®’.

Par exemple, si Pon se restreint aux isométries, comment
douter du fait gue la ransformée ¢ une droite est toujours une
droite 7 1l en ira autrement si P on infroduit le plas t6t possible,
non pour ciles-mémes mais pour déconditionner, des transfor-
mations, conchotdales par exemple, qui ne conservent pas Vali-
gnement,

»  « Topute *‘évidence’ ne semble pas pour autant transformable en
probléme. Cela dépend de sa génése.

Example : 1.a syméirie orthogonale est naturellement con-
cue comme la traduction mathématique ¢’un pliage. Dés lors les
éidves du Premier Cycle n*accepteront jamais comme probiéme
la question ; *‘la symétrique d une drolie est-elle une droite 7.

¢) Les problémes qui révilent ou gul apostrophent

L'un des objectifs du Premier Cycie est Vacquisition de quelques
notions de base, Or leor appropriation n'est pas certaine tant qu’on ne se
monire pas capable de Jes faire fonctionmer dans des conditions non
mécaniques, Aussi est-il bon de proposer des situations “désiabilisantes’™
suscentibles de décaper tes vernis d*un pseudo-apprentissage et de révéler
d*éventuelles insuffisances dans Vappropriation, voire des obstacles. A
un niveau de classe donné, lgs problémes ainsi posés sont sans valeur
intrinséque. 1ls ne sont pris gue comme révélateurs, pour obliger, s'it e
faui, 2 s’approprier un peu mieux la notion en cause.»

Exemple 1 : Un &léve de Cinquidme “sait’, en théorie, ce
qu'est une valeur absolue. Mais comment réagira-t-if devant
Xl + i3 =57
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. Exemple 2 : Si I'on ne sail pas réduire x3+ %%, a-t-on com-
pris de fagon fiable 1a réduction de b+ b en 2b quelle gue soit 1a
substitution opérable sur b ?

Exemple 3 : S'est-on réeilement approprié ka facon de trou-
ver le signe d'un produit si 'on ne sait pas compenser le rempiy-
cement d un factenr par son opposé 7

Exemple 4 : A-t-on vraiment compris gue deux nombres
oapposés ont le méme carré si, ayant reconnu que 7Ix-5et 5-7x
S0NI OppOosés, on ne sail pas simplifier (X ~3R~(5—-Tx3# 7

2.2. QUELQUES SOURCES PRIVILEGIEES

Le questionnement et Pauto-questionnement peuveni nolamment
g’ exercer A propos de quelques sources privilégifes

— {1 vie courante {problémes de repérage, de mesurage, de gestion
d’un budget, d’organisation d*une activité,...)

- g conjoncitire (sociale ou économique ; problémes du chdémage,
gestion d’une région,... lancement d*un bateau, d’un avion,... ; politi-
que : éfections,... ; astromomique ; éclipses, sondes spatiales,...) et Menvi-
rontiement,

— g5 actlvités de jeu {cf. Brochure A.P.M.E.P, n° 44 Jeux I e
rubrique Jeux ef Moths dans le Bulietin 1),

- l@ prise en compie, & travers tout cela, de towl ce qui est aldatoire,
du non-délerministe,

- ouyertiere au monde technigue comtempordin (rdle des fonctions
trigonométriques) et les auires disciplines (potamment les sciences physi-
ques, la biologie, Ia gdographie),

— Phistoire des muthématiques (legon tout & la fois de modestie, et
de confiance tant les progrés sont venus, répétons-le, a coup de tdtoane-
ments et d’erreurs rectifiées) :

Histoire qui peut, par exemple pour la Suite de Fibonacci,
renforcer I'intérét des éldves,..

— les notions mathématiques du prograrme et les monipuiations
correspondantes :

Exemples pour celles-ci @ les aires, les solides, les transfor-
mations géométriques {pavages,...).

2.3. QUELQUES CLASSES DE PROBLEMES

Dans les problématiques proposées pour le Premier Cycle {cf. Buile-
tin de juin 1982, page 518), relevons, sans sous-estimer pour autant les
autres, quelques classes de problémes qui semblent particulidgrement
séduisants el formateurs :
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= jos Squations nimérigies en liaison avee les enrichissernents suc-
cessifs de 1a notion de nombre, les appuis réciprogues entre caleuls et gra-
phiques, Putilisation et la réalisation de programmes sur calculatenss de
poche, les diverses méthodes de résolution approchée,...

Tout cela 3 condition de ne pas se limiter 4 la religion da
premier degré.,.

- les fonetinay pumériques, ici ausst non Himitées au premier degré,
en liaison avec des problémes concrets, et aveg des tracés de courbes,
équations ou inéquations,...

— Ips tragsformations géoméiriques ! mise ¢n évidence des inva-
riants, iraduetion(s) matériefle{s} et propriétés, intervention dans les pro-
blémes, composition,...

A condition de me pas se limiter aux isométries et d’oser,
aussi, quelques coups de projecteur {fussent-ils simplement des
manipulations matérielles) sur d’autres transformations...

— lgy probldmes de construction de figures avec lenyrs étgpes :
analyse d*une figure répondant aux copditions de |"énoncé et mise en £évi-
dence de “‘conditions néressaires’, examen de celles-ci pour savoir si elles
sont ‘‘suffisantes’”, et recherche du nombre de solutions,

— fes probidmes de points variables .

Les moins immédiais obligent 2 la démarche scientifique-
type la plus compléte (cf. § 3.5 b)).

fis permetfent totites les ouvertures : on n'est pas obligé, &
un moment donné, de savoir traiter de Ia fagon 1a plus exhaustive
tout probléme qui se rencontre {cf. § 3.3). Iis hbdrent Pimagina-
tion et la créativité tout en aiguisant la finesse d’observation et
Part de conjecturer,

— la liaison et les inder-actions ““espgce-plan®’ :

* Par exernple
étude du ““quadri-
latére des milienx™
LIKL (cf. figure
ci-contre} n'exige
pasque A, B, C, D
soient dans un
méme plan. Alors
autant partir d’un
quadrilatére gmxche,

ol v a lien
ausgi d'apprendre &
reconpaftre ot & ati-
liser des figures du
plan dans des situations de I’cspace : toitures, charpentes, biii-
ments divers..,

-
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e T¢s figures de péoméirie dans I'espace (¢f. brochures
APMEP. vu pochettes de 'TREM d'Orléans} offrent de
befles applications de théorémes de géométrie plane sans ¢ela
plutde désincarnés. il en ¢st par exemmple ainsi, & propos des
milieux des cOtds d'un triangle, pour le cuboctaédre, pour
Yoctaddre dont fes sommets sont les centres des faces d’un cube
(octaédre dual du cube), ... Autre exemple : pourguoi Iaisser les
parallélogrammes “*2 plat’ alors gue Ies prismes se Ies arra-
<hent, au molns par ieurs faces latérales. .,

2.4. QUELQUES GRANDS TYPES IYINTERROGATION

Les questionnements s articuleront autour de quelques types d’intes-
rogation, £n voici quelques-uns, sans ordre imposé ;
— les données ayant &ié analysées, quels sont les invariants 7 guels
sont les ticns entre ies diverses variables ot les invariants ?
On retrouvera cela, par exemple, ansst bien & partir de
tableauy de donndes issus de Ia vie pratique que, pour ia géomé-

trie, & partir de problémes de construction, de points variables
ou de transformations,

- goment triomphier de certaines contraintes 7

Par exemple
* construire une figure & partir de certaines donriées.

Ainsi ; construire un triangle ABC conmaissant deux de ses
angles ¢t le périmeétre.

A

Py F

rs

E B c

Voici une solution : il suffit de ““déplier” le périmétre selon EF.
On sait alors construire le triangle AEF puisque B= %ﬁ% et

P %{Cﬁ ov, ensutie, Ret €.

95



Bulletin de I'APMEP n°337 - Février 1983

* congiriire une figure en fimitant iBs instruments wtifisables.

Atnsi : construire le milieu de deux points A et B avec seulement
une régle non graduée 4 bords paralléies, plus large que AB.

B w

_B/

Yoici une solution : la régle permet d'obtenir B et D7, d'od, &
partic d’un peoint C de D', les milieux E et F, 1} suffit d*utiliser
ensuite le fait gue les médianes d’un triangle sont concourantes,

* résoudre des équalions numérigues en se limitant @ tel
ensemble de nombres, ...

- comment caractériser et identifier des étres mathématiques ?
Exemple 1 : Caractérisations de tel type de quadrilatére.

Exempie 2 : Quand on découvre telle configuration, tef
ensemble de points, non encore familiers, queble est deur iden-
tité ? ¢par exemple si "on cherche, A et B donnés, Fensemble des
points M tels que MA2—- MB? = Cte},

Exempie 3 : Des programmes différenis de construction ou
de calcul conduisent-ils au méme résultat ? (On peut ainsi pré-
parer "étude de -?i— + Ja’— en comparant Peffet de son programme

a+h
d >

de calcal 4 ceux d’autres programimes doat celui de

— copument réaliser, interpréter, exploiter des représentations ?

Exemple 1 : Représentations graphiques de fonctions &
raide d’axes de coordonnées. A

Exempie 2 : Représentation de pourcentages avec des sec-
teurs de disgue {(secteurs “circulaires™}.

-~ les caracléres “nécessaire’’ et ““suffisant’’ ¢lant clairement distin-
gués, quand s'agit-it de 'un ou de "autre, ou des deux ?

96



Bulletin de I'APMEP n°337 - Février 1983

Exemple 1 ; Pour que les milieux des ¢btés d'un guadrila-
tére ABCD, joints dans l'ordre, soient les sommeis d'un
losange, i1 suffit de prendre ABCD rectangle, mais ce n’est pas
nécessaire,

Exsmpie 2 : Pour obtenir a=1b i est nécessaire davoir
a%=b® mais ce n’est pas suffisant & les signes oe soni pas préci-
sés.

— un probléme étant traité, quel est l¢ probléme réciproque ?

Exemple 1 . P'ai étudié la configuration des milicux des
cotés d’un polygone. Reéciproguemeni, si on m’impose tels
points comime milieux, puis-je retrouver l¢ polygone, ou plu-
sieurs, et comment ?

Exemple 2 . Vai caloulé I'aire d’un carcé 3 partir du cbié,
Réciproquement, quel sera le cbté si Paire est imposée ?

Exemple 3 : Yai calculé, dans une application, les images

de tel élément. Réciproguement, quels sont les antécédents de tel
éiément de 'ensemble d*arrivée ?

- que ge passe-t-i} si 'on change le référentiel 7

Par exemple, gue devient, dans '¢space, telle situation de
géométrie plane 2

- Gue se passe-f-il si ’on change une donnée, ou plusieurs 7

Exemple : Suppesons qu'il y ait eu recherche du minimum
d¢e MA+MB lorsque M st surune droite & donnde ot gque
les points donnés A et B sont de part et d’avtrede A, Quese
passe-t-il Jorsqu’ils sont d’un méme ¢oté de A ?

Cela peut parfois se résumer en des “problémes-valises™ exubérants ;

Exemple 1 ; Problémes de distances d’unm point & F ou
d'équidistance d’un point & F et F*, F ¢t F* pouvant &tre des
points, des droites, des demi-droites, des segments, des cercles, ...
(cf. Activivds mathématiques en Quatridme- Troisidme, tome 1),

Exemple 2 : Etudier ajoap, @&, € a; pouvani étre des
symétries, orthogonales ou centrales, ou des translations,

- qu'advient-i d’une configuration fixe si on lui donne des degrés
de liberté ?
Exemple ; Soit un losange ABCD de centre M, On fixe A et

B. Quel est Pensemble des points C, celui des points D, celui des
points M : — dans le plan ?
— dans "espace ?
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— peut-on généraliser ¢

Exemple ; SBupposons quil ait &té constaté gue
PePB=(14+2% 34284 3= +24+ 3%, On peut se poser le
probiéme suivant :

at-on P+2+ 38+ +n'=(1424+3+..,+0P?

- pent-on #endre des résultats ?
Exemple © On sait développer mi{a+b) . A partir de 14
peut-on développer (C+dHa+b) ?
— comment “*&valuer”’, denner des ordres de grandeur ?
Exemple I : Trouver rapidement, sans calculatrice, un

ordze ;.ie grandear de (1,45 x 1,13)"® sachant que (1,49%=3 et
{1,150=2,

Exemple 2 : Donner un ordre de grandeur du nombre de
fagons de placer dix perscnnes sor dix places mumérotées...

— comment oplimiser une démarche ?

Exemple 1 : Je c¢herche 3§ constriire un polygone connais-
sant les milieux de ses cités. Jétudie d’abord les cas de 3, puis 4,
puis 5, puis & ¢Otés. Comment dégager une méthode capable
d'étre géndralisée 7

Exemple 2 1 Optimisation d'un programme de calcul (cf.
utilisation de calculatrices programmables avant un nombre res-
treint de pas ou de liganes de programme),

— enfin, @t swrgit nécessairement les interrogations Hées & une
analysc des méthodes de recherche et de feuns résultats. Nous verrons cela
dans les paragraphes swivants.

3. RESOUDRE DES PROBLEMES

i1 ne s’ agit pas senlement de “tenter {par 1] de développer la capacité
d'utiliser le savoir’ ((G. Polva) mais, plus fortemeni, de confribuer
developper lgs capacités de chaciin et son gptitude d évaluer.

3.1, BEMANTELER LES PRESTIDIGITATIONS
Puisque résoudre des problémes est si important, il s agirait
d’apprendre A ies résoudre,

Qr it n’en va pas ainsi quand Pepseignant cxpose, sans hésitations ni
bavureg et sans aucun¢ explication sur leur genése, des démonstrations
qui semblent autant de coups de géniec.
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Exemple : Soit & démonirer, en Quatriéme, que les hauteurs
d’un triangle sont concourantes. Dessinons un triangle ABC.
Poscns le probléme, puis, sans coup férir, tragons par chaque
sommet la paralléle au cOté opposé. De 13 un triangle A’B°C’
dont les hauteurs de ABC sont, & merveille, les médiatrices. Le
tour est donc joué, une étude antérieure (parfois de plusieurs
mois) ayant établi que les médiatrices d’un triangle sont concou-
rantes. Splendide !

Mais en quoi une telle prestidigitation, selon le mot d*André Antibi,
est-elle formatrice pour les éléves ?

Ce qui est d’abord important, c'est le pourguoi des démarches. S’il
n'y en a pas une qui s’impoese, il ne faut pas laisser de cHté le temps des
essais, des tdtonnements, des recherches, des erreurs et des rectifications,
des étapes, en un cheminement Souvent sinueux qui donne parfois
Iimpression de régresser. Ne cachons pas aux ¢léves nos propres essais et
essayons de pratiquer, en commun avec eux, une approche de problémes
nouveaux pour e€n vivre une véritable analyse,

C’est cela qui est formateur, capable de décrisper I'éléve et de lui per-
metire de mobiliser tous ses moyens.

C’est sur tout cela que le Premier Cycle doit d'abord insister. A la
charniére ol il se trouve, c’est bien 'un de ses objectifs spécifigues.

3.2. LE LICITE

Pour résoudre un probléme, qu'est-ce qui est licite ?

Ou'accepterons-nous, gue préconiserons-nous parmi les démarches
suivanles :

— une démarche expérimentale ?

Ainsi pour évaluer une longueur en la mesurant sur un des-
sin ou sur un objet, pour évaluer une aire par des encadrements
et des complages, pour étudier des solides & partir de patrons ou
de maquettes, pour réaliser I'image d*une figure a 1’'aide d’un
appareil tel gu’un symétriseur, un translateur, une table
tragante,...

— une utilisation immédiate d’observations matérielles générales ?
{De telles observations permettent de “‘prouver” de fagon convaincante)

Par exemple, accepterons-nous les propriétés de la syméirie
orthogonale commie allant de soi, 4 partit du pliage avtour d’une
droite, et non par décision de les prendre comme axiomes — ou
de les démontrer — 7 De méme pour la rotation ou la transla-
tion...
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-~ une démarche par pes ? (pas’’ : augmentations répétitives)

_ Adnsi pour trager une courbe par points, pour résondre gra-
phiguement une dquation,,..

— un apprd de résultats généraux hors programme ?

Par exemple, si un éiéve constate gue 2 et 3 sont sohutions de
x% 3% + 6= 0, puis qu'il précise gue e soat Jes solutlons en se
foudant sur le théoréme pénéral atiribuant au plos n racines
réetles A tout polynome de degré n non aul,

— une vérification de conjectures auprés d’une source de savoir :
livre ou personne 7 — ou, sous peu, banque de données ?

— wne extension intuitivement correcte !

Exemple I : découverie de Paire de Peilipse 3 partir de celle
du disque ¢t de Ia correspon-
dance entre les aires du ree-
tangle et du carré respective-
ment circonascrits (¢f, figure
ci-contre).

Exemple 2 : extension
sans problme aux déci-
rmaux positifs, puls aux réels
positifs, de Ja formuole sur
Paire du rectangle établie
lorsque les dimensions sont
des naturels.

— une méthade sigiistique ?

Exemple : wméthode de Monie-Carlo pour Fobtention de
certaines aires, ... lorsque Fére des ordinaieurs aura atteini les
Colléges. ..

-~ une méthode d'exploretion déiailife, susceptible de cowvrir tout le
champ ?
Exemple ; problémes sur des nombres, notaroment avec des
calowlatzioes on des ... ordinateurs.

— o Seulementi des “démonstrations’’ ?

Mais 4 partir de guoi ?

* Le corpus des énoncés utilisables & un instant t est-il celui des
définitions ou théordmes vus en classe, dans des ““lecons®’, jusqu’l cet
instant t? \

Faut-il v inclure ceux des années antérieures ?

Oui, en troisidéme, pour les énoncés de quatridme. Mais en
quairiéme, une pratigue trop fréquente récuse, 4 too, les énon-

10



Bulletin de 'TAPMEP n°337 - Février 1983

cés de sixidgme-cinguidme réinscrits au programme de quatriéme
(sur ies citds opposés d'um paralidfogramme par exemple}... en
acceptant les autres {sur les gires par exemple).

Peut-on v inclure des résultats établis & Poccasion "d'exercices™ 7

Peat-on changer de corpus selon les problémes ou les thémes
d’études ?

Peut-on {"enrichir par une culture personngiie ?

* Juestions qui se poseront tant que le “*contrat didactigue'’ ne sera
pas explicité. .,

—_ou.., ?

3.3, LE POSSIBLE ET LE SOUBAITABLE

a) Toures les démarches précédemment évoguées ne sont pay également
possibles : ellex sont d’abord fonction dey connaizsances ef des moyens
matériels disponibles,

Exempie 1 : Un &éve de Premier Cycle ne saurs pas résou-
dre par le calcul, av moins sans référence i des ouvrages d*un
niveau supérieur, une équation du troisiégme degré sans racines
apparentes. Mais il pourre la réscudre graphiquement, par
approximations at moins.

Exemple 2 : Un Hléve de Sinidme pe utiliser des quadrilla-
ges pour dessiner des sepments paralitles, ou perpendicnlaires,
on de méme loaguenr. Mais cela ne s’insére pas alors dans une
théorie déductive.

Exemple 3 : Un éldve de Sixiéme sait déduire aire du paral-
i8logramme de celle du rectangie 4 V'aide de découpages, et
remodelage en reciangle, du parallélograrame. Mais i ne saurait
étre, ici, queston d'ume démonstration, au seas classique de
terme {3l y faudrait une explicitation de propriétés hors de pro-
pos én sikieéme), encore gu’il 'agisse bien d’une preuve,

Evoquons potr mémaire, car colx ne joue apparemnizat pas pour ie
Premier Cycle, les impossibifités absolues.

Exemple ; I est impossiblie de résoudre par radicaux les
équations générales de degré supérieur ou égal 4 5 (démonstra-
tion faite par Abet en 1826).

De méme, ceriaines conjectures nous échappeni~elles encore :

Exemple; On ne sait toujours pas démomtrer le
“‘théoréme*’ dc Fermat disant que “‘pour n entier phis grand que
2, et x,v,z rationnels non puls, Pégalité x0 + yd = 20 ne peut étre
vraig'’,
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b} Le cholx des démarches dépendra aussi des domaines considérés ;

Exemple [ : Pour des éiudes de mounvements de mobiles
iprobiémes de trains ou d’autos,...), les résolutions graphiques
ont une précision bien suffisante..,

Exemple 2 ; Les formules des aires de polygones, la relation
de Pythagore, se prouvent fort bien de fagon expérimentale,

o} Ce choix esf ansst en interuction constanté gvec les niveqrex dappro-
Jondissement des norions tels guw’on Ies seithaite :

» Sapit-it d'ume premiére approche 7 4’un débrousailiage ? d’une

étude déja solide d’exemples ? d’une éude générale ¢t synthétigue ? Dans

cette gradation, les démarches accepides ou reguises seront de plus en plus
restrictives et contraignantes :

Exemple © Dans le plan rapporté & un repére othogonal, soil

A chercher U'ensemble E des points Méx,y) tels que x| + {y| =p,

p étamt un réel positif ;

- premiére approche : tragé de quelques points, pour ume
valeur numérique de p,

— débrousaifiage ; pour une valeur numérique donnée de p,
miise en évidence de symétries, conjecture sur 'ensemble E,

— &tude déja solide d’exemples : démonsiraiion de ce qu'est B
pour quelgues vakeurs numérigues de p,

- ftude générale, pour p quelconque, dvec &tnde des transfor-
mations de E induites par les variations de p on par celles du
repére du plas,

* Réviproguement, e choix de la démarche peut induire un niveas
d’approfondissement :

Exempie : Soit un triangle ABC dont e cercle inscrit a pour
centre 1. Et soit 4 étudier B1C en fonction des angles du triangle
ABC. §i je le fais expérimentalemeni, ¢e sera une premidre
approche, et un débroussaillage si une dtude plus sysiématigue
(cf. § 3.6, (13» me permet de conjecturer queﬁfé’ est fonction
du seul choix de A.

d) Toutes les démarchies one leurs mérites, cam,piémmmimf, et "un des
objectifs spécifigues du Premier Cycle pourrait &re de faire apprécier
cetie richesse de démarches, fides & des niveaux de conviction, de preuve,
différents.

On r’en est pas 12 : dans optique actuetle, que nous récu-
soms, Ja démonstration, extrémement négligée en Sixidme-
Cingutéme, devrsit ensuite tout régenter. On n’accepte dlors
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d’autres méthodes qu'a conireceeur e on inpose par 13-méme
ane aridité qui donne & la démonsiration peu d’occasions de
s'exercer réllement et de montrar son ingérét,

1! est pormal gue le champ des démonsiratons s*accroisse en boule
de neige, et il le serait de cominencer bitn avant la Quatritme. Mais le
champ des situations analysabies et explorables s*accroit par le fait méme,
¢t plus vite encore, chague probléme résolu en faisant surgir de novveaux
Gui ne sont pas tous justiciables des mémes miveaux d’approfondissement.
Les diverses démarches possibles ne sont donc jamsgis trop nombreuses
pour concourir 3 IPaccroissement des capacités et 2 celoi de fa connals-
sance. 1 suffit de savolr chaque fois apprécier ia démarche choisie ot les
conctusions qu'elle antorise,

¢) Cependant {cf, § 1.4} le Premier Cyele s¢ doit d’insixter, sans bl don-
ner une prime d’exclusivité, sur lox mérites particuliers des démonstra-
tlons.

Toutes les fois gue celle-ci permet, et permet seule, de conclure fa
résolution dun probléme, it y a liea d”v recourir pour autant qu'elle soit
accessible. Dans le cas contraire, il faut prendre clairement conscience de
ce gue la résolution n'a éé gue partielle...

C’est pourquoi, dans ¢e qui suit, et sans qu’il s’agisse d’exiger autant
des &léves {of, préface du présent texte), Rous envisagerons généralement
les résolutions de probldmes du point de vue le plus poussé : cehud qui con-
duira le plus possible & des démonstrations. Pour toute auire démarche —
qui, redisons-le, peut #tre fort intéressante — il suffira d’'infléchir en
minorant les exigences et en marquant les différences avec iz méthode
démonstrative.

3.4. VERS UNE MAITRISE DE L' INFORMATION

a) La médiation d’un langage

Les énoncés et e situstions exploités en mathématigues sont pergus
ou traduits en des langages qui mélent, A des degrés divers, le larigage coy-
rant €t ie langage mathématique formel. De 13 gquelques objectifs spécifi-
ques :

(1) ~ contribuer & la maitrise du langage courant, notamment & la com-
préhension de mots particulidrement ulilisés en mathématiques, par
exemple ¢ *soit”, “‘quelconque’’, “arbitraire”, “‘conséoutifs’’, “‘tont”’,
““chaque’’, “tous”, “aucun’’, “quel gue soit’’, “*au moins’, “au pls*,
“i exis®™,...
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(2) — déjoner les pidges de 1a lengue “circemmathématique™ :

* mmais en distorsion du langage courani :

Exemple ; I¢ “'si”’ du langage courant a parfois la significa-
tion du **si et senlement si*’,

Aurres exemples : hypothése ; direction ; vecteur ; polai-
res ; fraction ; partie ; chiffre ; miliew ;...

* “‘mois-vafises’’ de la longue courante {mots qui transportent icl on
tet symbole, probléme ou notion mathématique, mais pas togjours le
méme)

Exempfa . llest!! (IetSV “O'll" ﬁlunI‘S 4lleil IlégaiDD
hl + + ] ] ] gaer

» mots-régles du  jew activités mathématigues . Ydéduire’’,
“‘démonirer’’, ‘‘prouver’’, *‘consiruire’’, *“choisi’’, *‘résoudre’,
“résoudre dans’’, ‘“‘définir’, ‘‘caractériser™, ‘‘déterminer’, “*déveiop-
per®’, “réduire’’, “*factoriser'’,...

» mois d'organisation mathdématique du discours » “si... alors'’, *si
et seulement g™, “or”, “*done”, ““d'oi’’, il faut et il suffit’’, “*récipro-

k3

gue*’ ...

* mots “doubles™, avee deux enoncds corfuguds en un seuf,
Exemples : **propriéié caractéristique™, “‘est Pensemble™,

(3) — metire 4 aise dans les longages mathématiques :

» celul des notations et du vocabulsire de nomenclature, sans oublier
le probléme des mots plurivalents :
Exemple : Une “hawteur” sera, selon le contexie, une
droite, un segntent, une longueur on une distance,

s les divers langages spécifigues, & saisir en leur fonctionnement :

géométrie des configurations, géométrie analytique, gbomé-
trie vectorietle, ..., calcul algébrique,...

b} la trajectoire d’un texie

1l 5"agit de perceveolr d'abord le mouvement d’un texte © de déceler
les hypothéses ¢t données, les questions, les conjectures et, 3"it v a Heg, la
propression du texte.,

I s’agit aussi, éventuellement, de réaliser un premier aboutissemeni
de ce fexte : en géométrie, et parfois en algébre, il peut étre question de
régaliser une figure, peut-8tre un objet (polvgone articulé, solide,...} putn
outi] (symétriseur, conchoideur, pantographe,...).

Tei surgiront des difficultés que nous refrouverons lors
d’une analyse ultérieure. Par exemple, on trahirait le texie en se
resfreignant & des cas particuliers -— ou en les ignorant.
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¢ Fimpact d’un texte ou d’une situction

il dépendra de Ja mise 24 évidence {et cela s’apprend, mais il v faut
du temps) de mots-clés oy de situations-clés pu d’exprassions évocatrices,
de intérét provoqué par la situation ou par le probléme posé,... de la
possibilité d’une aftitude claire et confiante,...

Cet impaci-la v déclencher une réflexion qui comporiera un rappel
ou une recherche dinformations.

Par exemnple, sauf sélection anticipée de 'une d’elles grice 4
une autre information, le mot ‘‘milien" devrait déclencher les
diverses irnductions connues de ce mot et une revue de notions,
configurations ou propriétés ol il intervient {(symétrie centrale,
parallélogramme,. .},

d) la recherche d’une documentation ou d'une information

-~ dany sa propre mémoire, 2t une mémoire se cultive...

~ tlans des manuels, diciionnaires ou encyclopédies,...
11 fant doric connaftre leur organisation, savoir utiliser des
index,...

— dans des fiches ou cahiers personnels, mais ceda suppose que ces fiches
soient bien organtsés, avec des classements, références ou index,

- bigntdt peut-Btre auprés de bandues de données.
1 s’agira alors de savoir les utiliger intelligemment...

— souvent, pour la géométrie, a I*aide &'une manipulation ou d’une réa-
lisation matérietle,

& des informations graduelies

Far exempie, si 'on s'intéresse an mot ““vectear™’, il y aura
d’abord, lide & la définition et anx propriétés immédiates, une
revue de sifuations élémentaires o0 il intervient {paraliélo-
gramme, transiation, iriangle avec les milizux des cotés, analyti-
que,...), puls un défilement des opérations vectorielles connues,
ave: leurs propriétés lides & "énoncé de Thalds,... 5i cela ne suf-
fii pas, il v zura tieu 4" appeler des exercices sur les vecteurs et de
ey travaiiler,,.

Bien entendu le contexte devrait aider & trier et i sélectionner parmi
foules ces informations, ¢ a orienter leur recherche. Ln objectii spécifi-

qus du Premier Cycle sera de continuer & apprendre a utiliser en ce sens le
contexte.

2 la posstbilité de reconnaltre, de comprendre et de réinvestir

Cela suppose un minimum de connaissances et d’entrainement aux
problémes. Sinon, c’est er aveugle et sourd que 'iniéressé subira les
informaiions qu’il songera i appeler, en aveugle ¢f sourd gu'’il en appel-
lera.
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Par exemple, Véquation [2x ~ 10} + 25~ x* = 0 se résout
facilement si IPon sait atiliser je fait gqu'une valeur absolue et un
radica! sont tous deux positifs st gue leur somme ne peut done
&tre nulle gue st chacun est 4gal 2 zéro,

Autre exemple : 11 faut savoir choisir entre deux énoncds
réciprogues, donc bien maitriser ce qui fonde Putilisation d'un
énoncé,

Autre exemple © 8i une premiére phase d'une éude 4 qua-
tion se conclut par *‘s"'il existe des réels solutions, ce ne peut &tre
que 3 ou 3, il faut bien comprendre gue cela signifie gu’aucen
réel autre gue 3 et § n’est solution mais gus le probléme demieure
pour 3 et pour 5.

Les démarches logiques et les connaissances mathématiques sollici-
tées sont plus on moins directement transposables. Plus elles auront forc-
ticnné, en un apport personnel, dans des condftions diversifides, plus it
sera facile de ies mettre en geuvre. Un objectil de Premier Cycle sera donc
de susciter ce fonctionnement diversifié,

Par exempie, les trapsformations géoméiriques pourront
servir d*ouatils de démonstration d*autant plus utilisables qu’elles
auront déja beanconp fonctionné pour transformer des figures,
pour en construire, pour passer d’une figure a une autre, pour
établir telles ou telles propridtés, pour trouver des ensembles de
points variables..., en un fonctionnement réalisé par 'éléve fui-
méme, ¢t non pas réduit 4 un discours magistral...

3.5. DES PROCEDURES GENERALES DE RECHERCHE

Uge fois ie probiéme posé ¢f 'information adéquate accessible, com-
men; résoudre ce probléme, en visant le plus haut niveay de preuve possi-
ble

* Laissons de ofté les cas de résolution immediate par simple analyse
approfondie de Pénoncé {Exemple | équation déia citée, du iype
Lo+ = 0,

= Pour des cas plus complexes, un objectif essenticl spécifigue du
Premier Cycle et d'insister & fond sur s procédures générales de recher-
che :
a) Organisation déductive des ralsonnements

i s'agit de mettre ep évidence une organisation allant d’hypothéses
vers des conclusions en esszyant d’établir un pont entre elles,

Cela supposera souvent que ’on subsiitue 2 la conclusion espérée
(conjecturée} une proposition équivaiente plus proche des hypotheses.
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Par exemple, si un point variable M est défini 4 partir d’un point variable
N et s’il apparait que M est I'image de N par une application bijective, la
recherche de 'ensemble des points M se résoudra probablement & travers
ia recherche préaiable de Pensomble des poings W

81 Une procédure gdnérale scienitifigue

Le Premiey Cycle est le lieu privilégié pour insister sur 14 démarche la
plus fréquente, qui est la démiarche gcientifique par excellence, vécue en
mathématiques sous sa forme [a plus ascomplie {cf, § 1.4.).

Face & un probléme dont 1a résolution n'est pas immédiaie, et aprés
avoir analysé les questions, réfléchi 4 U'intervention et & Putilité des diver-
sgs données, précisé I'information correspondarie :

+ [1 g’agit d’abord de prendre des exemples, sans négliger d’éventuels
¢as particuliers ou singuliers, et de les accumuler jusqu'a ce gue :
— @ défaut de conjecture inltiale, # en apparzisse une,
- face 3 une conjecture ;
ou bien celle-ci s*annonce fordée,
ou bien il apparait un contre-exemple.

La plapart des problémes, des ‘‘vrais™, ol la conclusion
n'est inscrite at dans la question v dans un escalier aux marches
serrées, reldvent de cette méthode : citons notamment les prabié-
mes dits “spéculatifs’’ (selon ta terminologie de R. Dontot, pro-
blémes pour lesquels on n’est pas agsuré de Pexistence de solu-
tions : équations, problémes de construction,. ..}, l¢s problémes
relatifs A la determination d'ensembles de points variables, ks
problémes de recherche de relations enfre éléments d’un ensem-
ble (ensembles de points, ensembles d’applications,...},...

e i s'agir ensuite — dany le cas od aucun contre-exemple n'est
appary — de démonirer ou d'infirmer la conjecture. 1. essai de démons-
tration peut faire &claier [a conjecture. 3} faut alars recommuencer la pre-
miére phase, Si la conjecture résiste aux essais sans qu'on puisse pour
autant démonirer, le probldnie restera ouvert.

¢} Procédure par épuisement des cas
+ 1| s'agit de Fexamen exhaustif de cas recouvrani tontes les possibi-
lités ;
Exemple : Probiéme : “Comment choisir un najorel x tef
gue xn it tel chiffre des unités ?°° ou encore **x étant un naturei

choisi au hasard, quslle est la probabilité pour que x4» ait tef
chiffre des upités 7.

Comme I chiffre des unités de x40 pe dépend que de celui
de x, il suffit d"sxaminer los dix cas possibies : pour x* on trouve
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toujours un chiffre des wnitds ézal & € ou 1 ou 5 ou 6. Diés lors
x4 possdde le mEme chiffre des unités que x* et on sait résoudre
l¢s problémes posés,

& Cette méthode ne pouvait jusqu’d une épogue récente s’ appliquer
Gu’d un nombre de cas trés faible, Elle s’exergait donc rarement.

Llintroduction des prdinatzurs change complétement cet aspect des
choses. Désormais, a propos de nombres ou de configurations, il est pos-
sible &’ examiner un noembre extrémement grand de cas.

Par exemple, en 1979, pour chercher les nombres premiers
de I2 forme 2P - £, ot p est loi-méme premier, ug ordinatenr 2
exploré jusqu'a 2 ®R (1] a ainsi découvert 26 nombres premiers
de cette forme, le 268me érant 2% 97 |
¢ {ela ne permet pas toujours de conclure & Pégal d"une démonsira-
tion.
Par evemple, Pinvestigation signalée ci-dessus ne permet
pas de dire si Yengemble de ces nombres premiers est fini gu
tufini, ni méme s'H ¥y en a plus de 26.

Mais cela permet souvent de régler protiguenent un probiéme en se
Himitont & un domaine utile,

d} Procéddure par récurrence

Citons-ia pour mémoire, vu son importance. Sa réputation de diffi-
culié 1a fait Sloigner du Premier Cycle. Elle n'en sera donc pas un objectif

spécifique.
Pourtant elle sera parfois rencontrée et doit pouvoir 8tre
éventueliement abordée, par exemple a propos de
20420420028y 4 2n

(cf. Activiies marhématigues en 42me-3éme, tome 1), ou pour le
nombye de segments joignant o points deux i deux.

e} Un principe général » se ramener 8 un probléme précddent ! (On se gar-
dera toutefois d’en faire un principe exclusif : il faut aussi parfois iano-
ver, ouis Vinnovation émergera. . de problémes précédents.. ).

O peut voir ce principe 4 Paruvee dans tes démarches ci-dessous
recensées {§ 3.6.). Voici d autres exemples.

Exemple 1 Ayant découvert la formule de I"aire du rectan-
gle, on en déduira celle du paraif€logramme et cetie dn triangle,
Die Pane ou de Vautre de celles-ci on déduira celle du trapéze.

Exemple 2 : Soit un hillard rectangulaire ¢t deux boules A ot
B. Il s’agit de frapper Pune des boules avec Pauire aprés 2
réflexions sur des bords du billagd (sans effets).
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La solution povr 2 réflexions se déduit de ceile pour |
réflexion.
Exemple 3 : Le fait que les hauteurs d’un triangle sont con-

conrantes peut se déduire du fait gue les médiatrices e sont {cf.
§3.1).

N va de soi, avec un tel principe, que le fait 4 étadier de nombreug
problémes accroft les connaissances en boule de ncige. Mais il est d’abord
affaire d'a-propos et le Premier Cycle doit cultiver cela

On objectera que ce n'est pas spéeifique des mathématiques, ni des
mathématiques du Premier Cycle, mais ce gui pewr étre spévifigue, c'est i
rigueur des enchainesments ef des connexions, ainsi que la richesse de
Pévemail d partir &’urt domaine mathématique encorg restreini, ce qui
permet de mesurer 'emplevr que pourraient prendre, si on le voulait
bien, les objectifs “*de comportement’” par rapport aux objectifs de “con-
penus .

» Tnsistons sur les connexions entre problémes, entre méthodes, entre
notions. L nous semble Iessentiel. A la croisée des chemins, relais entre
'Elementaire et ks Lycées, le Premier Cycle y trowuve un objectil speécifi-
que, A valoriser constamment.

3.6. QUELQUES DEMARCHES SPECIFIQUES DE RESCLUTION

Nous allons maintenant présenter bridqvement quelgques démarches de
résolution plus spéeifiques.

o [ enr Nsse n'est ni exhaustive, ni imtpérative, BElle reste ouverte T (un
peu comme Pest celle des nombres premiers 2P — I cités ci-gessus § 3,5 ¢ :
nous n'avons pas tout exploré 1)

s Lear classification elle-méme garde évidemment gne forte part
$arbitraire. Om ne lui accordera qu’une valeur indicative.

o» Voici cei herbier de démarchey :

(1} Défirition et éfude d’une version simpiifide du probléme :
- pfi revient ensuite au probliéme initial —.

Exemple 1 : Si je ne sais pas tronver le plug possibie de divi-
seurs de nd{n+3Hn+35), lorsque n est un aaturel, je cherche
d’abord une Fagon de trovver les diviseurs quand 7 al un produit
de valeurs numérigues, tel 14 17 % 19, Si je ne sais encore pas,
Jessaierai avee deux facteurs sevlement.

Exemple 2 Supposons gue je ne sache pas trouver un
dénominateur commun jorsqu’il s*agit de i—_% + 3-%;. Si je
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reconnais en X—3 et 3-x deux oombres opposés, j'essaie
d'abord une recherche avec des valeurs numériques, par exemple
7 3
aves k- + .
W § )

{2} Recours o des probldmes voixing :

Exempie 1 : Soit deux points A et B et une droite A donnés.
Pour placer M sur A tel que MA ~MB soit maximuin, je peux
m’inspirer d’un probléme voisin, celui de 1a recherche du mini-
mum de MA + MBE,

Exemple 2 ; Pour résoudre un probiéme sur 'octaédre, je
peux m'aider de sa transposition sur la figure duale qu’est le
cube (cf. § 2.3

(3} Recours @ un cas particulier (auquel on se raménera ensuite)

Exempie : Pour développer le produit d'une somime par une
somme on étudie d'abord le cas ol I"une des sommes se réduit i
un seul terme, pais on se raméne 4 ce cas.

{4} Recours a un autre domaine (des mathématiques) ;

Exempie : Pour développer (a+h)?, il suffit, lorsque aetb
sont positifs, d’utiliser des aires de rectangles (3 Laide d'un careé
de cBté a + b décomposé en rectangies, éventuellement carrés).

Autres exemiples : Recours 4 la géométrie analytique ; mise
on équation d’un problémwe ; utilisation du calcud vectoriel 2 pro-
pos de configurations ; ...

(5} Examen de plusieurs cas de figure, ou d’un quire cas :

Exemple : Soit une droite £ ¢t deux poinis A ¢t B donnés.
La recherche du minimum de MA + MB est difficiie lorsque A et
B sont d*un méme cdté de A, Mais of Pon prend A ¢t B de part &t
d’autre... 1l resie ensitite & ramener je premier cas & celui-ci.

{6} Recours i un référentiel différent :

Exempie ; Pour résoudre une équation dont les sotutions ne
peuvent &ire gu’eniigres, on peut d’abord la résoudre dans R
sans enir compte de cette restriction.

{7y Recours & un enrichissement de la situation ;
Exemple : Pour éudier “¢risngle rectangic - hypoténusc-
médiane correspondanie’”, on peut “doubler’’ le triangle en rec-
fangle ou en triangie isocdle,
Autres exemples - Cf. Activités mathémotiques cn déme-
Yéme, tome |, ou encore § 3.1, du présent texic.
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(8} Utilisation du "‘frajet inverse’” fou probléme réciproque)
Exemple 1 : Pour calculer x tel que f(x)=a, je peux d*abord

chercher comment obtenir f(x} & partir de x, puis reprendre “*a
Venvers” les diverses opérations.

Exempile 2 : Pour résoudre un probléme de construction
non immédiat ’analyserai d’abord une figure analogue A ceile
souhaitée,

{9 Mérhode de concidence (ivds utilisable pour des réciprogques mais par-
fois difficile au miveau du Premier Cycle).

Exempie : J'ai établi que, pour ABC reciangle en A e de
hauteur [AH], AH? = HB.HC.

Pour &tudier la réciproque, soit C° sur {BC) tel gque
(AC Y L{AR). 1] s'agit de savoir si C' coincide avec C, Or,
ARC” ftanm rectangle, fe peux lui appliguer le théoréme direct.
Vo Al! = HB.HC'. Donc HC=HC" {ce qui montre que,
sans hypothése supplémentaire. ).

(10) Raisonnement *'payr Pabsurde™ ©

Les problémes d'incidence, de régionnements,... en fournis-
sent de nombreux exemples.

(11) Mise enire parenthéses d'une condition .

Exemple :
On donne deux A M
parzalleles A, x

&7, et deux
poims A et B
situés comme
I'indigue la
figure ci-contre,
Pour placer M
sur & et N osur
N7 tels que
AM + MN+ NB
E‘li} miniqyw_u;n, on met MIN “enire parenthéses™ : goit B’ tel gue
BB’ = NM. On cherche d'abord M tel gue AM +MB* soit
minimun...

{12y Blustrotion d'une condition :

Exemple ; Pour construire un trisugle de périmétre ot
d’angles connons, rabattee deux oftés avtour dy troisiéme. e 14
une méthode de construction, ¢f. début du § 2.4,
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{13} Fixation de varigbles ;
Exempie : Soit un triangle ABC et | Ie centre de son cercle
inscrit. Pour chercher s'il existe une relation entre BICY et fes
angles de ﬁﬁzﬁ. je peux laisser un angie de ARC constant, 5’
sagit de BAC, je suis amené & conjecturer que ﬁ?f,’:m dépend

que de A, ot méme goe BIC semble égal & 90° + "g“

(14) Etude séparde de plusicurs conditions ;
Exemple : Construire ABC tel que [BC), 1a hanteur [AH] et
la médiane [AM] zient des longueurs imposées.
Ayant placé [BC], on s’occupe séparément des deux autres
conditions. I] s"ensuit gue A apparait comume élément commun 2
deux ensembles de points : un pour chague condition.

(15) Art de fragmenier le domaine de recherche :

Exemple ; Le plan étant rapporié 2 un repérs ontkogonal,
pour chercher 'ensemble des points Mix,y) du plan tels gue
fx| +{¥| = Cte, on cherchera pour x i ¥ positifs puis on com-
plétera par des svmétries {ef. § 3.3. ¢).

(16) Disjonction de cas :

Exemple ; Pour résoudre (x- D3x— 5 = 4{x-- 1) on peut
traiter A part ¢ cas x — | = 0 {gui fournit Ia solution 1). Il restera
ensuite & draiter ia possibilité Ix—3 = 4.

{17y Détermination de passages dangereix :
Exemple : Pour ia représentation graphigoe de ia fonction

p q— -i- on joindra de proche ¢n proche les points obtenus mais

pas quand il s'agira de traverser I'axe des ordonnées, zéro dtant
une valeur interdite pour x. 1} restera slors & éudier e gui s¢
passe au woisinage de 26rg.

(18) Appel & des outils fondamentaux ;

Exemnple : Soit un iriangle ABC d’orthocentre H. Suppo-
sons le cercle circonserit fixe ainsi que le miligu de [BCY. Quel est
FPensemble des points H ?

On pem Vobtenir en montrant qu’il ge déduit de celui de A
par la succession de deux symétries cenirales ou, évidemment,
d’une transtation.

(19} Recours au "‘désencordage™ ou “désemboftage’” ;

Exemple : Pour résoudre 3(x+ 7¥+4 = 49, on calcule
d’abard {x +7)? puis, s'il y a lien, x+7 puis x.
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(20) Généralisation ;

Exemple ; Pour étudier le nombre de facons de placer n
ohjets dans n cases numérotées, on Studie les cas de 2 objets, de
3 objets,... Jusqud ce gue, & iaide d'un arbre par exemple,
apparaisse Ja loi générale.

{21} Appel g des méthodes géndrales ;

Exermple : Powr résoudre une équation (de dearé supéricur
a 1} de type f(x) = g{x}, on essaiera de résoundre ["éguation équi-
valente f(x) — g{x) = en essayvant ensuite de factoriser je premier
membre.

(22) Recours @ des modéles physiques ;

Exemple I : 1} s’agit de trouver le plus court chemin pour
joindre, sur & surface d'un solide développable (pavé,
téiraédre,...} un point 4 un autre (probiétmes “de mouche ot
d'araignée'’). Pourguoi ne pas réalizer le solide en question et
observer les divers trajets possibles sur les solides *‘mis 4 plat’ ?

Exemple 2 : 1 agit d'étudier les lignes décrites par des
points liés & un carré qui *roule’™, sans glisser, sur telle ou telle
ligne, Pourquol ae pas faire une observation matérielle 7 Elle
facilitera les conjectures, voire les démonstrations.

{23) Recours a des outils physigues :

Pour étudier les symétries, les applications conchoidales,. ..
pourquei ne pas utiliser des appareils qui Jes réalisent 7 ... ou des
pavages 7

Autre exermpfe ; Si Ponr ne dispose pas des moyens théori-
ques de Péiude de I'inversion, pourquoi ne pas en tenter une pre-
mitre approche A "aide d'us inverseur ?

(24) Revours & des programmes de valoul sur machine :

Exemple ; Pour chercher si un nature] est prentier. Le clas-
sique “‘cribie d'Braiosthéne’” est alors avaniageusement rem-
placé par une antre procédure : pour chercher si a impair supé-
rieur 4 | est premier, # est plus commotde d'examiner 571l est mi-
tiple ou non de tous les impairs successifs, premiors ou non, s'ily
a liey, jusqu’a celui dont le carré dépasse a.

(25) Recours & des programmes de iracds avec visualisation sur table tra-
gante, imprimanie de vourbes ou écran de télévision ;
Normalement <€ sera, dans *avenir, une possibilité de
meins en moins négligeable. 1 faadra alors tenir compte de tout
ce gu'elle perntetira en fait d'exemples, de conjectures, & pro-
pos, par exemple, de familles de courbes, de dessing rdpétitifs
(*“‘jolygones™,...}. '
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»¢ If nous semble souhaitable que chacun de nous étoffe pen & peu le
tableau de ces diverses démarches, quantitativement et qualitativement,

*» {in objectif spécifigne du Premisr Cycle sera I’sequisifion progressive
du pius grand nombre de démuarches spécifigues possibles, cetie acquisi-
tion exigeant gue chaque éléve déconvre ¢t fasse fonctionner li-méme
chacane de ces méthodes sur au moins quelgues exemples,

o% Mais les démarches de “Therbier” que chacun pourra se consktwer
progressivement ainst seront toujours insérées dans une pratigue réftéchie
des procédures géndrales de recherche décrites au § 3.5,

Plus généralement et plus fortement encore les objectifs spécifigues
de Penseignement des mathématiques dans le Premier Cycle n'ont-ils pas
leur intérét essentiel dans leur contribution, aussi importante gue possi-
ble, & une action éducative glvbale ?

...Cest ce que nous examinerons dans un prochain article...
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