
dans nos classes  

numérateur de la dérivée  
d'un quotient de polynômes  

par Alice Jordi  
Collège franciscain, Monte-Carlo  

1°) lotrodoctioo et historique 

Le travail suivant a été suscité par la question posée par un élève de 
Première B: "Existetil un moyen  simple de vérifier  le  résultat  trouvé 
pour la dérivée d'un quotient de polynômes 1". Je propose à la classe de 
réfléchir avec des degrés inférieurs ou égaux à deux. Nous remplaçons les 
coefficients par des  leUres et nous obtenons un numérateur faisant inter
venir trois déterminants précédés des coefficients l, 2, 1. La question iné
vitable était : "Et si le degré dépasse 21". Bien sûr, impossible de 
convaincre les élèves de recommencer le calcul formel pour un degré 3. 

Je décide de chercher une généralisation. les coefficients obtenus me 
faisant penser à ceux du binôme. Je trouve trés vite un contre-exemple; 
j'ai fait fausse route. Le calcul montre cependant que le résultat comporte 
toujours des déterminants multiplié3 par deli coefficients entre lesquels je 
ne trouve aucun lien. A force d'insister, il me semble voir venir une for
mule assez pratique. 
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C'est là que l'ordinateur entre en jeu. Je programme la dérivée d'un 
quotient  de polynômes en  utilisant  la méthode classique afin  de  vérifier 
sur un grand nombre d'exemples si  les résultats des deux méthodes con-
cordent. Sans l'ordinateur je n'aurais pas eu le courage de faire toutes ces 
vérifications. Après un grand nombre d'essais,  j'ai la conviction que ma 
formule est bonne. Il ne reste plus qu'à la démontrer! 

2°) Travail présenté 

Ce travail a été fait à l'intention des élèves de 1ère B (et destiné égale-
ment à ceux de 1ère S et de Terminale). Il était important de se restreindre 
autant dans la démonstration que dans les notations à  des éléments con-
nus par eux. 

Deux  points  intéressants  à  leur  niveau:  utilisation  du  symbole  de 
sommation et démonstration par récurrence. 

a)  Canevas de  démonstration.  (Pour  les  élèves  il  faudrait  faire  toute la 
démonstration). 

b) Algorithme. 

JO) A  qui estil deslioé ? 

a)  La méthode pratique peut  être donnée aux  élèves  de Première et de 
Terminale  toutes  séries.  Ils  regrettent  cependant  qu'elle  ne soit  pas 
autorisée au baccalauréat et qu'ils ne puissent l'utiliser qu'en tant que 
vérification. 

b)  La démonstration est accessible aux bons élèves de Terminale toutes 
séries· . 

• Nole de la n!doclion: l'auteur de œt article a présenté cette démonstration à ses élèves 
de Terminale B. 

Un conseil de rouleUr: n'éludez jamais la question d~un eJèvecar (Ile pourrait ame-
ner un algorithme inédît. 
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Recherche d'un algorithme permettant de calculer  
les coefficients du numérateur de la dérivée  

d'un quotient de polynômes  

Partie 1 - Présentation (Voir fig. 1) 

L'exemple traité concerne la dérivée d'un quotient de deux polynô
mes tels que l'un d'eux soit de degré S,l'autre de degré inférieur ou égal à 
S. On imagine la complexité des calculs classiques ainsi que tous les ris
ques d'erreurs. 

1°) Ecrire les deux polynômes avec 6 termes chacun, en complétant avec 
des zéros si certains coefficients sont nuls. 

2") Ecrire sur la première ligne tous les déterminants 2x2 qu'il est possi
ble de former avec comme colonne de gauche as 

b. 
(Les indices de la deuxième colonne diminuent de 1) (fig. 1). 

3°) Multiplier le premier déterminant par l, le deuxième par 2, etc ... 
jusqu'à Ce qu'il n'y ait plus de déterminant. 

4°) Pour la deuxième ligne, dbler les déterminants de 2 vers la droite. 
Les déterminants ont tous une colonne de gauche a. 

b. 
(les indices de la deuxième colonne diminuent de 1). 

SC) Multiplier le premier déterminant de cette ligne par l, le deuxième par 
2, etc., jusqu'à ce qu'il n'y ait plus de déterminant. 

6") Pour les lignes suivantes, dbler toujours de 2 vers la droite; à cha
que fois qu'on change de ligne, l'indice de la colonne de gauche diminue 
de L 

La figure indique clairement le procédé. 

Jusque là, le travail fait est très facilement vérifiable puisqu'il s'agit 
d'une copie des coefficients. 

En effectuant les calculs des déterminants et en multipliant par le 
coefficient, il ne reste qu'à additionner verticalement ces nombres pour 
obtenir les coefficients du numérateur de la dérivée. Le nombre en bas à 
droite est le coefficient du terme de degré 0, et le degré augmente de 1 en 
se déplaçant vers la gaucbe. 

Pour une meilleure compréhension des élèves, il faudrait leur faire 
faire quelques calculs à la main leur permettant de mieux comprendre les 
dispositions des calculs à mener, 
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Partie Il  Eléments de démonstration 

1.  Introduction :  
Soient  ~ J,x) et  él .(x) deux polynômes,  
•  non nuls 
•  de  degrés  :;;, n • 
Notations : (l'.(x) = !:  aixi 

1=0 

• 
él.(x)  =  !:  bixi 

1=0 

fJ,x) =  ~'.(x) 
él .(x) 

fn est dérivable sur  !Dr  =  {x,' xE R  et  Q.(x) '*  o} 

L'objet de notre étude est de trouver un a1goritbme permettant de 
calculer  à  la  machine  les  coefficients  du  numérateur N.(x) de  la 
dérivée de f .(x). 

Notre but est,  pour tout nEN, d'exprimer les  coefficients du  poly-
nôme N.(x) en fonction de ceux de  :l~(x) et de  él.(r). 

Il. Calcul de Nn(x) : 

a) Nn + I(X) en fnmtlnn de N.(x) : 

VnEN  (l'.+l(x)  =  :!'.(x) +  a.+! x"+! 

Cl.+!(x)  =  a.(x) +  b.+IX"+1 

N.+I (x) =  :!'~+I(X) a.+I(x)  :f.+I(X)  Cl~+I(x) 

=  [(n + l)a.+ lx"  +  ~'~)l [él.(X)  +  b.+ IX·+!J 

[  :fn(X) +  aH lx" + 1 j [(n +  l)b.+ lx" +  Q~x) 1 
En explicitant  les  différents  Polynômes utilisés  et en  effectuant les 

calcnls,  on obtient  : 

" Nn+I(X) = N.(x)  +  .!:  [(n+li)(an+lbibn+!ai)xn+i 1 
1=0 

S  .  D  1aiOlt  (i4)  =  bi 
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• 
1: (n + 1  1)  0(. + l,,) X' + i 

Î=O 

k 

Posons  'rkEN  A~x) =  i~O (k+ 1 1) D(k+ l,,) xk+i 

Donc  l 'rkEN  Nk+l(X) =  N~x) + Ak(X)  ! 

b) Caleul de N"(x)  en fonction de n  

On démontrera Jll!!  récurren",ce""-,..,u,,,e:"::~-;:-:T __'  
• 

N '(xl  =  N.(x) + 
k-O 

N.<x), dérivée d'une fonction constante, est nulle. 

Conclusion : Fo_ul. J 

n 1  [  k }
N.(x) =  1:  .1:  (k+ 1I)D(k+l,,) xk+ i 

k=O 1=0 

e)  Degré de N.(x) : 

Le plus grand degré d'un monôme non nul est inférieur ou égal à la 
plus grande valeur de k + i. 

k;;;n-I 1  .
i;;;k ,=> k+1 ;;;  2n-2 

Le degré de Nn(x) est inférieur ou égal à 2n -2. 

III. Autre expression des coefficients de Nn(X) : 
D'après la formule 1 : 

nl  k 

N.(x) 1:  1:  (k+ 11) D(k+ l,') xk+i 
K=O i=O 

Posons: 1 =  k+ 1  et  J i.  Nous obtenons: 
n [:~: V-~~~D~~~,J-)-X-l+-J--~l]] 

Préoccuponsnous  du  coefficient  d'ordre  (k-I) avec 
kE!I, 2, ... 2n-1 i 
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Ce coefficient Ck-I correspond à xk I  donc k=I+J 
J vane de 0 à 1-1 donc  O~J<I 

Ivane de  1 à n donc 1 ~I~n 

En conclusion :  I+J=k et  O~J<I~n 

PourkE11. 2,  ... 2n1 fsoit Ck-l le  coefficient d'ordre k-I 

Formule 2: 

Ck-l =  E  (I-J) D(Ul 
I+J~k 

O';J<I';n 

Ck-l = E  (I-J) lai ail 
[+l~k h[  bl 

O';J<[';. 

Remarque: Il est important de s'arrêter ici avec les élèves pour bien 
montrer  la  correspondance entre  la méthode dite  "manuelle"  (fig. 1) et 
les formules l et 2. 

Avant  de passer  à  l'informatique,  l'élève  doit  avoir  vu  plusieurs 
exemples numériques. 

Partie III - Applieation informatique 

Nous proposons ici trois programmes permettant de calculer les coef
ficients du numérateur de la dérivée d'un quotient de polynômes. Les élè
ves à qui le travail était proposé étaient débutants en informatique et ne 
connaissaient que le BASIC. Les programmes sont donc présentés de 
façon peu  académique mais  la voie reste libre aux lecteurs pour les 
améliorer. 

Programme A : Il correspond à la transcription de la mérhode qu'utilise 
actuellement tout élève de prentière ou de Terminale. 

Programme B : Ce programme a été fait avant la démonstration. Il a été 
utilisé pour vérifier que la méthode "manueUe" décrite (fig. 1) concordait 
avec la méthode classique. Les programmes A et B ont été utilisés avec les 
mêmes exemples et ont donné les mêmes résultats. Nous ne disposions 
pour élaborer ce programme que de la (fig. 1), conclusion des tâtonne
ments de calcul. 

Programme C : Ce programme a été écrit après la dèmonstration et sur
tout après avoir bien IlIisimilé les formules 1 et 2. 

L'étude informatique s'est terminée par la comparaison des temps 
d'exécution en fonction du degré. 
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1  Algoritbme du programme A 
JO)  Saisie des degrés des polyn&mes  : 

"  Degré du numérateur : A 
"  Degré du dénominateur  :  B 

la) Saisie des coefficients des  poIyn&mes  : 

Pour i  variant de A à 0 en décrémentant de ! 
1  "  Saisir les coefficients Ui  du numérateur. 
~Définir les degrés correspondant Pi

Pour i variant de  B à 0 en décrémentant de ! 
"  Saisir les coefficients Vi du dénominateur. 

,_"..=Définir les degrés correspondants qi 

3°) Dérivée du uumérateur : 

Pour  i  variant de 0 à  A 
1  •  dUI  =  Ui·Pi 
~egré du terme dUj:  pl  ~ p;! et Po  ~ 0 

40 
)  Dérivée du dénominateur: 

Pour i variant de 0 à  B 
1  *dVi=Vi*qj 
~egré du terme dVi: ql  qi-! et q.;  ~ 0 

5'0) Produits au numérateur de la dérivée (u'v   uv') : 

Pour  i  variant de 0 à  A 
Pour  j  variant de 0 à  B 

• AiJ =  dUI III  Vj 

• DiJ ~ pl +  CV:  degré de AiJ 
•  Ai+AJ+B  =  ui· dVd 
• Di+A,j+B =  Pi· qj: degré de Ai+A,j+B 

6°) Groupement des mon&mes semblables : 

Pour K variant de A + B  1 à  0  en décrémentant de ! 
C(K)  =  0  

Pour i variant de 0  à  lA  
1 Pour  j  variant de 0 à  lB  

1  Si Dü =  K alors C(K)+C(K) +AiJ  
,:::== 

70 
)  Affiebage des résultats : 

Pour K variant de A + B  1 à 0 en décrémentant de L 
1  Afficher C(K) coefficient du terme de degré K 
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Il  Algorithme du programme B: 
1°) Saisie des degrés des polyoomes : 

• Degré du  numérateur : A 
• Degré du dénominateur : B 

2°) Détermination du plus grand degré : 
Si A>B alors N =A 
Sinon N=B 

3°) Mise à  zéro de tODS  les coeffldents des mooomes de degré  '" N  : 
Pour i variant de 0 à N en incrémentant de 1. 

Ai  =  0 
Bj  =  0 

'0) Saisie des coefficieBts des polyn6mes : 

Pour i variant de A à 0 en décrémentant de 1 
• Saisir coefficients du numérateur: AI 

Pour j variant de B à 0 en décrémentant de 1 
• Saisir coefficients du dénominateur: Bj 

SO)  Ca\eul des déterminants: 

Pour j variant de N à  1 en décrémentant de 1 
1  four j  variant de i  1 à 0 en décrémentant de  1 
~ =  AjBrAiBi 

6°) Définitioa de la matrice plaçant les détermiaants : 

Pour j variant de 0 à N  1 en incrémentant de  1 
1  ro~r. j  ~ariant de 1 à 2N  1 en incrémentant de 1 
.  ,  Slj<21 alors VjJ  =  0 
i  S!j>N+jalor~ ViJ  =  01 

.  ~n ViJ =  (j2.) DNi,N+I+j 

7°) Calcul des coefficients du réSOllat  : 

Pour  j  variant de 1 à 2N  1 en incrémentant de 1  
1 Pour  i  variant de 0 à  N en incrémentant de 1  

1  Cj=q+Vi,j  

8°) Affichage des résnltats : 

Pour j  variant de 1 à 2N 1 en incrémentant de 1 
1  Afficher Cj : coefficient du  tCI1IIC de degré ZN  1  j 
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III • Algorithme du programme C : 
P) 
2°) 
3°)  Voir algorithme du programme B 
4°) 
5°) 

6°) Calcul des coefFreients du rémltat : 

a) des termes de degrés inférieurs à N 
A partir de i= 1 et tant que i';:;N  

A partir dej=O et tant quej<  i  
2  

Ci I  =  Cil  +  (i-2J)Di_j,j  
b) des termes de degrés supérieurs OU égaux à N  

A partir de  i  =  N + 1 et tant que i';:;2N1  

A partir de}  =  0 ettant que  i+}N< i  
2 

Ci I  Cil  +  (2N-i-Zf)DN-j,i+j-N 
7°) Affichage des résultats: 

Pour  i  variant de 1 à 2N  1 en incrémentant de 1 
Afficber CiI : coefficient du terme de degré  i  1. 

IV • Bilan des opérations nécessaires en fonction de n 
(pour programme B) 

a) Nombre de déterminants: 
Voir  (fig. i) 

On  dém:::::a=p~iTrre (:: ;:i:::k~ l,i) xk+i 1 
k=O l,=O  J 

Nn(x) est  formé de 1 +2 +3+ ... n déterminants donc. 

En appelant Dn le nombre de déterminants. on obtient: 

1  Dn= ~ 1 

Cbaque  déterminant  nécessite  2  multiplications  et  1  soustraction 
entre variables. 

b)  Nombre de multiplications entre 2 variables  : 

1  2Dn =  n«(I+l) 1 

cl Nombre de soustractions entre 2 variables  : 

1  Dn= ~ 1 

Cbaque déterminant est multiplié par une constante. 
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d) Nombre de mulllplkations d'une conslanle par une variable: 

IDn=  ~  
Pour déterminer les différents coefficients,  il faut additionner verti-

calement des nombres. 

On vérifiera que le nombre d'additîons entre variables est  : 

pourn  =  loun = 2  o 
(n-l)(n-2)pourn>2 

2 

li est  nécessaire  de  placer  les  différents  déterminants  ainsi  que  les 
zéros  dans  la  matrice  permettant  les  calculs.  Celle·ci  est  une  matrice 
(2n-l)xn 

e) NombN d'affectations: n(2n 1) 

v  Etude pour 10 exécutions sur Apple Ile  Temps en secondes 

Fonctions 
Prog. 

A 
Prog. 

B 
Prog. 

C 

1  2x-1-
x+3 

6  1  J 

2  4.>"+2x-1 
-5x+x+3 

19  4  3 

3  2x" +4.>" + 2x-1 
-2x"-5r+x+3 

43  9  5 

4  x'+ 2x"+4.>"+2x-1 
-x'- 2x" 5r +x+3 

83  15  8 

5  2x"+x'+2x"+4r+2x1  144  21  12 
x"-x'- 2x" - 5r+x+ 3 

6  5.<"+ 2x"+x'+ 2x" +4r+ 2x1  227  li  16 
lx'+x"-x'- 2x" - 5r+x+ 3 

7   2x' +5.<"+ 2x' +x'+ 2x' +4.>" +2x-1 42  20 
:Ji' +lx'+x"-x'-2x"- 5r +x+l 

8  3x' 2x" + 5x'+ 2x'+x'+ 2x"+4r+2x-1 
2x'+r + lx' +x' -x'- 2x" - 5r+x+ 3 

54  25 
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PROGRAMME A  

5TEXT 
10 HOME 
15 REM ******.*.******'It**** SAISIE DES POLYNOMES *********•• 

20 PRINT  :  INPUT "DEGRE DU  NUM : ";A 
30 PRINT :  INPUT "DEGRE DU  DEN: ";B 
35 HOME 
38 DlM UIA),VIB),DUIA),DVIB),PHAI,P2IA).Q1(B),02IB),A(2 •  A, 

2' B),DI2' A,2' B),CIA  +  B   1) 
40 REM  ........ SAIS)E DES POLYNOMES  ......  
45 PRINT  "COEFF DU  NUMERATEUR: " 
50  FOR 1  A TO 0 STEP   1 : INPUT X:  LET U(I)  =  X:Pl(1)  =  1:  NEXT 1 
55  PRINT "COEFF DU  DENOMINATEUR: " 
60 FOR  1 =  B TO 0 STEP   1:  INPUT VII):Qlm  = 1:  NEXT 1 
150 REM **ft*.** .. _.....* ...***•• CALCULS ........ ******•• *••****.  
155  REM 
160  REM  ................. Dt:RIVt:ES ............................................ ..  
170  FOR  1 =  0 TO A 
180 Dum  = UOI  •  Plm 
190 P2(1)  Pl(1)   1:P2(0)  0 
200  NEXT 1 
210  FOR  1 = 0 TO B 
220 DVIIl  = vm • O1m 
230 02(1)  =  01(1)   1 :02(0)  =  0 
240  NEXT 1 
250  REM  .................. PRODUITS AU NUMERATEUR  ............... .. 

260  FOR  1 =  0 TO  A 
270  FOR  J  = 0 TO B 
280 AU,J)  =  Dum • VIJ):DII,J)  = P211l  + Q1IJ):AII +A,J + BI  = 

UIIl  •  DVIJI:D(I  +  A,J  +  BI  = Plfl)  +  O2(J) 
290  NEXT J: NEXT 1 
300  REM  ................. COEFFICIENTS DU RESULTAT...................  
310  FOR  K  = A  +  B   1 TO 0 STEP   1 
320  FOR  1  = 0 TO 2 •  A 
330  FOR  J  =  0 TO  2 •  B 
340  IF D(I,J)  =  K THEN  CIK)  =  CIK)  +  AU,JI 
350  NEXT J: NEXT 1:  NEXT K 
360  REM  •••n  ................. AFFICHAGE DES COEFFICIENTS  

*************************.**************•••**************** 

370  FOR  K  =  A  +  B   1 TO 0 STEP   1 
380  PRINT "C/";K:", =  ":C(KJ 
390  NEXT K 
400  END 
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PROGRAMMEB  

3 REM ***..****............. SAISIE DES POL YNOMES ******.*.**..*  
5  HOME  
12  INPUT "DEGRE DU  NUM  :  ";A  
15  INPUT "DEGRE DU  DEN: ";B  
20  IF A  > B TH EN  N  A:  GOTO 50  
25N  = B  
48  REM •.•.• SAISIE DES COEFFiCiENTS ........................ .  
50  DIM AiNI,BiNI,DiN,NI),ViN,2' N  Il,Ci2' N   1)  
55  FOR  1 =  0 Ta N:A(I)  O:B(I)  0:  NEXT 1  
60 REM ***..+ ..*.*.. SAISIE DES POL YNOMES ******...****.*.*.*. 
65  PRINT  "COEFF  DU  NUMERATEUR: " 
70  FOR  1 =  A TO 0 STEP  1:  INPUT A(I):  NEXT  1 
80  PRINT  "COEFF DU  DENOMINATEUR:  " 
90  FOR  1  =  B TO 0 STEP  1:  INPUT Bm:  NEXT 1 
100 REM ...........** ...........**** CALCULS **********************  
105  REM 
135  REM  ..... CALCUL DES DETERMINANTS  ................... . 
140  FOR  1 = N TO  1 STEP  1 
150  FOR  J  =  1  1 TO 0 STEP   1 
170 DiI,J)  =  Am •  BIJ)  AiJ)  •  B(I) 
180  NEXT J 
190  NEXT 1 
192  REM  •....  DEFINITION  DE  LA MATRICE PLACANT LES 

DETERMINANTS  ........................................ . 
200  FOR  T  =  0 TO  N  1 
210  FOR  K  = 1 TO 2 •  N  1 
215  REM  ..... DEFINITION  DES  ZEROS  PRECEDANT  LES 

DETERMINANTS  ....................................... . 
220  IF  K  <  =  2 •  T THEN  VIT,KI  0:  GOTO  250 
225  REM  •....  DEFINITION  DES  ZEROS  SUIVANT LES 

DETERMINANTS  •.•...................................... 
229  IF K  >  IN  + Tl THEN  LET VIT,KI  0:  GOTO 250 
230  REM ..... POSITIONNEMENT DES DETERMINANTS .......... . 
235 V(T,KJ  =  IK   12' TIl  •  DIN   T,N  + T  KJ 
250  NEXT  K 
250  NEXT T 
265  REM ..... CALCUL DES COEFFICIENTS  .. , ...........•....... 
280  FOR  K  =  1 TO 2 •  N   1 
290  FOR  T  = 0 TO  N 
300 CIKJ  = C(K)  + VIT,K)  
310  NEXT T  
312  REM  ..... AFFICHAGE DES RESULTATS .............••......  
315  PRINT "C(";2 •  N   1   K;"J  ";CIKJ  
320  NEXT  K 
330  END 
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PROGRAMMEe 

3 REM ***************** SAISIE DES POL YNOMES ********* 
5  HOME: CLEAR 
12  INPUT "DEGRE DU  NUM  : ";A 
15  INPUT "DEGRE DU  DEN: ";8 
20  IF  A  >  8  THEN  N  =  A: GOTO  50 
25N  =  8 
48  REM  ...... SAISIE DES COEFFICIENTS ....................... . 
50  DIM AIN),8IN),DIN,N 1),CI2· N   1) 
55  FOR  1 =  0 TO  N:A(I)  =  0:8(1)  =  0:  NEXT 1 
60 REM ********** SAISIE DES POLYNOMES ******************* 
66  PRINT "COEFF DU  NUMERATEUR:  " 
70  FOR  1 =  A  TO 0 STEP   1:  INPUT A(I):  NEXT  1 
80  PRINT "COEFF DU  DENOMINATEUR:  " 
90  FOR  1 =  8  TO 0 STEP   1:  INPUT 80):  NEXT 1 
100 REM *********************** CALCULS ******************* 
105  REM 
135  REM ...... CALCUL DES  DETERMINANTS ................... . 
140  FOR  1 =  N TO  1 STEP   1 
150  FOR  J  =  1  1 TO 0 STEP   1 
170 DU,J)  =  Am •  81J)   AIJ)  •  8111 
180  NEXT J 
190  NEXT 1 
200  REM  ..... COEFFICIENTS D'ORDRES  < DEGRE .............. . 
205K=1 
210  IF  K  >  N THEN  270 
22OA=O 
230  IF A  >  K  /  2 TH EN  260 
240  CIK   1)  =  CIK   1)  +  IK   2· A)  •  DIK   A,A) 
250 A  =  A  +  1:  GOTO 230 
260  K  =  K  +  1:  GOTO 210 
270  IF K  >  2 •  N   1 TH EN  330 
275  REM  ..... COEFFICIENTS D'ORDRES> =  DEGRE ............ . 
2BOA=0 
2B5F=KN 
290  IF  F  + A  >  K  /  2 THEN 320 
300 CIK   1)  =  CIK   1)  +  IN   F   2· A)  •  DIN   A,F  +  A) 
310A  =  A  +  1:  GOT0290 
320  K  =  K  +  1:  GOTO 270 
325  REM  ...... AFFICHAGE DES RESULTATS  ................... . 
330  FOR  1 =  2 •  N   1 TO  1 STEP   1 
340  PRINT "CI";I   1;")=";CO 1) 
350  NEXT 1 
360  END 
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