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dans nos classes

quelques hypothéses et résultats sur Penseignement
de lg géomélrie de Pespace a partir de

la représentation
en perspective cavaliere

F. Bonafe
IREM de Montpellier

1. Les raisons d'an choix

Parmi touies les difficultés que ’on peut rencontrer dés qu’it s’agit
d'enseigner 1a géométric dans Pespace, la premidre dans Uordre des prio-
rités semble étre o représeriation de Pespace. En effet, comme ’on ne
peut réduire 1'étude du champ conceptued 4 ka seule étude d'objets mani-
pulables, Iz nécessité d’un codage est immédiate,

D’ur point de vue techinique, on dispose de six modes de représenta-
tion principaux parfaitement codifiés que rappelle G, AUDIBERT 1985,

Les vuies - les projections axonométriques - la perspective cavaliére -
i'épure en géométrie descriptive - la perspective linéaire - la projection
cotés,

I suffit de censulter quelques ouvrages scientifiques pour constater
que ce ne sond pas les seuls, mais aussi que parmi les autres, peu nom-
breux sont ceux qui obéissent & des régles préalablement définies assurant
4 Pensemble une certaine cohérence. Ainsi, cerlains ouvrages mis % la
disposition des féves comportent des “*figures® qui peuvent 8tre d'une
lecture aisée pour un enseignant, En est-il de méme pour les Héves 7

Daazs le champ concepiuel de la géométrie plane, les analyses données
par (3. AUDEBERT (1982) et A, CHEVAILIER {(1984) mettent en évidence
que Péléve qui cherche un probiéme procéde souvent en confronfant
hypothése et réalisation expérimentale. G, AUDIBERT {1985) retrouve
cette démarche sxpérimentale lorsque les éléves cherchent un probiéme de
géoméirie dans 1'espace. Mais, alors qu’en géométrie plane, le dessin peut
gtre considéré comme objet d’¢tude permettant cette confrontation, il
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#'¢a ¢st pas d¢ méme en geomeétrie de "espace car Pabsence de statut pro-
pre des différentes représentations utilisées par les éldves limite 1a pature
de cette démarche expérimentale,

Comme nous 'avons tappelé dans 1), ces constatations nous ont
conduit 3 penser qu’un enseignement de Ia géométrie de Pespace ne pon-
vait avoir des chances de réussiy qu' condition que spient mis en place,
dés les premiéres années da colidge, des procédés de représentation avec
{out ¢e que celn comporte de savoir-faire of d'apprentissage ainsi que le
propase C. FABRE {1982).

Les procédés retenus, perspective cavaliére of vues, nous paraissent
présenter un certain nombre d’avantages :

¢ Lz perspective cavaliére gui permet de restituer ia vision dun objet
{meme imparfaitementy conserve ke parali€lisme ainst que certaines pro-
portions, notions accessibles & de jeunes éidves,

* | es vues permetient un transfert direct des résuliats de la péoméirie plane
par conservation de certaines distances.

» [es activités de passage d'un mode de représeniation 3 Pautre peuvent
g'effectuer par des opérations simples facilitant ce transfert des résultats
de ta géoméirie plane. Comme le montre P. ROSSIER (1946), 1a perspec-
tive cavalidre fournit facilement une projection orthogonale de 1"objet.

La question qui se pose est alors : “*Quelle progression doit suivre
I"enseignement de la géométrie dans "espace, dans I’enseignement secon-
daire, pour qu’il puisse reposer sur ces procédés de représentation ?7°,

2. Les premieéres difficaltés

31 IPon se sitne au niveau d’une Premiére ou Terminale Scientifigue
de notre enseignement secondaire, on peut considérer ka perspective cava-~
lidre comme Ia représentation d’un objet sur un plan suivant sne projection
dout la direction est oblique par rapport 4 ce plan. L'étude des propriétés
de cette projection permict alors d"éablir un certain nombre de relations
entre Pohiet et son image ou plutdt enire divers dléments de cet objet et
lewrs images,

Cette représentation permet de transposer dans le contexie scolaire
de ces classes la niotion de perspective cavalidre mais slle Pisole du cadre
dex activités qui sont & son origine et pour lesgueiles primait ta technique
de représeniation.

Da peint de vue de Vimage, on ajoutera & cela que cette fagon d’envi-
saper la perspective cavaligre est souvent accompagnée de “‘figures” qui
soni wne perspective cavaliére de la perspective cavalidre qu'on est en
train de décrire, Ce qui revient & utiliser pour bien le définir [a projection
que 1"on souhajte présenter, .
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La figure 1 ci-dessous illustre cette ambiguité ; elle est souvent
accompagnée dans les manuels de la phrase : “A'B'C’'D'E‘F'G'H’
est la projection sur le tableau du cube ABCDEFCGH™ . Mais ol est le
cube ? Qu’est-ce que ABCDEFGH Tet A'B'C'D'E'F/ G H'?

Flgire { - .

H ne faut pourtant pas oublier — et 'illastration précédente en est la
preuve — gue le but de toute perspective est de faire en sorte gue la vision
d’un¢ image 4 deux dimensions corresponde & la vision de I'objet gu’elle
représenie afin de pouvoir substituer 'image a l'objet. C'est cette substi-
tution gui est 1a source d’un grand nombre de difficultés car elle conduit
souvent A la confusion entre les opérations gui touchent A I'image et celles
qui touchent 4 'objet. La tentation est grande alors de ne metire en
teuvre la perpective cavaliére qu’a partir des projections, Péiude de leurs
propriétés agsurant une certaine maitrise de ceite substitution,

On ne peot cependant s'interdire I'étude et la représentation des
sitwations spatiales sous prétexte que les modéles proposés comportent
trop d'inconvénients ou d'ambiguités qui ne pourront 8tr¢ traités guune
fois connue parfaitement ia projection utilisée,

1t s*agit donc de déterminer 4 an niveau denné de la scolarité ce gut
peut &tre dit de cette projection sans qu’elle apparaisse de fagon directe.
Plus précisément : guelles sont les propriétés de cette projection gque 'on
peut utiliser 7 quels outils fant-il mettre en ceuvre pour rendre possible
cette utilisation ?
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3. Les ééments d’un apprentissage

La réflexion qui @ précédé in mise en place par noire groupe $'une
sequence didactique, appelée “‘séquence PCY, nous a permis de dégager
trois éiéments principaux intervenant dans Penseignement de la géoméirie
de Pespace & partir des procédés de représentation que sont perspective
cavalidres ¢t vues.

* Les passages,
* Les droites de 1’espace et dreites du plan,
= La vision,

FABRE C. {1986), AUDIBERT G., BONAFE F. (1986} ont donné une
description de la pré-expérimentation et du déroulement de ceite
“séquence PC" ainsi que guelgues éiéments danalyse,

a. Les passages

Trois &tapes semblent se dégager dans la constitution d'une bonne
image meniale nécessaire & tout travail de géoméirie dans Pespace.

}. Le passage de Vobjet au dessin.
2. Le passage du dessin A ["objet.
3. Le passage du dessin au dessin en "absence de tout objet.

Nous entendons par passage de 'objet aw dessin Ia représentation
d’un ohjet présent 4 partir dune analyse des éléments constitutifs de cet
objet (sommets, face, ardtes) et leur mise £n correspondance avec des £1é-
ments de la feuille de dessin (points, polygones, segmenis)y. Ce passage
permet de mettre en évidence les conservations oy modifications interve-
nues & propas des longueurs et angles. 11 est le premier facteur dans Ia
formation de Uimage mentale procédant simplement de Panalyse des
situations spatiales.

Le passage du dessin & Vobjet consiste & reconstituer un objet, un
dessin &ant fourni, It suppose une analyse des élémenis constitutifs de
Pohjet A partir de leur représentation. Die ce fait, il comiporte dans un cer-
tain sens Pidée fausse de bijectivité entre objel et perspective cavalidre,
Dans un certain sens seulement, car il va également contribuer & la
détruire en conduisant & des contradictions par confrontation de I'image
mentale préalable A la réalisation avec la réalisation elle-méme.

Le passage du dessin au dessin en P’absence de tout objet concerne le
travail sur le dessin lui-méme. L'objet n’existe plus qu’en tant qu'image
mentale sur laguelle toute action n’est possible gu*au travers de Paction
sur ui dessin, Ce travail nécessite done de concilier tout en les séparant les
propriétés spatiales de Pobjet et les propriétés planes du dessin, Clest
d'ailleurs & oo niveau gue naissent les difficuliés car les deux types de pro-
pri¢tés sont souvent confondus.
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b. Les droifes de Yespace ¢f droiies du plan

Si Fon accepte de restreindre le champ d7activité au travail sur les
poivédres ~ nous reviettdrons sur le cax particubier constitué par les corps
ronds — Papprentissage de {out procédé de représentation conduit 4 un
classement des droites de "espace correspondant 4 des particularitéds au
niveau de jeur représentation. Nous avens dégagé quatre catégories de
droftes :

A les supports d'ar@tes paralitles ao plan de projection.

B. les supporis d*aréies perpendiculaires au plan de projeciion.

C. les supports d’arétes ni paralléles, ni perpendiculaires au plan de
projection.

D. les amtres droites de espace non supports d’arétes.

Pour expliquer ces choix, rappelons que dans la définition de la pers-
pective cavaliére ou des vues d’un objet {normes AFNOR NF E04-108),
on dispose tout d"abord cet obiet dans un cube appelé cube de référence.
L'image de 1"0bjet, sur un plan parallgle & une des faces de ¢& cube, sui-
vant une projection cylindrique de direction non perpendiculaire 4 ce plan
en est la perspective cavalidre. Lorsgue la projection est perpetdiculaire &
oc plan, on obtient une vue,

Ainsi les droites des catégories (A) ef {(B) permettent 1a représentation
du cube de référence ot de tout pavé dont les faces sont paraliéles A gelies
de ce cube, Quant aux catégorics (C) ot (D)) elles offrent la possibilité de
représenter les autres arBies, soit directement si elfes prennent appw sur
les arétes du cube {ou pavé) de référence, soit par constructions annexes
dans les autres cas,

Des régles simples & éngncer permettant la représentation d’un cube
ou pavé de référence peuvent &tre, A partir des droites (A) et {(B) :

— choisir une face arridre.

— dessiner en vraie grandeur les droites qui lui sont paratléies.

- (essiner en viaie grandeur les angles dont les cités sont paraliéles & cette
face.

— dessiner en fuyante dans un rapport donné les arBtes qui I sont
perpendiculaires.

Les premiéres difficuktés naissent avec les droites de catégorie (C), En
effet, si ces droites prennent appul sur deux arétes du cube ou pavé de
référence, leur représentation passe par Je repérage d an point sur une droite
{A) ou {(B) ou la reconnaissance de ce poitt. La figure 2 ci-dessous repré-
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sente un prisme droit doni la base est un {rapéze rectangie, el gque nous
plagons dans le pavé de référence. La droite EH est de catégorie (C) elle
nécessite le repérage de E sur {CF) i H sur (BH).

Sl
i
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[

P
I

Tgure 2 . 7
A al VB

Lorsque les droites de catégorie {C) nc prennent pas appui sur deux
arétes du cube {ou pavé) de référence, leur représentation passe par le
repérage d'an point sur une face du cube (ou pavé} de référence et donc in
mise en cevee de droites de catégorie (D) introduites A cet effer. La figure
3 représente un pavé orné d'une entaille en V. Le tracé des segments FG et
GH nécessite de repérer fe point G dans le rectangle B1JK done fa mise en
ceuvre de droites (D} qui ne sonl pas support d'arétes,

K d
£ £ By [
E
Jigure 3 -

c. La vision

Le troisiéme éiément de notre apprentissage est celul qui contribye 3
I'effet de profondeur gue "on peui donner au dessin en jouant sur fa
nature du tracé. Nous avons choisi Ia solution des pointillés mis en place
avec 1a vision réelle de Pobjet. Dans une situation d'apprentissage, on
peut faire en sorte que Ia taille de 'objet étudié, sa position par rapport &
celui qui tente de le reproduire, laissent apparafire de¢ cet objet les ardtes
dites “‘ariies vues®’ dans une perspeciive cavaliére donnée. H suffit alors
didentifier ces ardtes sur la représentation poar dégager celles qui doivent
figurer en pointiliés.
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Ce travail sur Iz vision nous parait fondamental dins Ia formation
d’vae bonne image mentale, 1 présente "avantage 4’ associer & une image
un objet dans une position stable. Clest de cette position gue Pon peut
décider des mouvements permettant d'acedder aux vues — déplacement
autour de Tobjet ou de Pabjet lui-méme — et le retour en pogition initiale.

8i nous reprenons ces trois dléments d apprentissage, i est immédiat
que les deux premiers nécessitent une progression au niveau de "appren-
tissage. Le passage du dessin 4 I’objet n’est possible qu'aprés avoir étudié
les régles qui régissent le passage de 1'objet au dessin, De méme, la repré-
sentation des droites de 1'espace ni paralléles ni perpendiculaires au plan
de projection suppose une définition préalable de 12 représentation des
paralidies et perpendiculaires au plan de projection sur lesquelles elles
vont s'appuyer.

{ e troisiéme de ces Sléments est de nature différente, sa mise ¢ place
ne petit se faire que dans le cadre du passage de Pobjet au dessin, il va
prendre toute son importance ensuite dans le passage du dessin 4 Pobiet
en contribuant 4 la constitotion d'une boane image mentale et en fournis-
samt des renseignements indispensables & la constmction de I'objet.

4, Quels niveaux pour guels apprentissages

a. Les programmes
Les programmes en vigueur 3 partir de la rentrée 1986 proposent ¢

» En classe de sixiéme ; 'Paralléiépipéde rectangle, description, représen-
tation cn perspective, patrons, velume’’.

* Fn classe de cinguiéme : “Pristes droits stmples et cylindre de révo-
Intion, description, représentation en perspective, patrons,..., aires ¢t
vohurnes®,

* Ex classe de gquatrizgme ; **Sphire, section par vn plan ; gire et volume'”.
» En classe de troisidme ' Pyramide et c8ne de révolution : volume, sec-
tion par un plan paralile & la base™.

o En classe de seconde : “ ... (1 §’agin) ... d"organiser, vis-A-vis de "espace
dans lequel nous vivons, les connaissances de I"déve et de "amener & rai-
sonner et a calculer, On s¢ gardera de tout édifice axiomatique. L'espace
est myni d'une distance. Dans tout plan de |'espace, les théorémes de géo-
métrie plane sont vrais, ils suffisent 4 conduire les calenls ¢

— propriftés d'incidence ; paraliélisme,

— orthogonglitd, symétrie par rapport & un plan, plan médiateur,

— projections, projections orthogonales,

— repéres cartésiens : cootdonndes d'yn point,

— calculs de disiances, aires, volume’’,

Des thémes praposent ensuite des procédés de reprécentation : **pers-
pective cavaliére, projections orthogonales’ ainsi quwun travail sur les
symétries.
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On se heurte an-deld de ce nivean A la diversité des programmes, la
géométrie dans espace disparaissant dans de nombreuses clusses.

Si I'on organise sous forme de cablezn les deux premiers éiéments du
paragraphe précédent : passages et droites (fléments qui supposent une
certaine progression dans "apprentissage) on peut alors noter dans cha-
que case ke nivean ou les éléments interviennent ;

dardte lax: de jesi b
Draites Suppertt doaréte oL p projeciion
Ni paralkéics Auires
Parallides Perpendicalairet | N perpeasdiculaires droites
Passapges {a} & «©y )
{1) D= {'objet au
dessin £-5.3-2 6-5-3-2 5-3.2 3z
£2) Tha dessin 4
I'obiet 6-5-32 6-5-3-2 5-3-2 3-2
(3} Pru dessin au
dessin 32 3-2 3-2 3.3

Quelgees remargoes s'imposent 4 Ja lecture de ce tableay @

— absence de la classe de quatridsne pour laquells e programme tie pré-
voit que "érude de corps ronds,
— parallélisme des situations en troisidme et seconde ou do point de vaoe
des passages et droites ne figure aucune progression, la eotalité du tableay
étani couverte dés la troisieme.

On constate, cependant, wne progression {modérde} de la sixiéme & la
cinquiéme ainsi gu’une (importante) de la cinguiéme 2 la trofsidme, Ceci
est de nature & faciliter Ia mise en correspondance des programmes et des
éléments de Mapprentissage.

b. {elgues propositions

Ex sividme : le cadre offert par les programmes pour cette classe per-
met ane mise en place de régles d’actions simples conduisant & la repré-
sentation d’un pavé droit en perspective cavalidre |
-— chioigir la face arriére,

- degsiner la face avant en vraie grapdear,
— dessiner la fuyante de longueur moitié,
— terminer le dessin,

- placer les pointillés.

Mais ces régles supposent des travaux préalables :

- reconnaissange sur Pobjet des sommets, faces, ardtes, de leurs posi-
tions relatives.
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— tracés de paralléles, perpendlculalres fuyantes et donc utilisation des
instruments de dessin.

Ces régles permettent également la reconstitution, sans grande diffi-
culté, d’un pavé donné par une perspective cavaliére en passant par
Pintermédiaire des vues et développements. Elles permettent, en outre,
quelques tentatives de dépassement vers des objets plus complexes dé-
composables en pavés, La cale entaillée (cf. fig. 4) utilisée en dessin indus-
triel est un bon exemple.

figure 4 -

En cinguiéme : si 'on excepte I'étude du cylindre de révolution sur
laquelle nous reviendrons, la nouveauté que constituent les prismes droits
simples offre une progression avec 1’apparition de droites ni paralléles ni
perpendiculaires au plan de projection. Prenant appui sur celle du pavé
droit, la représentation peut ne pas poser de problémes dans des situa-
tions pour lesquelles les régles d’action énoncées conservent encore leur
validité. C’est le cas, par exemple, de la figure 5 qui représente un prisme
droit dont la base, un trapéze rectangle, est placée paraliédlement au plan
de projection.

Sigure 3
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Par cottre, les premidres difficultés naissent avec ["absence de face
avant {om arriére) parallile au plan de projecticn. Ln dépassement puis
une modification des régles d’action deviennent indispensables, I peut
&ire intéressant A ce niveau de revenir an pavé droit de référence conte-
nant "objet. La figure 6 représente le m@me objet gue celui représenté par
la figure 5 mais avec la face avant non paralléle au plan de projection.

Sfigure &

Elne nouvelle difficulté est introduite avec 'absence de relation sim-
ple entre la longueur des ardtes ni paralieles ni perpendiculaires au plan de
prajection et leurs représentations.

L’étape fa plus délicate semble 8ire ici la reconstitution de P'objet ef
donc le passage du dessin & Pobjet. Bn effet, Pabsence de régles de codage
dans la représentation des droites ni paralléles ni perpendiculaires au plan
de projection ne permet pas une reconstitution immédiate, 1l est néoes-
saire de faire appel au pavé référence ainsi gu'au repérage d'un point sur
une droite.

Pour les classes de sixiéme et cingniéme, on peut aussi consulter dans
() 1z travail réalisé dans un collége &’ Andaorre-la-Vieille,

En guatridire © o programme ménage ici un vide comcernant les
polyddres. Feut-étre est-il possible, 4 ce niveau, d’effectuer quelgues ten-
tatives (4 propos d'objets &udiés précédemment) de passage du dessin au
dessin en absence de Pobjet... & condition, bien siir, gue Yobjet puisse
apparaitre comme éément de contrdle ou comme moteur de I'activité s
celle-¢i devait &tre interrompue. Le théoréme de Pythagore au programme
de cette classe peut Lrouver 14 un champ d’application.

En trojsidgme ; **1a section d'une pyramide par ue plan paralléle & la
base’’ proposée par le programme invite fortement i effectuer mainte-
nant an travail sur le dessin lui-méme, |"obiet pouvani étre présent ou non.
Par ailleurs, Ia représentation en perspective cavaliére d’une pyramide
neécessite ia mise en ceuvre dans bien des cas de droites de type () qui ne
sont pas des supports d’arétes afin de positionner le sommet.
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L'écornage d’un cube ¢fig. 7) apparalt icl comme une activité intéres.
sante au rivean du travail du dessin au dessin, H s’agit 4 partir de ia repré-
sentation en perspective cavalidre d’un cobe ABCDEFGH de réaliser
celles obtennes aprés avair enlevé le i&traédre FGBF (coin F) puis le coin
A, puis le ooin H, paiz le coin €.

Les deux types de tétraddres mis en dvidence peuvent étre repris & lear
tour afin d’en effectuer des sections par un plan paraiiéle 4 une base.

Jigure 7

£n seconde ; tout le travail précédent ayant &€ effectué dans le pre-
mier cycle, il est maintenant possible d*aborder 1a prajection sur un plan
en faisant varier anpie ef rapport des fuvanies, On peut aussi envisager
P’étude des sections planes du cube tant au niveay de la recherche des for-
mes que de leur exacte restitution, revenir sur le tétraddre et V'&ude de ses
sections planes. Bien sy, il s’agit 12 d’activités du dessin au dessin mais
pour lesguelles *apport de 'objet peut parfois présenter de Pintérét ne
serait-ce gu'au nivean du comtrile...

BOUDAREL-GOETGHELUCK (1983), 'REM de LORRAINE
(1983) et A. AMSALEM, BONAFE F, (1985} proposent quelgues exerci-
ces et directives de travail gui s*inscrivent dans ce cadre.

Le repérage d’usn point dans 'espace vient conclure cette succession
de travaux, On peut alots envisager ta représentation en perspective cava-
ligre de quelques corps ronds. Par exemple, activité de dessin d'un cube
dont chague face contient un cercle inscrif constitue une bonre approche.

5. Le cas des corps ronds

Nous entendons ici par *“corps ronds’’ les solides de révalution dont
I"dcde est envisagée tout au long des programmes précédemment énon-
cfs, 2 savoir : le cylindre, 1a sphére et Jo cOne.

Leur représentation en perspective cavalidre souléve des difficultés de
natures tout 4 fait différentes bien qu'é&troitement lides, particulidrement
celles ayant trait au tracé de I"cllipse, su contour apparent ainsi gu’i la

vision.
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Du poing de vue technique, ¢'est le tacé de Vellipse qui fait difficulté,
En effet, sauf dans ez cas de positions singulit¢res du type de celles illus-
trées par la figure 8, les diamdtres des ellipses permettant de représenter
¢One, sphére et cylindre ne sont pas conaus. On ne connait de ces elfipses
que deux axes conjugués non perpendiculaires, Or, 5’1l existe des procédés
techniques simples de tracés approchés d’une eliipse dont on connalt fes
diamétres — il existe méme des llipsographes — i en va autrement fors-
que senls deux axes coniugués non perpendiculaires sont connus. On peut
d7ailisurs consulter, & c¢ sujet, G. AUDIBERT, F. BONAFE (1985).

| | |

[N

- I \‘ -
Jigure 8 I

On a vu que nos régles d’actions concernant la représentation en
perspective cavaliére s’appuyaient exclusivement sur les artes des polyd-
dres. En effet, quel que soit le polyédre envisagé, le contour apparent est
formé exclusivement d’arétes,

Ce n'est plus cout 4 falt le cas forsqu’il s”agit de représenter les corps
ronds. A la notion d aréte vient parfois s substituer celle ples floue de
génératrice que 1'on retrouve sur la figure 8 en vraie grandeur pour le
cylindre, raccourcie powr le ¢cOne, mais qui a dispare dans la représeata-
tion de la sphére.

Reste le cas de 1a vision qui ne peut &re exclue du probléme de [a repré-
setitation en perspective cavaliére, On se heurte & ce nlveau 4 une profopde
contradiction ; en effet, s'il est pogsible de disposer un cyclindre ou un
¢bBne de sorte qu’ils apparaissent comne les représente la figure B, il est
bien difficile de vair un contour apparent elliptique en observant une sphére
et inversement, la perspective cavali¢re d'une sphére fait plutdt penser &
un eHipsoide non sphérique.

Ces différentes observations nous imposent une certaine prudence dans

I'étude des corps ronds dont nne approche sérieuse dans la représentation

né peut, & nofre avis, dtre envisagée avant la classe de Seconde, &t gui
demande un travail expérimental qui n’a pu étre téalisé & ce jour.
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Et avant... 7 §i 'on veut &re sage, on doit se satisfaire de schémas
se rapprochant des productions de la figure 8 pour Is cylindre et ke cbne...
ce qui tie manguera pas de créer quelques difficnltés de dessin en classe
de troisiéme lorsqu’il faudra construire des sections planes du ¢8ne par
un plan paraliéle 3 la base. Quant A la sphére, 1l fandra bien, 14 aussi,
consérver l¢ contour apparent circulaire qui iflustre sous les manuels, Dans
tous les cas et pour tous ces objets, la prudence devra &tre de mise quand
il s’agira de travailter sur leur représentation.
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