
les problèmes 

de l'a.p.m.e.p. 


Cette rubrique propose des problèmes choisis pour l'originalité de leur 
caractère: esthétique, subtil, ingénieux, voire récréatif, dont la résolution 
nécessite initiatives, démarche inventive, recherche, effort inte/1ectuel. 

Elle accueille tous ceux qui aiment inventer, chercher de "beaux pro
blèmes"", si possible trouver des solutions, et les invite à donner libre cours 
/1 leur imagination créatrice. 

Priorité est naturellement réservée aux énoncés compo.sl$ par des collègua 
et au dialogue ouvert entre eux par le jeu des réponses et des solutions, qui 
sont à envoyer à l'adresse suivante : 

(Tépo1lSe8 /1 des problèmes différents sur feuilles séparées S. V.P.) 

M. Dominique ROUX 
52, cours Gay-Lussac 

87000 UMOGES 

ÉNONCÉS 

ÉNONCÉS N° 143 {André VIRICEL, Nancyl 
lunl désignant la suite de Fibonacci {défmie par 11.0-0, 11.1 =1, puis 

un+Z.un+un+ll, calculer Uz. connaissant Un' Exemple: calculer 11.64, 
sachant que 11.32 = 2 178 309 . 

ÉNONCÉ N° 144 {Charles NOTARI, Montant Cap Blancl 

Quel est l'ensemble des réels x tels que pour tout entier naturel 
nXn 1 soit entier ? 

ÉNONCÉ N° 145 {Dominique ROUX, Limoges) 

Pour quels entiers n, l'application qui a toute collection de n réels 
strictement positifs (al, az,,,,,a,J associe la collection des produits deux 
à deux: [a,aj ; 1(i<j(n1 , est-elle injective? 
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SOLUTIONS 

ÉNONCÉ N° 128 (Concours général 19861 

Soient 21< 2Z, 23, 24 des nombres complexes. Démontrer l'inégalité: 

Ê IZkl" E Iz;+ '11 
k~1 l';i<:j';4 

SOLUTION de Jean-Claude CARREGA (Lyonl 

On a: 

21z11 IZz+z31 = 12211 - IZz+z31 " 1221 +22+231 " 121 +221 + 121 +231 

d'où 1211"~ [lz1+2zl + IZ1+z31 + 122+2311 

On obtient de même: 

IZ21" ; [122+ 231 + 122+ 241 + 123+2411 

IZ31 " ~ Ilz3+z41 + IZ3+ z1l + 121 +z411 

IZ41" ~ [124+2d + IZ4+ Z21 + IZ1+z21 1 

En ajoutant membre à membre les quatre inégalités. on obtient : 

Izd + IZzl + IZ31 + 1241 " IZI +zzl + IZ1 +231 + 121 +Z41 + IZz+z31 
+ IZ2+z41 + IZ3+z41 

Autressolutio1lS: Luc BARRIA ISerres-Morlaasl. Denis BlGO (Vende
viIIel. Daniel CARRON (Bruxellesl. Robert CHARDARD (Les Ulisl.1ac
ques CHONÉ (Cusset). Suzanne CHRÉTIEN {Villemomblel. Hugues 
DEMONGEOT (Troïes). Gilles DESECOT ILe Cannet" R. FERREOL 
(Paris). Gabriel FRAISSE {Ferrals-les-Corbièresl. B. HERON {Orsayl. 
Marc LAVENIR (Montceau-Ies-Minesl. Thierry LEGAY (Paris). Lean 
LEMAIRE (Lille). François LO jACOMO (Parisl. Michèle MALLEUS 
(Chitenay-Malabry), Charles NOTARI (Noél, L. VIDIANI (Dijonl. 

Remarque; 
La majorité des réponses utIlisent le lemme : 

Pour tous complexes uetv. lui + Ivl" lu+vl + lu-vi qui se trouvait 
en première question dans l'énoncé du Concours général. 

Complément 1 : Quand y a-t-il égalité? 

MM. R. CHARDARD, B. HÉRON et M. LAVENIR résolvent cette 
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question et trouvent que l'égalité n'a lieu que si le quadruplet 
121.22.23.Z4) est. à l'ordre près. de la forme 12,2, -2, -2). 

CompléJnent 2 : Recherche d'une généralisation. 


Btant donnés 11 nombres complexes 21.Z2••••• 2 •• posons: 


5,,= f; IZkl et s;.= E IZi+zA 
k-I l",l<j",. 

• Cas 11-2: IZI +Zzl ~ IZ11 + IZ21 • donc S2~SZ 

• Cas ,,-3: si 21-Z2=Z3""0 S3<53 
si %1 = -z2= -Z3*O S3<~ 

On ne peut rien conclure. 

• Cas 11-4: c'est celui de l'énoncé n· 128, S4~S4. 
• Cas 11>4: MM. T. LBGAY. R. FBRRI!OL etF. LOJACOMOétablis
sent soit par récurrence, soit directement l'inégalité: 

5"" _3_s;. .
11-1 

Cela justifie l'existence d'un plus petit réel a •• tel que 5" ~a"s;., 
pour tout ,,-uplet de nombres complexes (11;;'4). 

Question: 

Thieny LBGAY /Paris) demande si l'on peut calculer an' On a vu 
que an" 2-. Il propose la conjecture suivante : 

11-1 

211
• si n est impair, a.- -

In-l)' 
2

• si 11 est pair. a n---.,,-2 

pour laquelle l'égalité 5,,-a. s;. est réalisée lorsque zj_l_l)i 1~i~lI. 
Un calcul ordinateur len Turbo-Pascal) sur 5 000 000 de 5-uplets et de 
6-uplets. générés aléatoirement. ne lui a pas permis de mettre cette 
conjecture en défaut, au contraIre, l'ordinateur s'approche peu li. peu 
des cas d'égalités Isupposés) ci-dessus . 

. ÉNONCÉ N° 129 (Gérard BOUILLOT, Dijon) 
Un polygone convexe de 11 côtés, de périmètre 2p. d'aIre S. est 

inscrit dans un cercle de rayon R. Démontrer : 

~ + pZ ,Rz
pZ ,,2 
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SOLUTIONS 
Ce problème a suscité une remarquable diversité de méthodes. 

Première idée : 

Robert CHARDARD ILes Ulis), Thierry LEGAY (paris) et Michel 
HÉBRAUD (Toulouse) résolvent le problème en utilisant "l'inégalité 

isopérimétrique" : p2-Sn tan 11";;'0 (cf. par exemple Jean FAVARD,n 
cours d'analyse de l'Ecole Polytechnique, Gauthier.villars, tome l, 

page 3461. qui montre que le rapport ~ d'un polygone convexe de n 

côtés est maximal lorsque ce polygone est régulier. On sait aussi que 
le périmètre d'un polygone convexe inscrit dans un cercIe est maximal 
lorsque ce polygone est régulier. Donc, la quantité ; 

SZp2 S 2 1
p2 + n2 ={( p2) + n2 ) p2 

est maximale lorsque le polygone est un polygone COnvexe régulier, le 
maximum valant ; 

(pR cos1!:f InR sin~)2 
n + n = R2 (cqfdl--n"2-p2 

Mais quelques lecteurs observent que cette solution fait appel à des 
résultats plus délicats à établir que l'énoncé lui-même, et proposent des 
solutions moins Iisavantes·'. 

Deuxième idée : 

Utiliser des arguments de convexité. 

Voici par exemple la solution de François COULOIGNIER 
IForges-les-Eaux). 

Désignons par (Ji la mesure comprise entre 0 
et 211" de l'angle orienté sous lequel On voit 
du centre 0 le ième côté du polygone. On 
posera: (J. 

ai- 21
, 

Ona: 

figure 1 
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(Observer que cette égalité est vraie même si °est extérieur au poly
gone, cas pour lequel un des sinus est négatif). 
D'autre part : 

Calculons : n " 

E = 1 1: sin a;1( 1: cos ajl ~ E sin ai cos aj 
;=1 j~1 l'';j,j'';. 

= -1 1:" sin Oi + .E. sinlai+ajl
2 i=l l~l<}~n 

Or, O,,;,Oi+Oj";'Z'1f, donc sin(ai+ajl;;'O ,d'où: 

sin Oi+sin 0rZ sin Oi+Oi cos Oi-Oi ,,;, 2 sin Oj+Oi = 2 sin laj+ail 
Z Z Z ' 

par suite: 
•

E ;;..l f; sin lJi+.l E Isin IJj + sin IJjl-~ E 
2 i=l Z l";i<j";" Z ;=1 

Donc: 
S E p tJ.. 
-~ = - i..J coscti. 
R2 " /IR ;=1 

et : 
~ n n 

52 + t:::. ,,;, R2 Il.l .E cos aiF +(.l E sin ad2]
pZ,,2 Il .=1 " i=1 

On utilise alors la convexité de la fonction définie par f(x) =x2, 

52 + pZ ,,;, R2 .f; Ico52 a;+sin2 ail = R2 
pZ ,,2 "'=1 

Et l'égalité n'a lieu que si le polygone est régulier. 

Troisième idée : 
Hugues DEMONGEOT (Troyes) et B. HÉRON (Orsay) utilisent une 

autre inégalité de convexité. 

Avec les notations précédentes l'inégalité 

(:Y + (q ,,;, R2 

prend la forme : 

(1) 
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• • 

laquelle peut s'obtenir à partir de l'inégalité plus générale: 

,JI, • •IIII 1 J., xi y'1::::if)2 .;; 1 E xil2 [1- (..!.. E xd2] pour XiE[0,1)
i-l i-1 11 ial 

qui résulte de la concavité de la fonction f définie et continue sur [0,1), 
f(xl=xVï=ïc2 , qui est deux fois dérivable sur )0,1[. 

2f'{xl= 1,;::2x , f'{xl= x{2x2 -31 <0 pour xE)0,1[.
v1-:.:2 11-x21312 

f est concave sur [0.1) de sorte.que : 

1.. f; flxi}';; fi..!.. f; xii 
11 i-l n ;'.. 1 

avec égalité si et seulement si les Xi sont tous égaux. 
Cette deruière inégalité permet d'écrire IIII, et comme 

.E sin ai cos ai ... E sin ai 1cos ail 
1=1 i-l 

il suffit de prendre Xi=sin ai dans [III pour obtenir {I}, c'est-à-dire: 

52 + p2 ... RZ 
p2 nZ 

'En outre, l'égalité dans cette relation a lieu si et seulement si tous 
les COS ai sont de même signe (positif! et si les sin ai sont tous égaux, 
ce qui correspond au polygone convexe régnlier à n côtés. 

Quatrième Idée : 
Gilbert GRlBONVAL {Palaiseau} obtient l'inégalité demandée en se 

servant d'un développement en série entiére, curieuse et inattendue 
intrusion de l'analyse dans un problème de géométrie plane. 

Résultat préliminaire: Pour tout entier naturel k, si Xl, X2' ••• , X. sont 
n réels positifs variables dont la somme est donnée égale à 2p, la quantité 

•. E [xilk est minimum lorsque les Xi sont égaux. 
l=l 

• 2 kOn a donc: .E [x;lk ~ n [ ..E 1 
1=1 n 

• On montre que c'est vrai pour n - 2 par exemple grâce il l'étude des 
variations de la fonction f définie par f[x) = xk +11- xlR • 

• Puis par l'absurde pour n>2: si deux Xi sont distincts, remplaçant 
chacun d'eux par leur demi-somme, sans changer les autres, on dimi
nue la somme étudiée. 
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Démonstration de l'inégalité : 
Désignons par Yi la distance de 0 au ième côté, et par xi sa 

longueur : 

~ 1 1 ~ ~t x' 2 RS"; "" -xj}'i=- "" Xi !R2_I--L) =
i-l Z Z i-l ' Z Z 

III y a égalité si 0 est intérieur au polygonel. 
Or, on peut écrire: 00 

,rr~u=l- ,E 8j ui pour uE)-l,l[
}-I 

où les l1j sont des coefficients réels positifs, qu'il n'est pas nécessaire 
de préciser. Donc : 

~ 1 ~ iN J!. 1 R ~ ~ :ifj+l
S..; "" -Rx'll- "" a· ",,::L,) = J., -Rx·- _ "" "" a, -'-. 

i-I Z' 1-1 JIZR)2} i_l Z ' Z 1_1 j_1 '(ZR)2} 
00 n 

= pR-~ E ai _1_ E xlj+1 
Z j-I (ZRJ2i i- 1 

ce qui, griîce au résultat préliminaire, est majoré par: 

R Ë n , ZP12j +1 
pR- ï }_I a) IZRJ2} ,n 

Finalement : ' J 
S";pR [1- Ë ai(.E.. )21 = pR l ~_( .E.j2 , 

}_I nR 'nR 

d'où le résultat en élevant au carré, et en diVisant par pZ. 

Cinquième idée : 
l,':Ion moins originale et surprenante est la solution de Gabriel 

FRAISSE (Ferrais-les-Corbières) qui fait intervenir des notions de 
statistique ! 

Reprenant les notations précédentes, désignons par zi = 1- la 

demi-longueur du ième côté et par Yi la distance de 0 à ce côté. L'aire 
du triangle isocèle de sommet 0 ayant pour base le iême côté est : 

Si-Yi 2i

A la série statistique double (YbZih .. i';. sont attachées des 
grandeurs: 

m{YJ =:; f; YI, moyenne des Yi, et de même mlZ}' 
H i-l 

v/Y) ;;;; mjY2) -jmlY))2 , variance de Y, et de meme vlZ), 
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et cov!Y,ZI = mIYZI-m(Y) mlZI, covariance de Y et Z. 
Montrons par récurrence sur n que cov(Y,Z)";O. C'est vrai pour 

n =1. Supposons le vrai pour n, et examinons le cas d'un polygone de 
n + 1 côtés, dont le plus petit a pour longueur )/k' Notons m(Y') la 
moyenne des " nombres )/i autres que le kième, et de même m(Z' 1 
la moyenne des Il nombres Zi autres que Zk. Il vient : 

m(YZI = -"- m(Y'Z'I+ _1_ )/k Zk 
n+l n+l 

,.; 2L mIY') m(Z') +_1_ )/k zk ,.; m(Y) mlZ)
n+ 1 n+ 1 

En effet, ceci équivaut à : 

_n_ m(Y')m(Z')+ _1_)/kZk"; (_n_m(Y')+ _l_)/k)(_"_m(Z'I+ _1_2k)
n+1 n+l n+l n+l n+l ,,+1 

soit â : 

....!L(I-_n_)m(Y'lm(Z') + _1_(1 _ _ l_lYk2k - _1_(_n_)(mIY'IZk+YJrIllIZ' Il,.;0 
n+ 1 n+ 1 n+l n+l n+ 1 n+ 1 

ce qui est équivalent à : 
m(Y'1 (m!Z')-zk) + )/k(Zk-m(Z'jJ";O 

c'est-à-dire à: (m(Y')-)/kllm(Z')-zkl ";0 

Or )/. est le plus petit des )/i, donc )/. ";m(Y') et comme pour 
1";i,.;,,+ 1 ~+if=RZ, z. est le plus grllDd des zi, donc zk~m(Z'). 

La récurrence est achevée. On a alors, en posant 

• 
mIS) = nI .1: Sj,

'=1 

•
( 1: Sj)2..2 2 

.;; 1_1 + t:::. = mlSI +m(Z)2, car p=nm(Z)
p2 n2 m(Z12 

,.; m(Y12 + m(ZIZ, car cov(Y,ZI =mIS]- mlYjmlZI ,.; 0 
.;; m(YZ)+mIZZ), car v(YI~O et v(Zl~O 
= m(YZ+ZZI = mIRZ) = R2. 

Il y a égalité si et seulement si les )/i sont .égaux, donc si le poly
gone est régulier. 

Autres solutions: L'auteur, Jean-Louis GARCIN (Bougival), Alain 
JASSIONNllSSE (Revin), MM. J. LEGRAND (Biarritzl et BAGANAS, MM. 
J. LEGRAND (Biarritzl et SllMAH, Jean LEMAIRE (Lille), François 
LO JACOMO (Paris), Charles NOTARI (Noél et une réponse musse. 
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ÉNONCÉ N° 130 (Dominique ROUX, Limogesl 
a étant un réel donné, étudier la convergence de la su.ite (sin (IIan". 

SOLUI10N de l'auteur 
Cet énoncé, que l'on pourrait prendre pour un problème d'analyse, 

est plutôt une question relevant de la théorie des nombres, et plus préci
sément de la théorie des approximations diophantiennes. 

ID cas: a est une fraction .I!.., supposée écrite sous forme irréductible. 
'K" q 

al Si q est impair, on n'a jamais IIa-h ~ avec h impair, donc 

il n'y a qu'un nombre fini de valeurs sin(IIal, qui sont toutes en valeur 
absolue strictement inférieures à l, donc la suite converge vers O. 

bl Si q est pair, alors pour Il égal à un multiple impair de i on 

a lsin(nall - l, et pour Il égal à un multiPle pair de t On a 

sin(llal=O. Donc la suite donnée est divergente. 

2' cas: a est irrationnel. 
'K" 

Soient El, PZ, ... , Pi, •.. la suite des réduites successives déduites 
ql q2 qi

du développement en fraction continue du nombre 2a 
'K" 

De Piqi+l-qjPi+l=t1 on déduit que Pi ou Pi+l estimpair,disons 
par exemple Pi. De plus, 

2a Pil 11-:r-qj < tif' 

d'où Isin[q,"O:II-ICOS(qt«-Pj..'!.ll> cos ..'!.
2 ?,qi 

'K" 11"2 l or, cos -. =1-~+0(~1
?,q, "'f{ 'l, 

.... 'K" 'K"2 1
,.n(cos -.1- -~ +o( ~)

?,q, "'f{ 'II 
.... 11" 'K"2 1'li ID (cos -)---+0(-)

?,qj Sqj qj 

ce qui prouve 
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donc 

Comme Isin{qia)q'l < l , on en déduit qu'il existe une sous-suite 
extraite de la suite donnée convergente vers 1 ou -1, 

Mais l'ensemble E des valeurs prises par sinlna) contient une 

infinité d'éléments de l'intervalle [_1..,1..), (E est même dense dans 
.22 

[-I,lJJ, donc il existe aussi une sous-suite extraite de la suite donnée con
vergente vers 0, ce qui prouve que la suite est divergente. 

Conclusion: La suite (Sinlna". est convergente si et seulement si 
a est de la forme p7r ,(p,Tt)EZ2. Sa limite est alors nulle. 

2k+l 

Autres solutions: André BELET IRodez), Robert ~!JID ILes Ulis), 
François COULOIGNj'Œ (Forges-les-Eaux), Gabriel FR.AlSSE ILézignan
Corbières), B. HERON [Orsay], Thierry LEGAY (paris), 
François LO JACOMO (Paris), Charles NOTARI INoé). 

COURRIER DE LECTEURS 

Voici diverses questions de lecteurs, pour lesquelles je ne dispose 
d'aucun élément de réponse. Elles sont livrées à titre de questions 
ouvertes. 

1) Richard ANDRÉ-JEANNIN (Tunisie) demande: 
•

Soit T un entier Ir;;'l), Zn= E Tt', E et E. les ensembles 
k~O 

E=W, pEN), En=[z", Zn+tl n E In;;'O) 

1) La suite Card E. est-elle bornée? 

2) En est-il toujours non vide? 

Commentaire: Dans le cas T= 3, la deuxième question a fait l'objet de 
l'énoncé 111 (Bulletin d'avril 87). 

2) Eugène EHRHARD (Strasbourg) pose la question: 

Un polyèdre convexe inscrit et circonscrit à deux sphères concentri
ques est-il nécessairement régulier? 

Commentaire: La réponse semble être "oui". La proposition analogue dans 
le plan est immédiate. li peut être utile de remarquer que les cercles 
circonscrits aux faces du polyèdre ont tous même rayon. 
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3) Louis RIVOALLAN (Rochefort) propose : 

00 désigne par ÎPi);'N la suite des nombres premiers. 711 étant un 
entier fixé, on considère la suite définie par : 
U 0 2 n, nEN 

Upk,. lorsque pour O"i<m {UJ.,PjJ 21 pour j<i et Pil UkUhl; 

11+Pm Uk sinon 
Cette suite est-elle, quel que soit Uo, périodique à partir d'un certain 
rang? 

Cette question, certainement difficile, généralise le problème de 
COLLATZ concernant la suite u. définie par : {cas 711= 1) 

un + l := 3un+ 1 si Un est impair 

u ll + l = Un si Un est pair. 
2 

cf êtude de EHRHART dans le Bulletin n° 362, pages 33 à 35. 

4) J'ajoute les questions suivantes : 
a) 3 et 5 ont une somme divisible par 23 ; 15 et 17 ont une somme 

divisible par 25 ; peut-on pour tout entier k, trouver devx nombres pre
miers consécutifs dont la somme soit divisible par 2k ? 

b) 523, 541, 547 ont une somme divisible par 9; 99017, 99023, 99041 
ont une somme divisible par 27. Peut-on toujours trouver trois nombres 
premiers consécutifs dont la somme soit divisible par une puissance de 
3 donnée? 

5) Enfin, voici plus une curiosité qu'une question . 
Il existe 92 coniques rencontrant 8 droites quelconques de l'espace. 

Il y a 92 façons de placer 8 reines sur un échiquier, sans qu'il y en ait 
deux "en prise". Est-ce une coïncidence, ou bien existe-t-il une mysté
rieuse relation profonde? 

ERRATUM 

Bull.tin n° 363, dsns l'énoncé du théorème page 245, il manque le fac
teur 2 devant la parenthèse à droite de l'inégalité. 
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