
Les Problèmes de l'A.P.M.E.P. 

Cerre numqlle propose d~s problèmes chais/s IIOUI" 

/' originalilé de lellr rarar./~"e: es/Mliqlle, SI/bill , I1Ig~
n;ellx voire ,'créatif, dom la r~jolult(}n nécess"t! initia· 
lives. d~nwrche IIII'enllve. recherche. effort II/tellermel 

Elle accueille fOUS CtlLt qui aim~nt Îm'tmer, cher
cher de . beaux probUmes •. . . si possible IrOl/l'er des 
sollltions. t.lles jm/Îll d donner libre cours à leur imagi
natioll créa/riet. 

Prioriltf est "alUrtll~mcllt rtSetT~e ou:( énoncés 
composts par des rolltg14fs el au dialogue orwcrl entre 
fOlL\" par le jeu des réponses fOl des .fio[utioJjJ. qui som à 
envoyer d l'odresse sU/l'OlIIe (réponses Il des problJmes 
diffüellls sl/I'feu.lles séparles S .V.P.): 

François LO JACOMO 
2/ r ue Ju/ielle Dodu 

75010 PARIS. 

É 0 CÉS 

ÉNü CÉN" 210 (Georges COLLOMBAT,Chambéry) 
Quel estlc volume du solide de l'espace consûlué de l'union (non (\j,join

lC) de deux cônes de hauleur fi donl chacune des directrices esl un même 
cercle rCI de myon R. el dont les deux sommetS SC pmjellent venicalcment 
en deux points diamétralement opposés du ccrcle (Ci? 

ÉNü CÉ "211 (François LO JACOMO. Paris) 
A quelle condition sur les enliers a Cl d (vérifianl l5 a S d ) exiSlc-t-il 

bel c (eotiers ~ 2) lcls que (ad - /Jc) SOil striclemenl positif el (\jvisible par 
(a + b + c + dl? 

a, b, c élanl flltés (enLiers ~ 2). comment délennincr IOu.s les entiers d;:, 2 
lels que (od - be) soil slriclement positif el divisible par (a + h + c + dl? 

É 0 CÉ °212 (pierre BARNOUI • Cabris) 
Soienl a el b deux enLiers. Cil' un diviseur premier de (01 + ah + b2), 
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différenl de 3. MOOlter que: la + bY' '" a P + b' (modp ' ) 

Que peut-on dire de plus de l'équation lu + bl'. a P + b' (mod p') ? 

SOLUTIONS 

ÉNONCÉ N°196 (CONCOURS GÉNÉRAL 1991) 
Soil S un poinl fixe d'une sphère (1:) . On considère les tétraèdres SABC 

inscrits dans la sphère (1:) el dom les areles issues de 5 sont deux à deu~ 
onhogonales. Montrer que les plans (ABC) passcnl par un poiOl fixe. 

SOLUTION de René MANZONI (Le Havre): 
En désignantlXlJ K le centre de la sphère (1:). on constnle que 

1 - 1 1 - -
5K =-5A + -58 + -5C 

2 2 2 

Le point G. défini par SG =fSK . est donc l'lsobarycenlre des points 

A, 8 , C. C'est dire que ce point fixe G apparlienl à toUS les plans (ABC). 

Aulres Solutions: 
Jean AYMES (Montauban). Huben BARBERlS (Menton), Luc BARRIA 
(Serres Morlaas). René BENOIST (P:llaise;)u). Michel BIGOT (Cherbourg). 
Mireille BOURNAUD (Vitry S/Seine), Francis BRASSART (Arras). Marie
Laure CilAlLLOUT (SarceUes). FrançOIS CLAUSS (Marckolsheim). Henry 

OQULLLE (Ch.monix) . Jacques DAUTREVAUX (Saint-André), Hervé 
DEBRA y (Casablanca) . Henri DEGRUTERE (Chaumonl), Jean ·Claude 
EMErLLAT (Guipavas) , Robert FERREOL (paris). Christi., GAUTIER 
(Versailles). Thierry GU IRAUD (Thourolle). MIchel HEBRAUD 
(Toulouse), PIerre JULLlEN (Meyreuil) . Alain LARROCHE (Paris). Pierre 
MANAC'H (Lorient) . A. MARCOUT (Sainte Savine), Y. MO TFORT 
(Cahors). Charles NOTARI (Noé). Maurice PERROT (Paris). Alain 
PICHEREAU (SaiOl-Yrieix), Roger QUENTON (Droguigoan). Anne-Marie 
RAUCH (Strasbourg). Raymond RA YNAUD (Digne). Pierre RENFER 
(Ostwald), Jean-Paul ROUX (Unieux). Geneviève SAMBARD (Saint
Quentin). Michel TA GU Y (Quimper) . Mr VIDIANI (Fon taine lès 
Dijon) . . . 
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REMARQUES: 

Plusieurs collègues rédigent syslémaLiquement les soluLions des pro
blèmes de Concours Généml (ou proposenl ce problèmes à leurs élèves). el 
des revues les publient plus vi le que la presenle rubrique (cf. SOlution publiée 
dan QI/adrature. seplembre-ocLObre 1991. p. 51 : Imnsmise pat Robert 
FERREOL). 

Jean AYMES écril: «J'en ni [ail le prélexle d'un petil anicl qui devnui 
pamÎlte dans la brochure APMEP sur la classe de première. Car j'eslime que 
cc problème esl un excellent exemple de ce qu'on peul de lemps 11 autre len-
1er pour développer un esprit de recherche avec les programmes .ctuels : peu 
de contenu mathémalique mais beaucoup de compélences en matière de 
recherche-. 

Froncis BRASSART a mjoulé. à l'intention de ses élèves de Terminale C, 
des queslions intermédirures. «Cat il s'agil d'une classe de niveau "moyen"». 

É 0 CÉ • 197 (Dominique ROUX. L.moges) 
Soienl dans l'esJI'lCe 8 poinl lels qu'il n'yen ait pas quatre dans un même 

plan. Chaque segm.nl joignant deux quelconques d'encre eux esl pcine Sail en 
bleu, soil en rouge. Sail B le nombre de triangles dom les crois cOtés som 
bleus et R le nombre des criangles dont les LlOis CÔlés sont rouges. Quelle est 
la plus peLite valeur possible de B + R? 

SOLUTION de l'auteur. 
Désignons par A, ( 1 Si:;; 8) les 8 poillls. A rh<lque couple de segments 

concouranls A;AJ . A;A~. a.ssocions le «poids» p;. égal 11 2 si les deux seg

' ments sont de la même couleur, à - 1 sinon. Pour un lriangle Ai A, A~ la 
. , 

somme des Irais poids P;, .. P~, + P '} esl égale 11 6 si les 3 côlés sonl de la 

même couleur. à 0 sinon. 
i 

Soil P • L P;' la somme des poids de 10US les couples de segments 
I~ 

• i 

passanl par Ai' CI P = L P , Puisque chaque couple de segmenls concou-
j .. [ 
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ranIS apparûent il un triangle el un seul. P est égal il 6 fois le nombre des tri 
angles dont les trois côtés sont de la même couleur : P ~ 6(8 + R). D'aulre 
part. du poInt Ai peuvent pan.ir soil 7 segmenLS d'une couleur ct 0 de l'autre 

couleur, soil 6 el J. soit 5 ct 2, soil 4 et :t Les valeurs cOlTC$pondanles de pi 

sont 2 m ~ 42 ; 2 ( ~) - 6 ~ 24 : 2 (;) T 2 - 2x5 ~ 12 : 

et 2 ( ~) .. 2 (;) - 3><4 ~ 6 . Donc pl <! 6 et par suile. P ;:, 6 x 8. 

D'où 8 + R ;:, 8. Or, on peut trouver des conügumtions pour lesquelles 
B .. R est égal 11 8. par exemple celle obtenue en peignant en bleu tous les 
segmenL< reliant entre eux les points A, AJ A, A7: en peignant en bleu tous 
les segmenlS rcUa"t enlre eux les points A] AJ A. As. et en peignant en rouge 
lous les autres segmems. Donc la plus pelite valeur possible de B + R est 8. 

REMARQUE : 

c résultat se généralise: la démonSlnll.On ci-dessus permet de prouver 
que s'il yan ~ 21' poÙllS, la somme 8 + R esl au moins égale à p(P- l )(P-2)/3. 
CI s'Ii y en " /j ~ (2p + 1). clic est au moins égale à (2p+I)p(P-2)f6, Et une 
étude de la Sup4 du Lycée Corneille il Rouen pour JI S 12 (corroborée par 
une étude infonnatique de Pierre BARNOUIN pour JI 5: 99) semble auesler 
que ces minimums sont atteints (à condition, lorsque JI est impair, d'arrondir 
à l'cnuer supérieur). 

Dans le premier cas (n ~ 2/1), le résullal e 1 effectivement "ueint si, 
comme le propose la Sup4 du lycée Corneille, «on divise J'ensemble des JI 

points en deux sou"ensembles de p points . On relie 10U: les poinlS d'un 
sous,enscmble cn lre cu~ de la même couleur (rouge). On procède de même 
en ulilisant la même couleur pour l'autre sous-ensemble. Tous les coup les de 
poinlS n'apparlenant pas 11 un même sous-ensemble sont reliés Cil blcu •. 

Mais dans le second cas (JI ~ 2/1 + 1). la SOlution est moins évidente, li 
CSI clair. d'après la démonslrJlion de Dominique ROUX, que l'optimum esl 
atteint lorsque de chacun des /1 points (sauf au plus un) panenl autant de seg-
1I1eniS rouges que de segments bleus. On peUl donc procéder ainsi: on divise 
l'ensemble Cil deux sous-ensembles, l'un, E. de p points, l'autre F, de (P + 1) 
poinlS. A chaque point de E. on associe par une in je clion fun poinl de F, 
qu'on Jui relie par un segment rouge : tous les autres segOlenls reliant un 
poinl de E à un point de F som bleus, et Qn appelle M le point de F qui n'est 
relié par un segmem rouge il au~un poin! de E. On groupe deux pilf deux les 
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points de F (ou. si p est pair. les points de F à l'exclusion de M). Chacun des 
k couples ainsi obtenus (k = E [cp + 1)/2]) définit un segment bleu. mais tous 
les autres segmenls reliant deux points de F SOn! muges. tout comme som 
rouges tous les segments reliant deux points de E. Il cn résulte que de tout 
point (saur, lorsque p est impair. de M) panent auUll1t dé segments rouges 
que de segments bleus. ce qui suffit à prouver. d'après la démonstration de 
Dominique ROUX que B + R = E [(2p + l)p(P· 2)/6 + 1/2)). 

Plus précisément. les triangles rouges SOOl composés soit de trois points 
de E. soit de trois points de F (du rait que fest injective) : dans le premier 
cas, on a [p(p . 1 )(1' - 2)161 triangles rouges. mais dans le second cas. on n'en 
a que: [Cp + t)p(P - 1)16 . k(p · 1)J. Par ailleurs. il y a des triangles bleus: 
uès précisémelll k(p - 2) si l' est pair (un de plus si p est Impair). ayant pour 
base l'un des k segments bleu~ (P!,) de F et pour sommet n'impone quel 

poin t de E sauf ceux (S'Ils existent!) reliés 11 Pi ou Pl par un segment rouge. 

D'où le résultat. 
Ce problème peut également être approfondI dans d'autres directIOns. 

Appelons «configurnlion minimale d'ordre Il>> une configuration de n points 
ayant un nombre milUmum de triangles unicolores. Les configuration mini
m.1 les d'ordre pair décrites ci·dessus admeltent des sous-configurauons mini
males de n'impone quel ordre pair. mais n'oomeuent pos de sous·configura· 
tions minimales d'ordre impair (~ 5). alors que les configurations minimales 
d'ordre impair décri tes ci·des ·us admettent des configuratIons minimales de 
touS ordres: cela pennet de construire des configurations nllnlmales d'ordre 
pair ndlllellant des sous-configurntions minimales de tous ordres. Toute SOus· 
configuration d'ordre 4k d'une configuration minimale l'ordre (4k + 1) est 
minimale, Mais pour un couple (m , ni vérifiant lit > Il, c. une configuration 
minimale Cm d'ordre m, on ne peut pas toujours trouver de configurJt;on 

minimale d'ordre Il contenant Cm' La démonstration de tOus ces résulWts est 

laissée au lecteur. 
Autre direction de recherche: que se passe-t-i1 si l'on dib'pDse de trois 

couleurs pour colorier les segments 1 

Autres solutions: Gilben ROUX (L'Hay les Roses) avec cc commentai", 
(jUIO 1992) : _J'a i hésité 11 vous envoyer mon pavé, Je m'y suis résolu pour 
vous montrer à quelles extrémités vos problèmes peuvent conduire, 11 quels 
errements on peut être amenés si l'on uent 11 tout prue à trouver une solution. 
bref. pour vous montrer que vos problèmes peuvent mobiliser une bonne par
tje de l'énergie d'un malheureux enseignan t de mathématiques obstiné. Et. 
pour lou! dire, après 13 pages, arriver à conclure, ça prouve quand même un 
certain plaisir» . 
. . . el sept solutjons incomplètes ou fausses! 
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ÉNONCÉ N° 198 (Dominique ROUX. Umoges) 

Existe+il lrOis entiers nOn nuls dont la somme des carrés est un carré et 
dont la somme des cubes est un cube? 

RÉPONSES 

.On pourrait dire ... Oh! Dieu I...bien des choses en somme. 
«En vanantle ton. - par exemple. tenez : 

l'taqLstrca! (Raymond RA YNAUD, DIgne) . 
.. OUI. 
.. Compte-tenu des critiques formulées contre certains énoncés. je 
demande 20/20". 

Er...alt (Jean-Joël DELORME. Lyon). 
"Dans "Les nombres remarquablcs' (Hermann. 1983). page 126. 

François Le Lionnais signalait la solution suivante . due il un certain 
A. Martin. en 1898: 

A cil 868013975030087 
B = 16269 106 368 215 226 
C = 8883 226814909 894 

(A. B. C) serait le plus petit triplet répondant 11 la question.» 

Àr9u"""nté (Philippe DELEHAM. Reims): 
.En 1917. Rlgnaux a proposé la solution suivante: 

t = Il [1211' (m2 + 112)1 (n,4 - 6n,' Il' - 4116) + ) 21,' (ml + 2112)(mJ + Il') g - gl) 
)''' /l [-1211'(111' + 2/l')l(m6 + 6m3n3 - 4116) + 12/l'(ml +2I,l)(mJ · n')g + g'] 
: = ni [12/l6 (ml + 21,2)2 (m6 + 8/l') - 24n6(ml + 211')g + g') 
où g = mi + 8nJ'n' + 12111",,' + Sm'n6 + 16,,' avec III ct Il ntiers choL~is de 
façon 11 rendre cmTé parfait m' + 211'. 

«J'Ignore si c'est la soluuon généraie. En faisant Il = 2. ni = 1. il 
vient g = 4641: x = - 8598978;)'= 12694 338;! = . 10705599 • . 

,,"uté (personne. malheurcuscment. .. ). 
" + 2' + (- 2)1 ,,3' 
Il + 23 + (- 2)' = P 
(Quelle note me donne Monsieur RA YNAUD?) 
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À!9orUn.tniq"", (Pierre BARNOUl ,Cnbrls), 

' OEF T AB 8:0 lM O(750),Z( 1 O):T -TIMER :FOR N.l 10 750:0( N).N 'N' N:NEXT 
' LONG FN P:X=Xt 1 :Z(X).N:PRINT R:="2 'C't'B't'A;'='3 'N:END FN 
FOR N.ll TO 749 STEP 2:I.X:WHILE I:IF N MOD Z(1).o TH EN N.Nt2 

""-1 :WENO:FOR A.N-16 TO 1 STEP -16:D=O(N)-Q(A):fl.N-1 :C.2 
WH ILE O( 8}>D :8-S-2WENOWHILE B>C:WHILE Q(B)tQ(C)<D:C.Ct2: WEND 

IF D:O(B)+Q(C) THEN K- A'At 8'S-C'C:R.USR 2(K):IF R'R=K THEN FN P 
B-B·2:WEND:NEXT A,N:PRINT TIMER-rsec' 

75 ="2 14 + 70+23 ='3 71 
119 ~'2 34+ 114+3 _'3 115 
551 ='2 18+426+349 ='3 493 
755 D'2 198 + 714 + 145 -'3 721 
16 sec 
SOlution qui s'appuie sur la remarque suivanle : 

1°-Pour que la somme des carrés de Irois enuers sans facleur commun SOil 
un c3llt (Q '). l'un (A) doil êlI1! impair, el les deux autres (8 el Cl pairs. De 
plus, Q' . A 2 éWllt multiple de 8, 8 el C doivent êlre égaux modulo 4 Cil. 
somme de leurs cubes esl alors multiple de 16. 

2°·Pour que la somme des cubes de A (impair), 8 el C (pairs) puisse êO-e un 
cube N'- on doilavoir: 

N' - A'= lN - A)(N2 +AN + A')= 8 ' + C' 
N' + AN + A'. somme de trois impairs. éWIlI impair. el 8 ' + C' 

étant multiple de 16, N - A eSI aussi nécessairement multiple de 16. 

Les plus petites solutions irréductibles non triviales sont donc : 
7!Y + 23'+ 14'=751 70-'+23' + 143 =71 3 

1142 + 342 + 3' = 1192 

426' + 349' + 18' = 551' 
7J42+ 198' + 1452 = 7552 

114'+34 +33 =1153 

426' + 349' + 183 = 4933 

714'+ 198'+ 145'=721' 

Pur ailletlrs. Charles NOT ARI (Noé) fail remarquer que l'équation: 
.t' + y' + z' ~ l ' admel des solutions paramétrées: ccU. d'Euler (avec k, il el 
b rmionnels) 

x = k[l - (a - 3b)(a
' 
+ 3b )], 

y = k[(a + 3b)(a'+ 3b') - 1] . 
: = k[a1 + 3b1)2 - (a + 3b)]. 
1 = k [(a' + 31>')2 - (a· 31>)). 
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qui peul se démonlrer en remarquar'l que 
(ilL M'l' + (IIIV - l)l- (113 • 1 )(II' + 1 . 3/1"' + _"l, 

car le membre de gauche eSI trivialemenl nul pour u - 1. u - j Ou Il _ j2: 
dès lors, si l'on pose x - . t(u,' , Il,)" - k(.", · 1),: _ k (ul • ,.,), 1 = k(IIL v) . 
(ce qui, sauf cas triviaux, esltoujours possible. il Suffil de prendre: 

Il - (x + yll(/-;;) el k - (.t:: + Y/}/{(I • :)(u3 • 1))), 
l'&!uation l' - x' = y' + :3 ... so,t k = 0, SOil li' = 1. SOil v = IV (SOlutions tri · 
viales) soil 3u = ,,2 + vw + "" = 3a' + C" en posant a = (v + ",)/2 el 
c = C,· . w)/2 , doù la paramétrisalion ci-<lessus. avec c - 3b. TaUle solution 
non triviale peut donc êlre paraméllte alllsi de six manières différenles : 
3 ' + 4' + 53 = 6' s'oblienl pour les triplets (t, a, b) = 0/2. 0 • 1), (1/3. 1. 
1) .(1/9 . 112.3/2). (7113 , 9114.13/14), (19/63, - 11119.21/19) el 
(13/114.10/13. 19f13l. 

L'autre solution paramél1ée. ceUe de Ramanujan (a el b el I/k entirus): 
, _ k (3al + 500 . 5bl ). 

'- *(4a' - 4ab + 6h"). 
: = k(5al . 5ab . 3b2), 
1 = k (60' - 4ah + 4b'). 

se démontre, eUe. en remarquanl que (/1 + v), · (u . ,.p = 2,' (3112 + V') CI que 
donc, pour que (II + l 'P • (u • l')' = (u ' + l " P . (Ii' . v' l'. il suffit que 
1'= 4,·' el 311': + l'" = 4(3u' + l " ) . soil (/l ' · 211)(11' + 211) _ 211"': si l'on 
pose: v' = a' . b

'
. /l' . 211 = 3(0 + bl'. ri' + 211 = 7«(/ - b)2. on trouve bien la 

solution annoncée. 

NOlons que ln démonslI1uion ci-<lessus nous fournil une infinité d'autres 
paramétrages. si J'on pose plus génémlemen l v - JI ',.' el qu 'on décompose de 
diverses m,mières (JI" • 1); par excmpl • pour Il = 4: 

x= k(33a
'

· 37ab· 3Ib
'
). 

Y = k (720 L 811b + 76b '). 
: _ k(3Ia 2 + 37ab· 33b'). 
l_k(76a 2 • Bab + 7 'lb 2 ). 

On en déduit même, que pour peu que 3pq - (II' • 1): 
(llp + IIq + 211)J = (llp + IIq · 211)'+ (21/ l_q + pp + (2I1'+q ' pp, 

Mais 11 ln difrérence de celle d'Euler, ces paramétrisations nc fournissent 
pas 10uiCS les Solulions : parmi IOUles les Solulions irréductibles de 
x3+y,+:l:/J détenninées par Pierre BARNOUIN (790 si 1000 > 1 > X > Y > : 
> O. J421 si 1000 > 1 > .< y> : > . y). 11 peine 10% (73 avec xy: > O. 
12 avcc .l'y: < 0) sont du Iype de Ramanujan, certaines pOuvanl être pararné-
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trées de plusieurs manières différentes: a ~ 5 CI b ~ 2 donne la même solu
tion irréductible que a ~ 1 el b ~ O. Par ailleurs, aucune des solutions de 
notre problème n'esl aucignable par la méthode de Ramnnujan, car si a et b 
sont premier.; enlrC eux, x el : sont impairs, y el l sonl pairs, donc : 
x 2 + y2+ :2. 2 (mod4). 

Les solutions irréductibles de : x 2 +)'2 + z 2 = .2, quant 11 eUes, sonl 
toules (cst-ce vraiment certain 1) de la Conne : 
[a 2 + b 2 - c' - (/ 21' + [2(ac + b(/)]2 + [2(ati - bc)P = [0 2 + b 2 + c2 + (/ 2]2 
avec a, b, cel (/ enlier.; (a + b + C + d impair): obtient-on quelque chose en 
comparant ce paramélmge à celui d'Euler pour Xl + yJ +:' ~ t J '1 

==== COURRIER DES LECTEURS==== 
En voulanl prouver qu'il exisle un grand nombre de carrés magiques 

constitués exclusivement de nombres premiers (el en délenniner un de II 
Ugnes CI Il colonnes), Pierre BARNOUlN (Cabris) s'eSI intéressé au problè
me des nombres premiers en progression arilhmétique: jusqu'où Caul-i1 sUer 
pour trouver 16 nombres prem iers en progression 3nlhmétique 1 PeUl-on, 
pour 10Utll, trouver Il nombres pnerruers en progression arithmélique 111 et r 
étant fIXés. peut-il exister une infInité de /I-uplets de nombres premiers en 
progression arithmétique de raison r? Ce problème générnLise celui des 
nombres premiers jumeaux (/1 ~ r = 2). 

Si vous êles inléressé par l'approcbe infonnalico-empirique de tels pro
blèmes, je vous conseille de prendre COIlInel avec 

Pierre BARNOUlN 
1 909 chemin de Strnmoussc. 

06530 Cabris. 
(Tél. 93.60.52.71) 

dont les programmes en ZBasic (sur M.1clmosh TN) sont particulièrement 
concis et efficaces (cinq lignes de programme pour résoudre la seconde ques
tion de l'énoncé 209 !). 
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