
.Io/lrnées Ill/tiollales - Stru.\bollrg - 1992 

.. .. 
LA PENSEE MATHEMATIQUE 

DANS L'HISTOIRE 
ET DANS LA CLASSE 

Evelyne BARBIN 
lU FM de Créteil 
IREM Paris-Nord 

«J' inclinerais 11 dire : les mathématiques 5001 

une mixture BIGARREE de techniques de 
démonscrations.- Et c'est là-dessus que repose 
leur app~cabiJilé multiple el leur importance • . 

Ludwig WITIGE STEIN, Reml1Tques sur les 
fOllderru'llls dts mO/hlmtlliques, p.161. 

Ceue analyse a pour objel "la pensée mal hématique", el non pas "les 
mathémlll1qucs". Pourquoi? A quoi je m'inléresse? Je voudrais tout de suile 
préciser mon propos. Je m'inléresse 11 la "pensée mathématique" en tanl que 
proces.fUs, c'esl-à-dire que je me demande comment nous formons les 
concepts, comment nous les cransformons dans un processus de connaissan
ce, alors que " les mathématiques-' renvoienl 11 un produl/ fini o~ les 
concepts ~on t immuables, figés. Je me demande comment nous comprenons. 
c 'esl-tl-dire que je me ploce sur le le/TIlin de la siglllficruion de concepts "en 
devenir". 
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Autrement di t, "les mnlhémnliques' renvoient ~uvent aux idées de véri
lé, d'immuabilité des concepts et d'universalité. Alors qu'en m'intéressant il 
" la pensée malhématique", je voudrois mellre en rapport ces idées avec 
celles de sens, de changement de concepts et de diversité. 

sens vérité 

changement immuabilité 

des concepts des concepts 

diversité uni versali té 

L'année dernière notre Congrès de l'APMEP avait poor thème 
"Malhématiques sans frontières" el Gilbert Arsac nous parlait de l'lllÙversa
lité des mnlhématiques. Cette année les choses changent NOire Congrès a 
pour Ihème "Mnlhématiques européeMes" et je parlerai de la diversité des 
savoirs mathématiques. 

Les questions que nous aborderons ici concernent la géométrie: nouS 
nous intéresserons d'abord à la fonnatiOll et au sens des objets géométriques. 
puis ensuite au sens de la démonstration géométrique. PalU traiter ces ques
tions épistémologiques, je me reporterai Il l'histoire des malhématiques et à 
la classe de malhématiques. 

La formation des objets géométriques 
Le premier exemple que je prendrai est historique. Nous savons que les 

Ioniens. au VI- siècle avant J.C .. savaient mesurer la distance d'un bateau 
en mer. Nous nous trOuvons dans la situation d' une distance inaccessible: il 
esl impossible de reponer SIU l'eau un bllton qui servintit d'lllÙté de mesure. 

Un problème de distance inaccessible 
Comment les Ioniens ont-ils pu procéder? En montant au haut d 'une tOlU 

en bord de mer, il est possible à raide d 'un quadrant d'opérer une visée. Un 
quadrant est constitué d' un quart de cercle et d'une panie flexibte pennettnnt 
d 'elTectuer une visée en direction du bateau. Ensuite, on peUl se retourner 
ve~ la ferre Cenne CI poin/CI, avec la même visée, un endroit dont on pourrn 
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déterminer la distance à la tour (fig,I), 

..... 

fig,1 

Ainsi. nous jllJ<taposons il la situaùon problémaùque du dépan une fïgure 

géomélriqœ (fig.2) . 

fi8,2 
Le rôle de celle figun: est de schématiser Celte situation: les segments 

représentent des rayons visuels -!ans épaisseur- et les angles correspondent à 
des visées. Lorsque nous concluons que l'égalité des visées entraîne l'égalil~ 
des distances, nous raisonnons sur cette figun: et nous énonçons une proposi

tion concernant la configuration "angle dans un triangle". AinSI, nous procé-
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dons d'une pensée géométrique qui structure le réel el qui nous donne prise 
sur lui. oUS avons , à la fois, nstruction d'objets géométriques, COnsIruC

tion d'une réalité el genèse d'un miscnnemenL Concepts géométriques et rai
soonemenl prennent sens dans une même situalion. 

Le second exemple que je prendrai est le théorème de Thalès. J'étais en 
septembre dentier dans Ln classe de troisième d'un collègue parisien qui Ira· 

vaille à l1NRP, Claude Martin. Je précise que je n ' ai pas participé à la 
conception de celle séquence d ' enseigncmen~ pour laquelle j'étais unique
ment observalrice', Le collègue a proposé aux élèves le problème de Ln hau
teur de la pyramide, il leur n demandé : « Thalès. mesuré la hauteur de Ln 
pyramide en s'aidanl de l'ombre de la pyramide CI de sa propre ombre: com
ment a-t-il fail1. Il s'agil encore ici d'un problème de diSUlIIce inaccessible. 

Aussitôt un élève a répondu: «si, par exemple, l'ombre de Ln pyramide 
esi double de celle de Thalès, alors la haUleur de la pyramide est double de la 
ULille de Thalès». L'idée de proportionl1lllité est là, eUe est exprimée nus ilôl 
par certains élèves et expLiquée correctement avec les données numériques 
proposées par le professeur. Mais le profe.seur leur demande alors de sché
matiser la situation en représentant les différentes longueurs qUI intervien
nent dans la solution. C'est ici que les choses deviennenl intéressantes. 

La géométrisation comme schématisation 
Daos un groupe d' élèves, une fille a commencé 11 faite ce dessin : 

fig,3 
Puis elle était bloquée, Elle a alors demandé à un camarade: 

"Commenl est l'ombre? Face à toi ou inclinée?" qui lui a répondu: -Peu 

importe, si c'eSI le roir ou le malin», La question Qui se posail alors dans 
I-pow liJ préparation d'une séance de l1Jnivcrsilé d'3U1omne sur la formalÎon des [or
n'ullew-s en mathématiques de Plestm les Grève' (octobre 1992). 
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toute la classe était: ..comment schématiser? Le professeur li bien indiqu~ 
qu'il ne fallait pas faire une œuvre d'art, mais ce qu'il demandait était bien 
plus ttrange: il rallait aplatir la situaùon. Je vous demande d'imaginer celle 
situation: les pyramides et tout leur vOlume,le soleil et l'ombre SUI le sable. 
Vous pouvez ainsi apprécier le saut qui conduit de celle image au schéma 
dessiné au bout d'un cenain Lemps par une élève au tableau : 

fig.4 

Voilà bien un schéma, mais les rayons du soleil oe sont pas dessinés. Le 
p.rofesseur demande 11 r~lève de les représent .... Celle·ci dessine un soleil e t 
des rayons, mais ils ne sont pas parallèles. Le professeur doit rappeler que les 
rayons du soleil sonl parallèles, et il demande 11 une autre élève de recùfier le 
schéma et de dessiner des parallèles. Cene dernière s 'exécute en dessinant un 
autre soleil. Le professeur doit alors préciser que les droites sont parallèles 
au meme momeo~ pour que la classe oblionne enf11l ce schéma (fig.5l: 

fig.5 
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Le scbéma comme modèle explicatif et structuration du réel 
Arrêtons-nous ici pour nous demander : quel eslle rôle de ce schéma géo

méDique? On peut dire qu 'il a un rôle d'explication. En effet, les élèves ont 
eu d 'emblée l'idée d ' une proponionnalité. mais le schéma permet d 'expli
quer ceue proponionnalité. Pour cela, il faut en même temps: la construCtion 
d'une notion, la notion de droites parnllèles, et la construction d'un raisonne
ment qui relie parnllélisme el égalité des rapporu. La notion de droites parnl
lèles ne pre-<lxiste pas à la réalité, elle structure la tûlité pour nous permeure 
de résoudre un problème, cehu d'une distance inaccessible, et d'expliquer 
une solution. [1 ya donc concomitance entœ: 

construction construction de la notion 
d'une réali té de droites parallèles 

'" / 
construction 

d'un raisonnement 

Le schéma est une empreinte' qui permet de construire une réalité. Cette 
conception des rdppons entre géométrie el réalité s' oppose à la fois Il une 
conception réaliste et icléaliste des mathématiques : 

Selon la conception rlaliste, nous décov;vrons les objets, les objets géo
métriques préexistent dans le réel. 

Selon la conception idl ah.t., nous inventons les objets géométriques, les 
objets s'appliquent au réel 

Selon une troisième conception, que je qualifierai de constructivist., nous 
construisons les objets géométriques, les objets structurenlle réel. 

D'après celle dernière conception, la réalité n'est pas un donné : eUe est 
aussi construction humaine. Nous construisons une réalité en structurant le 
réel , c 'cst-à.<Jire en retenant el en reliant entre ew< un cenain nombre d'élé
ments du réel. Ceue structuration du réel répond 1l cenuins choÎll qu 'opère le 
mathématicien face à un problème et aux contrainles qu' impose le réel' . 

Le schéma conslitue un modèle explicatif, à condition de bien opérer la 

2· GONSETH, Ln malirénwJiq.es .tla rialiti. 
3- Al"n BOYER corn,,"," te m.thimaticia>, foce à la réali~ ~ "" ahpmiste rue" ~ 
une paroi : l'alpiniste peut emprunter un nombre indérmi de voies pour nniver au 
sommet. mais il doit cependant leni! compte des accidents et appuis qu'offre la paroi. 
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concordance schématique entre les objets géométriques el les objets repré. 
sen lés : l'ombre de la pyramide, l'ombre de Thalès. Thalès el la hauteur de la 
pyramide. C'esl ce qu'a demandé ensuite le professeur. Ici une nouveUe dif· 
flculté s'esl présentée: pour mesurer la hauteur de La pyramide. il faul encore 
supposer que la pyramide el Thalès sont représentés pur des segments. 

Nous pouvons dire, avcc Gonseth, que les objets géométriques som. dans 
un premier lemps des "notions schémaliques" CI "idéales" de La réalilé. qui 
permeDenl de rendre comple d'une siluation problématique. Oooselll écril : 
"les notions géométriques SOn! des images idéales appuyées sur le réel objec
tif. des représenlation schématiques donl le sens n' est intelligible qu'en 
lenanl comple de la réalilé qu'elles visenl .. •. 

Il y a dans la silualion de la hauleur de la pymmide, en même lemps, 
consrruction d'un raisonnemenl el construction d'une notion: le parallélisme 
explique la conservation des rapportS. Or. il esl intéressanl de remarquer que 
les mathélllillicicns chinois n'onljamais utilisé une notion de droiles ' paral
Ièles, ni énoncé de Ihéorème de Thalès. Pourtan~ ils maniaienl parfaitement 
les triangles semblables. l'our eux., les triangles semblables sonl des triangles 
pour lesquel un rappon numérique enlre côtés se conserve. Comment e~pli
quer cetle conservation? 

La démonstration comme explication 
Dans le problème XV du livre 9 du Jiu:hang SlIanshu . il est demandé de 

délenniner la longueur d'un cruré inscril dans un triangle reclallgle. Le corn· 
mentateur Liu Hui, vers 270 avaol J .-C .. explique la fonnule qui donne la 
solulion de deux façons: d' une parr, 1\ l'aide de la similitude des triangles, 
d 'autre parr par découpage et collage de la figure. 

Le triangle est décomposé en lmis figures colorées en lrois couleurs: les 
letlres V, J. R représentent ici les couleurs vetl, jaune et rouge utilisées par 
Liu·Hui ' (fig.6). Notons a CI b les longueurs des côlés du triangle. et c la Ion , 
gueur du cOté du carré inscrit L'aire du rectangle composé de deux fois le 
triangle est égale à ab, mais eo empilant ses composants. le reclangle se 
recompose en un reclallgle d'alie c (a+b), Nous oblenoos ainsi le réSultaI: 

ab c---
a+ b . 

4- GONSETH. us maJ/rImaliques el Ûl rtal"I, p.87. 
5· MARTZLOFF, Quelques (:x~nl'ple.s de démonstration en mathématiques chinoises. 
in Commi .. ion inter-lREM Episl.!moJogie. La Jimons/ralion maJMmlIliqut dan.! 
/'hiS1oire, p.1 5 1 
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a+b 

v 
b 

c v 

a c 
fig.6 

Quel' outils géomélliques sont nécessaires pour oblenlr une démonsua
lion qui n'ulilise pas la lechnique "découpage el coUage", c'csl-à-dire une 
démonsualion de Iype euclidien? Nous pouvons, par exemple, compléler le 
lrinngle ABC en rnenam du poinl A la parallèle 11 (BC) el du poin! C la palU!
lèle 11 (AB), el en prolongeant (DE) el (EF) (fig.7). La démonstration néeessi
le nlors les lhéorèmes d'égalité des angles déduils de l'axiome des parnllèles 
d'Euclide, elle premier cas d'égalité des triangles. Je di.mis que la lechnique 
"déeoupage el collage" est une technique de démonstration qui permel de se 
passer, d'une certaine façon, de la théorie euclidie,me des paraUèlcs. 

A~_....;H.:..---,K 

B F 

fig.7 

c 

Peut-on obtenir une démonsuation par découpage el collage de 1'6galilé 
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des rappons dans la siluation du U"!OIème de Thalès dans le lriangle (fig.S)? 
Nous allons procéder à deux découpages en Utilisanl aussi les lIUis couleur.; 
vert. jaune el rouge (Og.9 el fig. 10). Nous oblenonS que l'aire du quadril8l~ 
NDEB esl égale 11 l'aire du quadrilatère ADME par découpage el glissement 
du triangle AND. el que l'aire du quadrilalère OTEe esl égale il l'aire du 
quadrilal~ DCES par découpage el collage. 

A 

B 

fig.8 

B 

A~ ___ ....,P 

E 

fig.9 

A~ __ -,P 

c 

fig.JO 

c 

Pour oblenir les aires des quadrilatères NDBE el OTEe, nous pouvons 
encore procéder à un découpage qui utilise les couleurs bleue. marron el 
oronge (fig. 1 1). Nous avons que l'aire NDBE est égale à l'aire du rectangle 
HKBEet que l'aire DTEC eSI égale il l'aire du rectangle KLEe. 
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fig. 1 1 

Pour continuer, nous devons dire que le mpport des aires des reclallgles 
HKBE et KLEC est égal au rappon des côtés BE et EC. car alors: 

aireNDEB BE 
aire DrEC EC 

De même. nous obtiendrions que: 

fMreADME _ AD, et ainsi BE =AD. 
aire DCES DC EC DC 

La démonstrolion du théorème de Thalès dOMée par Euclide' utilise éga
lement les égalités d'aires, mais elle ne procède pas par découpage. glisse
ment et coUage. Elle nécessite la théorie des parallèles elles cas d'égalité des 
triangles. Pour obterur que le rnpport des aires de deux parnllélogrammes de 
même hauteur est égal au rapport de leurs bases. point obligé du misonne
mem. Euclide utilise la théorie des grandeurs d'Eudoxe qui est développée 
au Livre V des Elém<lIIs '. 

La signification de la démonstration d'Euclide a un tOUI autre sens que la 
précédente. ous allons aborder la question de la signification euclidienne de 
la démonstration et celle de la transformation du sens des objets géomé
triques à propos d'une démonstration plus élémentaire que celle du théorème 
de Thalès. 

Le sens de la démonstration géométrique 
Revenons au problème de la distanCe d'un bateau cn mer. Lorsque nous 

disoo que l'égalité d~ visées entraîne l'égalité d . distances. nous faisons 
un rnisonnement déductif qui indique un lien causal ou phénoménal'. Ce mi
sonnement a une valeur explicative. Les démonstrauons des Eitmellls 

6 - Prop<l<llion 2 du LIvre VI des EI<me" ... 
7 - Sut la ~monsLr"uon euch(henne du théorème de Thalès, on peUl se reporter à 
BKOUCHE. Aulour du Iloéorème d. TIoo/ès.l para7trc. 
8 • en reprenant l'e~pression de GONSETH. ln Les ma/Ilémaliques el 14 réalité. 

145 

Bulletin de l'APMEP n°388 - Avril/Mai1993



d'Euclide ont un tout autre sens. Comparons le raisonnement précédent à la 
démonstrahon de la proposition X du Livre 1 d'Euclide. 

Dans la proposition X du livre l, Euclide dtrnontre comment panager un 
segment [AB 1 en deu" segments tgaUlt. Pour cela, Euclide construit un m
angle équilatéral ABC, construit la bissectrice de J'angle ABC et démon Ire 

J'égalité des triangles ACD el OCB (fig.12). La démonstration repose donc 
sur !rois argumenlS qui s'appuient eux-memes sur des propositions démon
trées précédemment. respectivement les propositions l, IX et IV du Livre 1. 
Quel est le sens de celle démonstration? U s'agit pour Euclide, non pas 
d'expliqutr pourquoi D est le milieu de [AB) , mais de nwntrer l' exlslence 
wdubilable de ce milieu. 

A 

c 

D 

fig. 12 

B 

La démonstration comme critère d'existence et de vérité 
Pourquoi vouloir démonlIer J'e.istence du miLieu d'un segment? QueL 

est le sens de celte exigence 1 Affumer que J'on peut toujours diviser un seg
ment en de"x pennet à Euclide de concevoir le segment géomémque comme 
un ontinu toujours divisible, La conception d'Euclide du segment comme 
un cootinu toujours divisible n'est pas partagée à l'époque : les atomistes la 
rejeucnl. Cela explique sans doute les auaques de Zénon d'ELée conlIe la 
proposition J du Livre l, que mentionne Proclus dans ses commenlllÎreS du 
Livre 1 des Elin/ems d'Euclide', 

Euclide a besoin de montrer que le milieu d'un segment elÛSLe, qu'il est 
vrai que J'on peut toujours partager un segment en deUlt. La démonstration 
doit être un critère de vérité. L'explication en terme de lien causal ou phéno
ménal est insuffisante, seule la démonstration en UU1t que lien logique peut 
donner un caractère nécessaire à la proposition : les hoses sont ainsi, et en 
9· PROCLUS.les cOltIltU!nuûres sur le premier /,'vre dts El/Menis d'Euclidt!., p.l90 
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plus elles ne peuvenl être autrement C'esl seulemenl en comprenant le sens 
de la démoDSlration d'Euclide, comme moyen de prouver une exiSlence 
indubitable el nécessaire, et de distinguer le vrai du faux, que nous pouvons 
comprendre le sens de la méthode déductive. Gonseth écrit; "Ce qui la dis· 
tingue [la méthode déductive) et ce qui en fail en même lemps l'incompa· 
mble mérite, c'est l'efforl d ' abslraclion qui la mel ensuile en mesure de 
n'envisager les objelS de la pensée que sous l'angle simplificateur de l'exis
lence, elles pensées eUes-mêmes sous l'angle schémalique du vrai el du 
raux"lD

• 

Dans la démonstration de la proposition X du Livre 1 des ElémenlS 
d ' Euclide le segment géométrique a une nouvelle significalion. Nous pou
vOns exprimer ce changemenl de slalul des objels géométriques dans la 
démonslration euclidienne. en disanl que nOUs passons d'une notion de droi
le, qui prend sens dans une siluation de schématisation, à un concepl de droi
te, qui prend sens dans un édifice logique. 

notion 
schématique 

concept 

explication vérité 
de la propo ition de la proposition 

lien lien 
causal logique 

Mais le concepl de droile chez Euclide reste un objel schématique . en ce 
sens qu'Euclide s'appuie parfois sur l'évidence lopologique d ' une figure 
pour raisonner. Il en eSI plus de même dans la géomélrie axiomatique 
d 'Hilben" . 

Comment prouver la vérité d'une proposition? La vérité d'une proposi
tion sera consentie par un interloculeur 11 condition qu'il acceple les mêmes 
règles de démonstration que vous. Avanl d'ê!re une légilimation de connais
sances, la démonstration esl une légitimation de procédures" . Elle indique 
d 'abord ce que nous estimons devoir conduire à Wle vérité. Autremenl di~ 
10- GONSETH. Le. ma/hlm"tiq ... <1 la réalité. p,339 
Il . HILBERT, Les [oml."",rn. de la giométrie 

BOUVERESSE. Le pays d .. pos.,ibla. Incroducuon 
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pour foumir une démonsuutioD. il importe d'abord de savoir quel sont les 
moyens que nous nous donnons comme légItimes pour dire que nous avons 
démontré. WllIgen lein écrit : '"Toute preuve montre non seulement la vérité 
de la proposition prouvée, mais encore le fait qu' elle se laisse prouver d~ 
certefaçon"' . 

La démonstration comme choix de procédures 
La question "Comment démontrez-vous telle proposition 1" n'a pas de 

sens si vous ne dites pas au i quels sont les moyens légitimes de démontrer. 
Ces moyens ne pre..exiSlent pas, il faut se les donner. Examinons de ce point 
de vue les propositions sur lesquelles s'appuient Euclide pour démontrer la 
proposition X. 

Dans la propositiOllIV. Euclide démontre que "Si deux triangles ont deux 
CÔtés égaux à deux cotés, chacun il chacun. et si les angies compris par les 
côtés égaux sont égaux, ccs triangles auront leurs bases égales, ils seront 
égaux, et le., angles restants sous-tendus par les côtés égaux, seront égaux 
chacun il chacun" . Nous reviendrons plus loin sur le sens de la formul:ltion 
d 'Euclide. Intéressons nous au moyen que se donne Euclide pour dire que 
cette proposition est vraie el. nécessaire. Euclide applique le triangle AEZ sur 
le triangle ABC: si le point A est posé sur le point 0 alors le point B 
s'applique sur le point E et le point C s'applique ur le point Z (fig. J3). 
Euclide s'est donné comme ~iome. c'est Il dire comme énoncé qu'il deman
de Il tout le monde d'accepter. que deux segments ne peuvent enfermer un 
espace. Par conséquent la base [BC] s'applique sur la droite (EZ). Ceue pro
cédure de superposition est-elle légitime? Au XVI- siècle. Jacques Peletier 
du Mans J'estime illégitime et propose de considtrer la proposition IV 
comme un axiome". Par la suite Euclide l'évite. quitte Il fournir des raison· 
nements complexes. 11 évite, en fail, tOllle procédure qui suppose un mouve
ment. 

o A 

fig. 13 

E 

13 - WmGENSTElN. Remarques sur Its Jondeme1lJ5 des math/maliques, p.l72 
14 · PELETIER du MANS, Elt'nletlts giomitnq.esd'Euc/jd •. p. IO. 
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Ainsi, dans la proposition V, Euclide démontre que dans un uiangle iso
cèle (c'est-à-dire qui a deux cOtés égaux) les angles ur la base sont égaux. U 
pourrait tout simplement utiliser le théorème IV par reloornement du uiangle 
ABC (lig,14): puisque AB égale AC, AC égale AB, et les angles au sommet 
sont égaux on peut conclure que les uiangles sont égaux, ainsi que les anilles 
il la base. Ce serait utiliser un mouvement dans la géométrie, comme dans la 
procédure de superposition. Euclide procède autrement (fig. lS). 0 prend BZ 
égal il CH, puis U démontre l'égalité des triangles ABH et ACZ, ce qui 
implique l'égaillé des angles ABH et ACZ, et démontre enswte l'égalité des 
triangles BCZ et CBH, ce qui implique l'égalité des angles BCZ et CBH. 
Ain i, écrit-il, les angle restants ABC ct ACB sont égaux. 

A A A 

lig. 14 
fig. 15 H 

Ceue propoSition permet de démontrer par l'absurde. il la proposition 
VU. qu'U est impossible que de deux points distincts C et D, situés d'un 
même côté d'un segmelll [AB). on conStrUise des segments [AC] égal il [AD] 
et [BCl égal il [BOl (fig.16). Cene nouvelle proposition lui permet de 
démontrer encore par l'absurde, 11 la proposition VJ1J. que des triangles ayant 
des côtés égaux sont égaux sans utiliser cetle fois wle procédure de superpo
sition (lig.17). 

C D A D H 

A fig.16 B B C fig.17 B z 
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La proposition VITI va lui permettre de démontrer, à la proposition lX. 
l'existence de la bissectrice d'un angle, c 'cst à dire la possibilité de toojours 
diviser un angle en deux angles égaux, Enfin, nous l'avons dit, l'existence de 
la bissectrice d'un angle permel d'affirmer l'existence du milieu d'un seg
menl. sur laquelle se fonde la conception du segment comme conlinu lou
jours indivisible. 

La lecture des dix premières poposilions d'Euclide DOUS permet de voir 
que les procédures utilisées par le géomètre cocrespondent à des choix . Il n'y 
a pas de pré-établi, mais des moyens que l'on se donne Ou non. U n'y a pas 
une universalité de la démarche. mais une diversité de procédures possibles. 
Celte conception. entraîne comme l'écril Gonseth, une dégradation de ridée 
de vérité". En fail, on peut dite que la démonstrnl1on donne un sens à la véri
té: en donnant une démonslrnlion, nous montrons ce que nous appellerons 
démonslJ'JlÎon et nous déterminons ainsi ce qui sem dit vrai. Par exemple, 
pour Euclide. démontrer doit pouvoir se faire sans utiliser le mouvemenl. 
Wingenstein écrit que "Ia démonstmlion n·e. t pas quelque cbase qui a pour 
effel que nous croyons une proposition déterminée, mais quelque chose qui 
noos montre ce que nous croyons, - s'il peut être ici question de croire"", 

Dans l'hisloire des mathématiques d'autres exigences que celles 
d'Euclide serOnl mises en avanl : l'hisloire nous conduit à un relativisme de 
l'idée de démonstration". Ce relalivisme n'est pas anarchie de la pensée si on 
saisil, dans chaque moment de l'hisloire, ce qui fail sens, c 'est-à-dire quelles 
som les exigences qui président aux choix des procédures. 

De ce point de vue, la démonstr.llion n'est pas une exploration de 
concepts immuables dont les caraclères pré-exi. tent", Au contraire, la signi
fica1ion des concepLS eSI modifiée par les démonstmtions. Poor illustrer ceci, 
poursuivons la lecture dlluclide el intêressons nouS au cOncepl d'angle, 

La démonstration change la signification des concepts 
Euclide définit l'angle rec liligne comme inclinaison de deux droiles, 

Celle définition nOlIs renvoie à l'image schémalique de l'angle, à la signifi
cation de l'angle dMS le problème de la dislance d'un bateau en mer, Mais 
Euclide n'ullhse jamais ceue définition dans les démonsLr3lÎons. C1airaUI 
choisira de le faire au xvm- siècle: relativisme historique de ridée de 
démonstmtion, 
15 - GONSETH. usmDJhlmo,;q".u' III rloliti, p, I2 
16 - CIo! pM BOUVERESSE, u fNJYs dPspossiblos, p.I94. 
l ? . S'ur cet aspect. 00 peut se reporter l La démonslrl,J/ron mlJlllhnaliq~ dons l'iris

IOi.r~. 

IR • sur celle conception. lire BOUVERESSE. a,c .. chapitre 3. 
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Pour savoir ce qu'esl l'angle dans la conceplion euclidienne de la 
démonstration, nous devons nous reporter au processus par lequel l'angle se 
constitue, au fur el à mesure des démonstrations. Vn angle a une épaisseur 
conceptUelle constituée de toutes les nouvelles significations qu'il va acqué· 
rir dans les démonstrations successives. 

La formulation de la proposition IV que nous avOnS rappelée précédem. 
ment peUl nous surprendre: eUe ressemble beaucoup plus 11 on cas d'égalité 
d 'angles qu'à un cas d'égalité de lriangles. En effct, Euclide n'utilise pas la 
définition de l'angle comme inclinaison pour démontrer l'égalité de deux 
angles . Pour démontrer l'égalité de deux angles . Ou pour les comparer, 
Euclide les enferme dans des triangles (fig. 13). La configuration "angle dans 
un triangle" donne une nouvelle signification à l'angle. Elle aurait pu aussi 
bien. comme le proposait Jacques Peletier du Mans, permeltre d'énoncer une 
défmition de l'égalité de deux angles. 

Euclide uùlise cette confi· 
guration "angle dans un tri· A Z 
angle" pour démontrer, à la 
proposition XVI, qu 'on angle 
extérieur d'un triangle est 
plus grand que chacun des 
angles intérieurs et oppo~s . 

Il considère le milieu E de 
[AC] et le point Z tel que BE 
égale EZ (fig. IS). La proposi · B C D 
tion 1 V implique que les tri· 
angles BAE et ECZ son l fig,I8 
égaux , ainsi que les angles 
SAE el ECZ, par conséquenl J'angle ACD est plus grand que l'angle BAC. 
Cene dernière affumaùon repose sur l'évidence topologique du dessin. elle 
ne nécessite pas pour Euclide de démonstration. n n'cn sem pas de même 
pour Hilben. à la fm du XIX'" siècle: relativisme de l'idée de démonstra· 
tion . 

La proposition XVI permet d 'affmner que la somme de deux angles d ' un 
triangle est inférieure à deux angles droits. Mai pour démontrer que la 
somme des troll angles d 'on triangle est égale à deux angles droits, Eucüde 
doit introduire le concept de droites parallèles. Il a démontré à la proposition 
XXIX, en utilisanlle fameux axiome des parallèles, qu 'une sécante coupée 
par des parallèles procure une nouvelle configumùon où des angles pourront 
être affmnés égaux. Cene démonstration change le concepl (J'angle en lui 
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donnant une nouvelle 
signification. La con fig""'· 
tion "angles el parallèles" 
lui permet de démontrer. à 
la proposition XXXXI, que 
l'on peut construire une 
ligne parall~le 11 une ligne 
donnée. Puis, dans la pro· 
position xxxn, en prolon
gean! le côlé [BCl d'un tri· B 
angle ABC el en construi· 
sant la parallèle (CE) à 

A E 

c o 
fig.19 

(AB). il peUl démontrer le résultaI sur la somme des angles d'un triangle 
(fig. 19). 

Nous avons donc suceessivemem trois signifjcations de l'angle: l'angle 
comme inclinaison, l'angle dans la configuration "angle dans un triangle", el 
l'angle dans la configuration "angle et parallèles". 

Ces quelques remarques sur la formation des objets géométriques el sur 
le sens de la démonstration peuvent nous amener à cenaines réne.ions sur 
l'enseignemenl de la géométrie, el en particulier sur l'apprentissage de la 
démonstration. En particulier si on pense, comme moi, que Ioule conception 
d'un enseignement doit passer par une analyse épistémologique des savoirs 
enseignés . 

Epistémologie et enseignement de la géométrie 
Je retiendrai de cc qui a été dil précédemmenl deux éléments de 

réne.ion : 
1. Dans le processus de la pensée géométrique toul esl 11 con truire, il 

n'y a pas d 'objels géométriques dans le réel ni de logique mathéma
tique innée, et Loul esl 11 mettre en place en même lomp , la con ·truc· 
lion des objetS géométriques et la construction de raisonnements. Ces 
construclions prennenl sens dans des siluations problématiques. 

2. La construction de procédures de démonsttation est imimemem liée 
au sens que l'on donne à la démonstration. Les deux questions sui· 
vantes doivem eue expliCllées el liées: pourquoi montrer? comment 
démontrer ? 

Je lerminerai par un dernIer exemple, pour illustrer ce propos. Je 
confronterai de", conceptions de l'enseignement de la géométrie au collège, 

nux prises avec le concepl d'angle el avec la démonstrafion concernant la 
somme des angles d'un triangle. 
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Une première conception con i51e à demander aux élèves de faire des 
mesures des angles d 'un ou de plusieurs triangles, pUIS de conjecturer. 
Conjecturer à panir d'expériences ne permet ni de con ltUire l'objet géomé
lrique idéal de l'angle, ni de construire une démonstration, c'est-à-dire de se 
donner des procédures de démonsttation. Il y a dans cc cas un gouffre 
conceptuel enlre conjecture et démonsttation, La conjecture conc-eme uni
quement des dessins d 'angle: la somme des angles des triangles dessinés fail 
180", Ou 11 peu près, el on conjecture que si on dessine un nouveau triangle, il 
en sera de même. Cene conception s'appuie il ln fois sur une conception réa· 
lisle des mathématiques, la démonstration serail un moyen de suppléer à 
l'imprécision des mesures. et sur une onception idéalisle des malhéma · 
tiques. les élèves vonl ttouver dans leurs têtes la démonstration logique 
attendue, L'enseignant a proposé une lflche et non pas un problème. 

Une seconde conception nous esl proposée dans une recherche didactique 
assez anelenne, où Dina Van Hiele propose un "enseignement de la géomé· 
lrie s'appuyanl sur les pavages". CCI enseignemenl a pour objectifs, en même 
temps. la conSiruclion des coneeplS de la géomélrie élémenlaire el la 
construction de démonsl1'3tions géométriques". Nous résumons rapidement 
la démarche de CCI clIseignemenl qui occupe dix·sept séances destinées à des 
éltves de 12 ans, en Hollande. Les élèves sonl invités à represenler des 
pavages réalisés avec des figure congruenles à un carré, un losange, un 
polygone régulier OU irrégulier, un lriangle. un parallélogramme, ClC. Au fur 
et Il mesure, les ~ I èves VOnl construire et définir des objelS CI des notions qui 
permellent de résoudre les problèmes posés : parallélisme de droites. cercle. 
angles, CIe. 

Après plusieurs séances. alors que les élèves onl déjà travaillé sur loutes 
sortes de pavages. la question se pose de savoir s'il est possible "de prévoir" 
les pavages réalisables, c'cst 11 dire de savoir avec quel polygone il eSI pos· 
sible de paver. Ces questions onduisenl les élèves li des premiers raisonne
menlS sur les angles. puis Il introduire dans leurs raisonncmenls "des slJUC
lures géométriques visuelles" qu'ils appellcnl les scies ct les échelles 
(lig20). 

fil 
J9 - VAN HIELE·GELDOF. De d,daxJiek van dtt m~elbnde in de eus'~ klas \.'Q../'f 

MI VHM.o .. Thèsed<doctorot, U_h ~ 1957. 
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Ces configuralions som des "SIJUCIUteS sUUcturécs", elles imerviennent 
dans les pavages en englobant les propriélts de parallélisme el d'égalité 
d'angles, qui vonl devenir des "SlJUctures SlJUcturanles"", C'esl à dire qui 
penneuenl d'engendrer et d'organiser les connaissances (fig,21). EUes jouent 
le rôle d'axiomes schématiques. l.·organi tion des connaissances consislc à 
conSlJUire "un amre généalogique", selon l'expression ulilisée par Dina Van 
Hiele. l. ' échelle el la scie sont les "ancêtres" h partir desquels sonl déduites 
les propositions, Elles constituent des moyens légitimes, que les élèves se 
donnenl , pour démontrer. 

fig.21 

Ainsi, les queslions : pourquoi démontrer? commenl démontrer? sont 
explicitées cl reliées entre elles dans une siluation problématique. Il faut 1Ié
voir les pavages possibles, et pour cela utili~ les axiomes schématiques ins 
crits dans les pavages. 

La aleur de la somme des angles d ' un uiangle esl une question qui inlcr
vienl à propos du problème des noeuds d 'un pavage uiangulaire (fig,21). La 
pertinence de ce savoir eSI d'assurer la -'bonne joinlure" du pavage. La ques
tion de sa démonstration se pose quand il s'agil de lui trouver des "ancêtres" 
dans le "grand arbre de la géoméuie". A celle question, deux élèves propo-

20- J. reprends Ici te. expresSIons utihsées par BOURDIEU dans un .uln: champ 
problématique. cf. Le •• ns pratique, p.88, 
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sent aussitôt comme démonSll'ation, le premier deux scies (fig,22), le second 
une écheUe et une scie (fig.23). 

deux scies 
fig.22 

une échelle ct une scie 
fig.23 

Cel enseignement s'appuyant sur les pavages relève d'une conception 
constructivisle, dans la mesure où il s 'agit de construire en même temps des 
concepts el des démonstralions. à partir d' un champ de problèmes s'organi · 
sant aUlour d'une même problématique. La démonstration présente un inté
rêl. en elle même. dans une entreprise de llItionalisation et de compréhension 
d'une problématique. L'enseignante explique à ses élèves que la géométrie 
consiste à faire un immense arbre généalogique. Ainsi. eUe expUci\e el met 
au premier plan le processus de la pensée géométrique. 

La pensée mathémarique ~ l' œuvre dans la classe de Dina Van Hie!e pro
cède de la même pensée mathématique que nouS trouvons dans l'histOire : 
celle pensée élabore des savoirs qui se ConStruIsent à partir de si tuations pro
blématiques. des savoirs qui prennent sens dans ces situations. 
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