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La naissance et le développement des géomét ries lion-euclidiennes est un exemple 
remarquable d 'une aventure mathématique uropéenne. Ce sujet . t donc bien adapté 
au thème des journées 1992 de l 'A .P.M.E.P* . Il I'cst d 'autant plus que nous fêlons 
cette année les 200 ans de la nai sance de Ni kolaï Lobat. hevsk i. un cl"" créatpurs dp. 
ces géométries. 

Plan de l'exposé 

• L'axiome dC$ parallèles eu géom dnr euciidIPlIlI e 
• La découuede des Ilou /'e lics géomél l'ic$ 
• Quelques modèles de la géomét1"if hype"boltque 
• Développemenls tl cOll /T"Overses au/ onr des nOl/velle .• géomél l'i es 
• Rôle actuel de ("es géométries 
• Un apprru sur de ux résullats réce ols en 9 'omé/rie hyperbolique 

Quelques thèmes récurrents 

Un des objectifs poursuiv is dans ce t exposé est cl 'appeler l'aLt,.. nl ion sur un cf'rtai n 
nombre de thèmes récurren lS clalls notre histoire 

• l'innuence d'al/tres sciell<cs ur les mat.hématiqucs (des questions issues de 
mesures physiques ou astronomiques ont joué lllJ rôle imp rt 'l nl ) ; 

• le rôle des idées mat.héma tiques en phi losophie, avec son con trepoint l 'idée 
des philosophes sur les mathématiques (u n thème moins à la mode) ; 

• l 'imprévisibilité des découl'ertes, notam men t les plus re m arquab l (~~*· ; 
• souv nt, en mathématiques, la norme n'est pas la bonne ra,on de fonct ion

ner ; pour avancer , il se révèl quelquefo is décis if d" disposer rie plu sieurs 
points de vue ; 

• les mathématiques sont une aventurf" humaille ; on y rencont re don des 
aventuriers , qui se perdent quelquefo is dans le méanJres de lf"urs idées, et. 
on constate qu'un certa in nombre dc pistes poursu ivies avec énergie quelque 
temps se révèlent H rc J es cu l s-de-~ac (m ais po ur cOlllhir n dp t.,·JllpS ?) . 

• Je la. remercie pour SOIl invitation à réscnte r une conférence d a ll~ ~e cadre . J .. remercie 

aus.<i Catherine François t't J ean-Luc Ue\lo ll pour l'aide apportée dau. la ~ais ie de ce (,exte . 
•• J 'espère que le ' quelques représent.a nts du llI oll de politique l'n>s(' lIls lors ne l'exposé oral 

ont pu entrevoi r POUTll uoi 1"" clt crclteu" vuut répétant avec tant tl e conv iction q u'ex iger qu'ils 
discnt il l'avance ce qu 'i l ' vont trouver est bien souvent la Hl eiUcure raçl1l1 dc Ics s téril iser. 
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L'axiome des parallèles en géoméh'ie euclidienne 

A vant Euclide 

Comme vou le sav .. z, la naissance de la géométr ie pst hisloriq upmenf. lipe à des 
préoccupations pratiques i comme l 'éty mologie l ' ind ique, les connaissances géométri
ques ont été essentiellement induites par des problèmes poses par la mesure de terrains 
(notamment pour la déterm ination des impots l) el des considérat ions sur les astres 
(cf. [15]). Un savoir s'est ai nsi accumu l ' au fur et à mesure des années, et beaucoup 
de civi lisations différentes ont part icipé à la constitu tion de ce savoir gt?ométrique : les 
Babyloniens, les Egyptiens, les binais, ... Les Occidèntallx que nous sommes avons 
tendance, parm i les ap porLS anciens, à privilégier celle des Gr cs . Leur démarche 
visant à {aire de la géométrie une science déductive était exen lplairr el or iginale ; elle 
a joué un rôle jusqu 'à nos jours dans le modèle de développement, des mathématiques 
dites "pures" . 

Le premier géomètre dont le nom a traversé les siècles est Thalès de Milet . Pour 
Pythagore, autre figure i ll u ~tre de la géométrie, les mathématiques sont intégrées de 
façon étroite à sa philosophie il ne sépare pas les mathématiques de l' a.~tronomie 

ou de la musique par exemp le. Citons enfi n Platon à qui on devrait la cl vise de on 
école qui a 'té florissante : "/l uI Tl 'elltre ici s 'il Il 'est géomètre". 

Tout ceci atteste que les mathénlat iqu 5 , el la géomdrie en rarticulier, ont occupé 
une place im portanll! dans la pe ll sée des Grecs. 

Euclide et ses "EléOlents" 

Le nom d'u n math,;mat i ien est depuis ecU ' époque ass cié d façon presque 
in éparable à celui de géométrie: il s'ag it d 'Euclide, dont les dates de naissance et de 
mort ne sont pas vraimen l co n nu e~ . Il a urait vécu à peu près t rois cent ans avant. notre 
ère . Son œuvre s'appelle "lu Elémellts" . On dit souvellt que ce oocument, qui est 
une somme des connaissan ces m,ù h 'mati q u e~ de SOli temps, est le livr\' de l'hist ire de 
l'Hu manité le plus lu , à pa rt. 1 li vres religieux . Il est divisé en t. reize li vres . N O LIS al
lons nous concentrer sur ceux qui parlent de gpométrif' , et spécialement le livre 1. Dans 
ce document est expo éc une méthode origi Jl ale, lin peu l'abouti semen t de la réflexion 
d 5 Grecs à propos des mathématiques, la méthode axiom(/ tique. Le développement 
est très systématique av c 1 'inl roducl ion d '1 111 cerl ain nomb re de poSl ulats. Dans 
ce livr ~ , adoptant. un point de vue qu 'on ap pellerai t aujourd'hui syn l.hi/iq1J.c, Eucl ide 
prend la peine de défin ir ce que sont les POiIl LS , les droites, cc que veut di re l ' inci dence 
d'u n point à une droite, l'incidence de de ux droites, etc .. . 

Examinons un peu les premiers post ulats des EI':luent s d 'Euclide. Des quatre 
premiers, citons seulement le pr lllier : 

' par deux pUlII ls du/mcts pa.5se une et une seule droite" . 

Les BuivanLS (les postulats deux , ~ r o is t qua tre) parlent aussi de prop riétés fon
damentales : le caractère arclt imédien de la droite , d'i\utrf'$ p ropriél é~ élémentaires 
des cercles ou des angles droits. 

Evidemment, pour notr propos, le postu lat central est le postul at nu méro inq , 
sollvent appelé le postu lat d 'Euclide , car il joue Ull rôl par ticulier . II esl a insi formulé 

dans les Eléments ' 
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"si deux droites sont coupées pa r ull e lro ,sl~me en formant des 
angles III/e rnts du méme cati, do" t la somme est mféruure li un 
an gle plat, alor, el/es se coupent du côté de ces angles, SI elle .• so nt 
prolongées suffi sammenl loin ". 

0' + t3 < 2 droits 

a 

Figure 1. Des droiles non parallèles selon Euclide. 

Il diffère des autres parce qu' il fait io t rvenir l' infini en effet il y est affi rmé 
que quelque chose doit se passer en prolongeant les droi tes suffisamment lo in. La 
définition suivante est souvent subst ituée à celle d'Eucl ide : "par tout point extérieur 
à une droite passe une seule droite parallèle à la droite qui est donnée" (rappelons 
que des droites sont dites parallèles si elles ne se cou pent pas , m me si on les prolonge 
indéfiniment). Il semble qu 'Euclide soi t conscient du fait que ce postu la t n'est pas 
comme les autres puisqu' il ne le fait apparaitre dans la liste des postu lats que beaucoup 
plus tard . Avant de l'énotlcer, il pr('nd la peine de dér iver vingt n uf propositions et 
théorèmes, dédu its donc seulement des axiomes de 1 à 4. 

Plusieurs des conséquences de ce postulat sont tout à fait importantes il se 
révèle par exemple nécessaire pou r établir que "deux drOJ/es parallèles à une même 
troisième sont parallèles entre elles" , ou encore 'l ue "la somme des angles d'un triangle 
est egal à un angle plat", propriété qui nous occupera beaucou p dans la suite. Voilà 
donc la situation telle qu'Euclide la laisse. 

Les con tinuateurs d'Euclide 

Ce postulat pose t. rès vite un certain nombre de quest ions aux mathématiciens 
postérieurs il. Euclide; en eff t beau coup s'inqu i'tent du fait qu 'il serait peut-être 
possible d le déd uire des précédents . On trouve trace de nomb reuses tentatives pour 
prouver le postulat numéro cinq . 11 n 'est donc pas ques tion de les énumérer toutes ; les 
seules retenues concspondent il. de reform ulat ions du probl' me posé par le postulat 
d'Euclide, qui se sont révélées ultéri urement intéressantes. 

Proclus, qui vit au Vème siècle, essaie de travailler avec une autre définition des 
parallèles; pour lui des parallèles "sont des droit('s qui restent à une distance con
stante" . Il croit avoir démontré le postulat d'Eucl ide mais sa démons tration est er
ronée. L'Histoire est ainsi remplie de preuves er ronées du postulat d 'Eucl ide. Dans la 
démonstration de Proclus est aché le fa it non évident suivant (i l est même équivalent 
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au po tulal d 'Euclide) 
droite" . 

"les poillts à distance cons /ante d'une droite formen t une 

On peut ment. ionner des cont ribut ions très im port.antes d'un c .. rt.ain nombre de 
m at.hématiciens a rabes, ct. de beaucoup de m at.hémat.iciens it.aliens pendant la Re-
naissance. 

Le m athémat icien angla is John \l'aNis (j(j61-1703), plus connu pou r un certain 
nombre de formu les intéressant.es Cil Analyse, prouve l 'a,x iome des parallèles en sup
posant. qu 'i l existe dans le p lan es t.r iangles ayant des cotés arbitrair ment g rands 
semblables à un tri angle donné, Il obt ien t donc u lle dpmonst ral.iOIl r igoureuse du 
postulat d'Euclide avec une hyp ot.hèse supplémentaire . Il faut pou r cela de nouveau 
cotoyer l ' infini dans la mesure où il s'avère npcessair de considérer des triangles 
dont les longueurs df's co Lés SOll t arb it. rair mcnt grand('s tou t en gardant les a ngles 
const.ants. 

Saccheri 

Parmi les t ravaux qu i on t sui vi, relevons c('ux d" mat.hématici n ital ien Sa('c.heri 
( 1667- 1733) . Il étudi b ea u~ou p U lle fig ure par ticul ière, CP qui valll à celle s ituat ion 
d'ètre quelquefois ap pl·lée Ir fJ uadn lal ère de Saccheri. 

-1-- --

h 

F'igurp Z. L,' qll/l.driJ.ttpr .. de Siu:cJ. er i . 

Toute l'éLude vise à mon trer q ue les deux ang l f'~ don t ia Inesurc n 'est pas connue 
a priori sont droits . Saccheri n 'y ar rive pas tout à fail ; par cont re il parvient à 
démontrer une pr priété qui frappera par sa fo rce , à savoi r : "si la somme des angles 
d 'un triangle du plan est égale, supérieure OIJ inférieure à li n angle p lat, '-etle propriél p 
est vraie pour tous les triangles du plan", Autrement dit, Saccheri fa it apparaître une 
ligne de démarcat ion entre trois lypes d géométrie, un fa it important com me nous 
a llons l, voir par la suit.e . Mais son travai l a une autre conséquence ' dpvant, l'én!'rgie 
qu 'il consa.cre à la démonstrat ion d u postulat d 'Eu lide et la rés istance cl ce problème, 
l 'idée qu' il pourra it existe r d 'autres géomét ries que la géomét rie d'E ll clide progresse. 
Pour d'Alembert , cette incertitude e t "le scandale de la 9 PQ m ilrie ". 

Lambert et la géométrie sphéri'lue 

On do it à Lambert (1 728- 177ï), math ' illat ieie .. suisse né à Mu lho ll e , la réfuta
tion de l 'hypothèse de l 'al1gl ' obt.us pou r un espace infin i Dans un livr intil.ul '; la 
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"Théont des dl' ites para llèles" (1 766), il esl le premier à introduire pour un polygone 
à n côtés son difau l angulaire (à savoir la quantité (n - 2) fois un angle plat moins 
la somme des angles intér ieurs au polygone) qu i nLesure la déviat ion à ce que l'espace 
soit euclid ien . 

Lambert est aussi le premier à fa ire une consl rucli n inléressantc impliquant la 
géométrie sphénqut. GeU geomét rie, importante pour l'astronomie et la navigation, 
était déjà développée en ce temps à coté de la géométr ie euclidienne mais, pour des 
raisons difficiles à com prendre, ell ' lL 'était pas pensée çomme une géométrie concur
renlP de celle-ci. Qu'est-ce que la géométrie sphérique? Il s'agit [,oul simplement de 
la géométrie d . figures tracées sur la sphèr avec pou r côtés des parlions de grands 
cercles et pour mesu res des angles leu r mesure hab ituelle. On se persuade vite que, 
dans cette géométrie , la SOIll me de ~ anglps cl 'un triangle sphérique présente un défaut 
qui est directement rcli" à l'ai r" o u triangle sphéri que (cr. Figure 3). Cette géométrie 
sphérique e l évidemmer t nécessaire lorsqu'on veut repérer d s objets dans la voûte 
céleste , mais auss i ur la 'r: rre dès q LI ' n a compris qu'elle est ronde et non plate . 

" ~" , 

, ' 
\ ','II. 
, ... ..' _ ... :\'t- ....... ~-,~'-'-~- 2 droits - (a + b + c ) =~ 

Figure 3. Le défaut iUlgulaire en géométrie sphérique. 

Une des raison qui fait de la géométrie sphérique une géomêlrie à part est sa 
fin i tude. Rappelons que dans notre bistoire de paral lèles une grande importance 
est attachée à l'idée de pouvoir s'éloigner à l ' infi ni. Cbez Lambert apparaît, pour 
la première fois, l 'idée d 'une piste pour construire une géométrie nan-eucJ idienn , 
puisque dans la g 'ométrie sphériqu l'hypothèse de l'angle ob! us est vérifiée . Lambert 
le faiL remarquer et dit qu 'après tout, si, au lieu de prendre une sphèr de rayon r, on 
pouvait prendre une sphère de rayon imaginaire pur ir' , lors 1" défaut détecté dans 
la form ule de la som me des angles d 'ull triangle sphérique prendrait le signe opposé. 
On se retrouverait d u coup dans une gëométne où l 'hypothèse de l'angle aigu serait 
satisfaite. 

D'autres maLh é mat i c i p. n ~ de cette époque méritent d'etre mentionnés pour leur 
ontribution à notre problème. 
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Adrien Marie Le Gendre ( 1752-1833) fait en quelque sorte la somme des con
naisssances de son temps . Il écrit notamment un livre réédi t' de nombreuses fois, 
les "E/émenis de glométl"ie" (l 'allusion à Euclide est claire). Cet ouvrage servira 
de base à l'enseignement de la géométrie pendant à peu près un siècle (un exemple 
exceptionnel de longévité scolaire). 

Wolfgang Bolyai (1775-1856) , un condiscip le de Carl Friedrich GauB, rait aussi 
des tentatives intéressantes pour défi nir une nouvelle géométrie. Comme il pense avoir 
prouvé l'impossibilité d'avoir une géométrie non-eucl idienne, il publie un livre à ce 
sujet, et écrit à GauB pour lu i présenter son travail. Gaull lu i montre n quel endroit 
précis son raisonnement n 'est pas correct. 

Ceci termine la période, disons pré-révolutionnaire, de remise en cause de la 
géométrie euclidienne sans qu'aucune percée décisive vers la découverte des nouvelles 
géométries ne soit faite . 

La découverte des géométries non-euclidielllles 

Fixer des termes précis à la période de celte découverte est largement arbitraire, 
mais on peuL reLenir la période de 1792 à 1837. Qui furent donc les découvreurs? 

Carl Friedrich GauB ( 1777-1855) 

Commençons par Carl Friedrich GauB. 11 n'a que 15 ans lorsqu'en 1792, pour 
la première fois, il s'essaie a. la géoméLrie non-euclidienne. Dans une lettre écrite en 
1799 à Wolfgang Bolyai, dont nous avons déjà parlé, il d it "j'ai déjà fall quelques 
progrès dans mon travail ; si 071 pouvait prouver qu'il erisle li n tn allgle donl l 'aire est 
plus grande que tout nombre don'lé à l 'al'unee , alors j e pourrais établir la glom étne 
(sous-entendu eucl idienne) rigoureusement". Nous voyons donç apparaître un nou
velle piste, à savoir que , dans une géométrie non-eucl idiell ne, les triangles les plus 
grands possibles, même ceux dont les longueurs des cotés tendent vers l'infini vont 
avoir une aire finie . Nous retrouvons en cela une idée déjà 'voquée précédemment. 
Gau6 continue de travai ller là-d sus; en fait on peut probablement dater de 1813 
la naissance de ce qu 'i l a appellé à ce moment l'anl'i-géo m étrie. Fidèle à sa devise 
"Pauca sed matura n , il ne publie cependan t rien . 

Dans une lettre a. Taurinus, un mathématicien dont nous allons mentionner 
l'appor t propre bientôt, il écrit qu' il a la crainte de diffuse r cette découverte, car, 
dit-il , "je suis effrayé de la clameur des Béotiens', et il demande très explici tement a. 
Taurinus de garder le silence sur les points évoqués dans sa leUre. C' tune ' poque 
où Emmanuel Kant (1724-1804) règne sur la philosophie : sa "Critique de la ral
SOli pure» paraît en 1791 et établit comme un dogme absolu la d istinction entre les 
raisonnements synthétiques et les jugemenls a priori, l'espace eucli dien était un des 
fondements de la raison pure. Dans ce contexte, remettre en cause la géométrie eu
clidienne est une attaque majeure contre la philosophie dominante, t il semble que 
GauB n'ose pas, à ce moment-là, écrire une chose pareille. Il renchérit encore dans 
une lettre à Burkhardt, écrite en 1817, dans laquelle il dit "je suis de plus n plus 
convaincu que la nécessité de noire glométrie eucbdiellTLe ne p~u t itre proullée en 
tout cas pas par une pensée humaine et pOUl' une raison humaine. Peut-être, dans 
une autre vie, il nous sera possible d'aVOIr uue ill(lzcation sur la na/ure de l'espace 
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qui nous es t pou r le 1ll0 mellt /1Il!f'rl SS lble ". Il np fail donc guère de doute 'lue les 
intuit ions de GauB commencent à se préc ispr sans t'Ire tou t. à rait ml lrl'S . 

En 1 24, dans une ,IULrl' I("Ure à Taurin' I ' (qui vient d .. lui envoyer , cf. infra, un 
nouveau projet de démonst rat ion d, ~ l 'ax iome d ' Eudide ), GauB écrit ·1 'hY1Jothèse 
que la somme des Gllgles d 'un triangle est wféneure â 180 degrés con dui t à une 
grométrie CUrieuse, asse~ dlffére nle de la nii/re , maj .~ roh érenle que j 'ai développée à 
mOIl entière sali.,faction ct dans laque lle j e peUT réso udre tout problème à l'tXceptaon 
de la déterminalion d '"ne cons/anl e qll l IL ~ peul Fln définie a priori. Plus cette cons
tanle e t grande, plu ,. 011 es l profhe Ù la géom étrie Fucltdienne el les rieur coïncIdent 
di rlle est prise infinie" . 

E:t GauB de cont inuer "Lrs Ihéur'hn , d. cell e géométrie apparaissent parado-
:;aux, el aux n01l -;lIl1il< absu 7'dcs, m ais ulle réflexion ralme el soulenur révèle qu'ils 
Ile contiennell l rien d '11I1I'oss/ble ; pa r' exemple les angles d 'UII tnangle peuven l devenir 
aussi petlls que 1'0 11 l' f ut si les longueu rs des côtis son/ pnses assez gmndes . L'aire 
d'un lriungle ne peul excéder un e cerlame hmrle md f pendam metll de la taille des 
côtés , lzmlte qUI ,,'es l d 'adleuT' )amal.' atte inte Tous mes fforts pou r déCOUVrir une 
con/radi ction, 'HI e incoltét-et/ce dans celte géométrie 1/ on- euchdiemu 07/1 ùh oué, et 
la chose par laqu elle fl le e,~ 1 opp05ée li m es COf/ rep /ion .• , si elle élalt 'v raie , est de 
nécessl/er l'e:;1 '/e7l ((' dUlI s {'c .• pace d 'ull e longueur détermllléf par elle-m ême mais 
IIICOTHlu e de nous . Mais jl Il[ se mble que Tl OUS Il e ('<"wai .•. soIlS, f il dép il de la sagesse 
verbale qUI f n dll n e ll des /ld/ap hysicifns, que S I p u, pour ne pas dire nen du toul, 
de la umie li a/ure de l 'c,.pace qu 'jlll 'es t pas possible dt qualifier d 'nnpossibile ce qUI 

nous apparaît co mme non nat ll N' I " . 

Il rait ensuite des al lusions à Kant , point déjà évoqué au aravant . Dans l'esprit 
d ll j hème récurrent sur les relations de~ malhrm atiqucs avec !cs autres s ciences , il 
est il noter que GauCl avait pa ri/li ses fII'>tiers celu i de faire de la géod6!ie de (,e rrain, 
en n lesurant des distances enLre montagnes afi n de n lieux connaltre la Terre . Cela 
a été sans doute pour lui une illcitation fon,e pour pl' Ildre la géométr ie différentielle 
comme nous l ' xpliq uo ns un peu plus tard . Cela lui a donné J'idée d ' une géom étrie 
géném ll sée, dont la géométr ie sphérique est Li ll e si m pl ification et. dont Ja p roximité 
à celle-c i st mf'surée par les écarts constatés avec les mesures de longueur Je la 
géom ét.rie sp héri ct ue . Il peut ai nsi p rédire de façon assez précise J'applatissemen t de 
la Terre aux pôles . 

Quelques auires p récurse urs 

J uli us S eh weikari (1 78U-l 59 ) part ici pe à la déco u v('rle des géomét ries non euc li
diennes en publiant en 181 un,; géométr' ie as /m ie. Dans ce li vre apparait en effet une 
q ua ulÏLé irnportR.rlle en géomét rie non-euclid ienne, il savoir une cerla in!' constante liée 
à la hauteur d'un tr iangle rectangle isocèle qu'on étend jusq u" l'in!'i ni : on part d 'un 
triangle rectangk isocèle, et on fait fu ir vers l' infini les cotés de l'angle qui seraient 
il 4" degrés dans une g ' ométr ic eu lidienue . Gau !l ll1unt re COl1 llnenl il peu t relier les 
considérations que Schweikar t développe dalls son li vre avec le ca!cu l de l'aire d'u n 
triaugle infin i (q ui est. la limite s upérieure possible des ai res d'un triangle dont la 
longueur des cot;5 tend vers l ' infin i) . 

C'est Tauritws (17D4- Hl74) q ui in t ro nlll t en 1826 Cf'> 'lue l'o n pput app(>ler la 
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trigonométrie hyperbolique. Il est b ien con llu que la tr igonométrie plane (ou résolution 
des triangles du plan ) a été développée pour des raisons appliquées . Pour des besoins 
liés à j'astronomie, on a ensuite introd uit une trigonométne sphérique. L'originalité 
principale de cette autre trigonométrie (par rapport à la trigonométrie ordinaire) est le 
fait que les longueurs des cotés des triangles sont elles-memes affublées de fonctions si
nus et cosinus . Les formules sont donc un peu plus compliquées puisque les longueurs, 
comme les angles, sont des arguments de fonctions sinus t cosinus. La remarque de 
Taurinus est a.lors la suivante : si, dans ces formules, au lieu de prendre des sinus 
et des cosinus des longueur , on prend des longueurs imaginaires, a lors, rej oignant 
l'idée de Lambert , on passe a.ux fonctions sinus et cosinus hyperboliques (i .e. respec
tivement les parties impaire et paire d la fonct ion exponentielle). Taurinus montre 
que le calcul trigonométrique cont inue à se développer de façon cohérente. Il écrit à 
Gau!! pour dire son étonnement devant le faiL qu 'aucune contradiction n 'apparaisse . 
Il va même plus loin : il calcule l 'ai re maximum d'un Lriangle d 'après ceLLe géométrie 
par les formules et trouve que cette aire vaut 11" . n calcule aussi la circonférence d ' un 
cercle dans cette géoméLrie hypol,héLiq lle qu i, rappelons-- Ie, n'est pas d u tout définie 
d 'un façon habituelle puisque, chez Taurinus, Ile se limite à un ensemble Je calculs 
auxquels on ne sait pas ( ncore! ) donner de contenu vi ue \. 

Nikalai" Lobatchevski (1 792-1856) 

Venons-- n mainLenant à ikolaï Lobatchevski, que vous cl vez attendre, au mo ins 
puisque son nom figure dans le tiLre de la conférence. Il est indiscutablement un des 
créateurs, avec Gaun, de la géométrie non-euclidienne. Il a passé to ule sa vie à 
Kazan, et c'est pourquoi c'est l'Université de Kazan qui orgalllse la célèbration du 
bicentenaire de sa naissance . Il a étudié là-bas, y a été professeur, pu is recLeur ; il y 
a dep loyé une activité considérable. 

L'annonce de la déco uverte d'une géométrie nou velle a été fai te lors d 'une confé
rence p rononcée par Lobachevski à Kazan en L827, conférence dont tes not n'ont ap
paremment pas été conservées. Dans cette nouv Ile géométr ie, l 'axiome des paralletes 
est violé : "étant donnés une droite de cette géométrie et un point extérieur à cette 
droite, il existe en elfet une infinité de droites passan t par ce point, et parallèles à cette 
droite" . Il expose sa théorie dans un texte intitulé "Sur les principes de la géométrie " 
dont on a aujourd'hui seulement une traduction anglaise , "The prlnciples of geom
etry". La publication complète a lieu en 1837 en français dans le journal de Crelle 
(aujourd'hui le "Journal fur die reine und angewandte Mathematik") . Lobachevski 
donne à sa géométrie le nom de Géométne Imagl1lalrc. En 1840, il publie en allemand 
un traité beaucoup plus systématique qu i s appelle "Die TheOrie de r Paralleli7llfn" 
(cf. [IlJ pour une t raduction en fra nçais) . Ce livre contient aussi un certain nom
bre de d iscussions sur les p roblèm s d 'ast ronom ie liés à sa géométrie . Il se demande 
en effet si l'espace dans lequel nous vivons est vraiment euclid ien ou s'il n 'est pas 
plutôt un espa.ce de la nouvelle sorte, eL eci en lenant compLe des incerti t udes sur 
les mesures. Il se demande aussi que ls sont les élémenls qu i permetLraien t de décider 
e point. Peu a.vant sa mort , il pu blie, sous le titre UPangéométrie ", un livre assez 

complexe où se mêlenL des considéraLions géométriques el générales. Lobatchevski 
a donc indiscutablement la vision claire et précise d'une géométrie coh' rente dont 

288 

Bulletin de l'APMEP n°389 - Juin 1993



il peut donner les i\Xiomes, tou l en se posant vraiment la question "ceUe géométrie 
peut-elle servir de modèle à l 'espace qui nous ell viron ne ? " . 

On trouve une a ll usion a u premier texte de Lobatchevski, diffusé en 1930, dans 
une 1 Ure de GauB à Schumacher d u 12 j ui llet 1931 , dans laquelle il d it : "A u sujet 
des parallèles, je vous auraIS déj à commun zqué mon grand plaisir, t mon opinion en 
répo7l$e à votre première lett re si }t Tl'a va ls suppusé que, sans les développements suf
fisanls, elle ne pouvait vous être d'une grande utilité.. mats vous aurIe z pu appliquer 
le même raIsonnemellt en réduisan t d 'abord la question au cas le plus simple et en 
énonçant ainsi le théorème : "dans tout triangle dont un côté est fini, le second côté 
el. par suite aussi le troisième étant infinis, la somme des deux angles adjacents au coté 
fini est égal à un angle plat" . Pour ce qu i est de votre démonstration du théorème, Je 
commencerais par protestel- contre l 'usage que vous faite ' d'une grandeur infinie en la 
traitant comme une quantité détermlllée ce qui n 'e5t Jamai5 permis en mathématiques. 
L'infini n'est qu 'unp façoll de parler parce qu 'i l s'agit el! réalité de Imutes dont certains 
l'apports peuvent approcher aulant que 1'011 l/oudra landis que d'autres sont sU5ceptibies 
de croître indéfiniment. Dans ce sens la géométrie non-euclidienne ne renferme en 
elle rien de contradzctoire quoIque, à première vue, beauco up de ses résu ltats aie"t 
l 'air de parado:r:es. Ces co rilmdlctioTL5 apparenles doil/efl l être regardées comme l 'effet 
d 'une illusion due à l 'h !lbitude que nous avofls prise de bonne heur de conSIdérer 
la géométrie euclidienne comme r·igoureu5e. .le n'ai don c trou vé dans l'ouvrage de 
Lobatchevski aucun f ait nouveau pOU1' moi mais l 'e:r:position esl t oute différente de 
celle que j'avais projetée , et {'auteuT' a traIté la m u. ilère de malfl de ma itre et avec le 
véritable espnt géo m étr'lq'ue n

, 

Janos Bolyai (1802-1860) 

Le deuxième" réateur" de la géom étrie non-eucl idienne est JaDOS Bolyai, le fils 
de Wolfgang Bolyai . Son père l'introd ui t très j eune il la prob lématique de la géométrie 
non-euclidienne, En fait, à la fois il l'atti re ver ce p roblèm' , et aussi 1 mets en garde 
sur le fait que ce problème peut le perdre. Officier de l'armée autrichienne, lanos 
Bo lyai semble avoir quelques loisirs , notamment pendant sa période de formation à. 
l 'école militaire . U passe énormément de temps à réfléchi r sur l 'axiome d'Euclide. 
Pour attester de cela, on dispose des traces écrites de nombreux échanges à ce propos 
avec un certain nombre de jeunes condi~ci p l es . H.nos Bolyai introduit un langage à 
résonance philosoph ique . lIue cherche rien moins qu'une théorie absolue de l'espace : 
dans une lettre à son père datant de 1823 , il écri t : "je S!IIS déC/dé à publier mon tral/ail 
ST.lr la théone des parallèles dès que j'au r'ai mis le matériel en ordre et les circonstances 
s'y prélen/. .le n'ai pas lerllllllé mon travail mais le chemm que j'al sui,,; me donn e 
presque l'assT.lrance que le but sera atlemt si , 'est po sible, Le but n'est pas encore 
at/eml m.aIS j'ai faIt des découvertes merveilleuses qui m'onl subjuguées, et ce serait 
un e cause de regret éternel SI elles étaient perdues. Qualld (/ous les verrez, !iOUS le 
reconnaîtrez aussi. Enlrete m ps, la se ule chose que je puisse dire, c 'es t que j'ai créé 
un nouvel IInivers à pllrtzr de rzen. Tout ce que Je vous al en uoyé Jusque là est un 
château de cartes à côté de la tour. Je ,'UIS au ssI con vain cu que cela va m 'honorer 
autant que sz j'en alla is déj à f ait la découverte. " 

Le travail dp H.uos Bolya i est rend !J pub lic so us la forme cl 'un appendice à un 
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li vre de son pere int itulé le "Te ll /am,.,) " (d . [2]) . Il Y expose une g 'ométrie non
eucl idellll , en fa it ident ique à ce ll e de Lobatchevski , Ill ai~ salis savoir qu'i l n _ t 
ainsi . Ce texte est envoyé par so n p ' r à CauB'll ju in 1831, m ais il n 'arri ve qu 'cn 
janvier 1832 . 

DaOll sa lettre de réponse à l'envoi de Wolfgan g Bolyai, Gau B Il/i dit: "SI je com
mençais en d,sant que je Il e peux louer Ip tr'auail de Jril /Os , vous seriez surement sur
pris pour un momfnt m ai$ Je ne pcm: f aire autrement car le loue r sel'ail me louer moi
même . En effet, le contenu lui- même du t.-a va il, 1 chemill ,lUi vi par vot re fils el les 
résultats auxquels il es l COI/d uit , coïnciden t presque entièrement avec les méd,tations 
qui ont occupé m on esp rit en par·tlf pour les <JO à 3S dernlèru an ,des , C'est pourquoi 
je suis resté assez stu]ilJatl C il ce qui COllf' fT lI e m on IJ1'opl'e travail dont je n'ai jusqu 'à 
pdswl presque rien mIs sur le papier. Mon intentIOn n'étall de ne ne1l en publier de 
mon vivalii. En effet les gens n 'ollt ell général pas le idées claires sur les questions 
dont n ous parlOlls, t J 'ai Ir-o uvé l'r's peu de gms qui ont monlré un mtérêt dans ce 
sujet quand je leur en ai parlé. AI 011 Idée élalt d'écnre cela plus tard afin que cela ne 
périsse pas avtc moi, C'est donc Ull t surp rise agréa ble de me v Oir ce souci épargné, 
et Je $UIS Irts heureux que ce s oit le fils d 'u I/ vieil ami qui me précède d 'une m anière 
$i remarquable. " 

A la réception de ceLLe letlrp, Wolfgang Dolyai est absol ument enchanté de la 
réaction approbative de Gau!3 a u travai l de son fils . Par contre Janos, lui, est absolu
ment fur ieux car il soupçonne ~ on p' re d'avoir informé Gaull avant l 'envoi fatidique de 
1831, t de ne pas l 'en avoir averti. Cela ne semb le pourtant pas el re le cas, c mme en 
atteste une autre lettre de Gau f3 dan' laquelle il parle du traité de Bolyai en disant que 
c'est un traité où ",ç olll présprllées tMltes mes idées et résu lt ats avec 9 T'a Il de élégaTlff . 
Je considère cc jeuTzf géomètre de Bolyal co mme Ull 'lénu d prpm ière grandeur". 

J linos Bolyai contin ue de fai re une étude lres approfondie de la. géométne "fulre, 
c'est-à-dire touLe Jagéométrie qui dépend des seuls quatre premiers axiomes d'Eucl ide, 
el qui demeure donc valab le aussi hien dans les géométries non euclidiennes ue dans 
la géométrie eucl id ienne. Jâuos Bolyai a III e conception Lrès cl aire de l'exi tenee d 
trois géométries la géométrie eucl idienne, la géométri sphér iqu' et la géométr ie hy
perbolique, dont on peut di re qu 'elle st l 'œuvre de Lobatchevsk i, Bolyai e t GauB, On 
peut noter , pour la petite histoire , que J anos Bolyai ne sen lble apprend re l 'existence 
d u travail de Lobatchevsk i qu'en 1848 en remar<ju ant cepcnda l l qu ' il n'ajamais vrai
ment appartenu au mond' académique, 

Des modèles de la géométrie bYPCl'bolique 

A partir de maintenant, pour nous, "Ja" géométr ie non eu cl idienne est celle donL 
nous venons d'évoquer la découverte ; c'est une géométrie clans laquelle la somme 
des angles est inférieure à un angle plat, el dans laquelle on s il , à cause de la 
remarque de Lambert , que deux t riangles semblables ont en fait égaux. A partir de 
maintenant, nous l 'appell tons géomélt'ie hyperbulique pour de nombreuses ra isons , 
en particulier le fai t que dans , les form ules de la t rigonométrie de celte géométrie, 
des fondions hyperbol iques j ouent 1 role des fon ctions trigo nométriques classiques 
(comme pressenti par Taurinus) . Il est t m ps cepend ant d'en don ner des modèles 
rigoureux . 
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Le disque de Poincaré 

ous présentons d 'abord le m odèle du disque de Poincaré (qui est introduit un 
peu plus tard) . Il se décr it ainsi l'espace es t formé des points intérieurs au disque
uni té du plan; les droites de cette géométrie sont les cercles orthogonaux au cercJe
unité (bord du disque qui doit êtr" vu comme l'ensem ble des points à l'infini) auxquels 
il faut ajouter les diamètre. ' ; l 'i ncidence est l'incidence habi tuelle, i.e. un point est 
sur une droite s'il est sur le cercle correspondant et deux droites seront dites parallèles 
si elles n'ont pas de point n commun. 

angle de parallélisme 

Figure 4. Droites parallèles à une droite donnée dans le modèle du disq ue de Poincaré. 

Il est imméd iat de voiT qll'i l y a une infinité de parallè les à une droite donnée 
parce que tout cercle orthogonal au cercle-unité dont les points d 'i ntersect ion avec ce 
cercle (ses points à l'infini donc) sont compris entre les deux points à l'i nfini du cercle 
de départ lui est parallèle. Un point et une droite étant donnés, il y a en fait une 
formule qui relie l'angle de para llélisme, i.e. l'angle que font au point les droites qui 
passent respectivement par les deux points à l' infin i de la droite donnée, et la distance 
du point à la droite . Dans cet angle sont contenues toutes les droites parallèles à la 
droite donnée qui passe par le point. La mesure des angles dans ce modèle est la 
mesure euclidienne ordinaire des angles (on dit qu' il est confonne à cause de cela). 
Par contre la mesure des longueurs n'est pas du tout la mesure ordinaire, Il faut en 
effet que les longueurs tendent vers l'infini quand on se rapproche du cercle-unité qui 
est à l'infini . La distance s'obtient en intégrant une fo rmule infinitésimale qui contient 
des expressions qui tendent explicitement vers l'infilli lorsque la distance au bord tend 
vers zéro . 

Une chose importante, pressenti avec le travail de Lambert , est J'existence d'un 
tr iangle d 'aire fin ie dont les sommets sont à l 'in fi ni. En effet , par la fo rmule du défaut 
angulaire, l'aire de ce triangle dégénéré vaut 11' , p u i ~ qu e ses angles sont de mesure 
null , 

Le demi-plan de Poincaré 

Un autre modèle possi ble, en fait équivalent au précédent par une inversion, est 
celui dit du demI -pian de POincaré. Dans le plan complexe, on s'intéresse maintenant 
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au demi-plan form", des n mbre8 comple.'es dont la part ie imaginaire es t positive. L 
points de cette géométr ie son t les points d u dem i-p lan ; les d roi tes son t des ereles dont 
un diamètre est porté par l 'axe réel, a uxquels il faut ajouter d s cercles dég'nérés dont 
le centre est à l'infini sur l 'axe réd , et. qlll sont donc d. ~ parallèles ù l 'axe imaginaire. 

FiguIe .5. Deux droites dans le modèle du dem i-I,/all d .. Poinraré. 

Comme dans le modèle du d isque de Poincaré, la mesure des angles est la mesure 
eucl idienne ordinalfe (il est donc conforl e l. Cell" des longueurs s'obtient comme 
dans le cas précédent n intégrant un él ' ment de longueur infi nitésim al tendant vers 
l'infinj lorsqu 'on s'éloigne à l' infin i ou qu 'on se rapproche de l'axe réel (qui est lui 
aussi à l ' infini ), 

Le modèle de la pseudo-sphère 

Donnons un autre modèle qui a a priori l 'avantage d'elre plus concret puisqu ' il 
réalise la géométrie hyperbolique sur ulle surface de l'espace euclidien à 3 dimensions: 
c'est le modèle de la pseudo-sphère. Qu'est-ce que la pseudo-sphère? C'est la surrace 
de révolution obtenue à partir d'une tractrice, i.e . la courbe que déc.rit un chien 
lorsque son maitre se déplace en ligne droite le long de l 'axe et le tire derrière lui avec 
un laisse de longueur constante . 

•' .... ,. " "" " 

{i 
\. :' 

Figure 6. La pseudo-sphère eL le dom aine d u djsque qu 'elle représente. 
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Lorsqu 'on mesure des longueurs sur cette surface, on vérille la géométrie hyper
bolique à une différence globale près : la zone cl l'espace que recouvre la pseudo
sphère, dans le mod'le de Poincaré du disque par exemple , n 'esl pas l'espace entier 
mais seulement une portion dO li t on a recousu les deux bords pou r obten ir cette 
forme de trompette . Dans la Figure 6, ce domaine est porté à côté du dessin de la 
pseudo-sphère . En fai t. il suil d 'un t. hé rème profo ne! de Hilber t qu' il est impossi
ble de réaliser isométriquement l 'espace hyperbolique tout entier com me surface dans 
l'espace euclidien à trois dim ensions. 

L m odèle de Klein -Bel' ram i 

Il y a beaucoup d 'a utres mod 'les . Un, très important du poi nt de vue géomé
trique, s 'appelle Je modèle de l\lem-Belt rami . 11 a l'avantage de lier la géomét rie 
hyperbolique et la géométrie proj ective . Il donne aussi une raison supplémentaire 
d'appeler cette géométrie hyperbolique. 

Il peut se déc rire ainsi ; dans l'espace ordinaire à t rois dimensions de coordonnées 
x, y et z, on considère l'hyperboloïde à deux nappes d 'équation z2 + y2 - z2 = - 1 
dont on ne prend que la nappe supérieure (celle dont les points ont une altitude z 
posi t ive). C'est en quelque sorte une sphère de rayon imaginaire pour une métrique 
généralisée (du Lype de ce lle ut ilisée en Relativité restreinte), d 'où une jonction pos
sible avec l'idée émise par Lambert. Les point de l'espace sont les points de cette 
nappe, les droites serollt les intersections de cette nappe avec des plans passant par 
l'origine (ce sont en fait des hyperboles de l'espace eucl idien ordinaire), et l'incidence 
reste J'inc idence ordinaire. Par contre, dans ce modèle, les angles mesurés au point 
d' inte rsectioll de deux droites doivent l'elre par une formule partant de leur cosinus 
utilisant le produit scalaire non euclid ien qu i a servi à défi nir la surface. " n'est donc 
pas conforme. Là .ncore , pour ce modèle il faut recou rir à l'intégration le long des 
côtés 'un triangle pour déterminer leur longueu r. Le "droites" étant déterminées 
par intersection de l'espace avec des plans, cela donne une analogie avec la géométrie 
projective où les "droites" sont aussi obtenues comme intersect ion de sous-espaces 
linéaires dans l'espace . 

Les groupes d'isométries des géométries fondamentales 

Décrivons rapidement ce que sont les grou pes d ' isométries des tro is géométr ies . 

Pour la géométrie eucl idien ne pla lle, le gro upe d'i nvariance est le groupe des 
déplacements plans qui , n termes un peu savants, n' st rien d'autre que le produit 
semi-direc t du groupe des rotations planes par le grou pe des translations. "con
tient donc trois paramètres ; un paran1ètre angulaire pour fi xer la rotation et deux 
paramètres r ' Is pour fixer la translation. 

Le groupe d 'invariance de la géométrie sphérique n 'est rien d 'autre que le groupe 
des isométries de l 'espace eucJiJiell à trois dimensions. Ce n'est pas surprenant puisque 
ces isom ' tries préservenl la sphère, mais il faut un théorème pour affirmer qu "i l n'y 
a pas d'autres transformations de la sp h ' re lIu i préserven t les longueurs . Ce groupe 
dépen aussi de t rois paramétres : les angles d'Eule r pour une rotation par exemple, 
I ~..s composantes du vecteur-un ité sur la. sphère normal au plan de symétrie et l'angl 
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d rotation pour une isométrie renversant l'orientat.ion . Ce groupe est gén ' ralement 
noté Oa . 

Pour la géométrie hyperbolique, la description concrète de son groupe d'invarian
ce nécessite que l'on précise le modèle que l'on utilise. Bien entendu cela n'affede pas 
sa st.ructure en tant que groupe. Nous prenons le modèle du demi-plan de Poincaré 
car c'est pour lui que le groupe d'invariance a la description la plus commode. Ce 
groupe est formé des transformations homographiques : par une teUe transformation, 
le nombre complexe z (ayant. par hypothèse une part.ie imaginaire positive) est. envoyé 
sur le nombre complexe a z + bi c z + d, où a, b, cet d IiOnt des nombres réels. On 
vérifie que ce groupe dépend encore de trois paramètres car la forme fractionnaire de 
la transformation fait que les 4 paramètres précédemment introduits ne sont définis 
qu'à un facteur près. JI est traditionnel (et efficace) de représenter une telle transfor
mation sous la forme d'une matrice 2 x 2, d 'éléments a, b, c et d, normalisés par la 
condition ad - b c = 1.Comme la composition des transformations homographiques 
correspond au produit des matrices, le groupe d'invariance de la géométrie hyper
bolique s'identifie donc au groupe des matrices 2 x 2 à coefficients réels de déterminant 
1, appelé tradit.ionnellement SI2 (R) . 

Développements et controverses autour des géométries non-euclidiennes 

Une réaction à ceHe découverte 

"Nul n'est prophèt. en son pays" . Ce proverbe s'applique à merveille à Lo
bat.chevski, au moinssi l'on en croit le jugement port.é sur lui (cf. (9)) par un inspecteur 
des études de l'Université de Kazan dans un rapport sur son livre daté de 1835 : "JI est 
des gens qui, après avoir lu un livre , disent : il est trop simple, trop ordmaire, il ne fait 
pas travailler mon esprit. Je leur conseille de lire la giomitrie du sieur Lobatchevski .. 
,I 11 a vraiment là matière d riflexion. Quantité de nos excellenû mathématiciens 
l'on/ lu et refléchi mais n'y ont rien compris . Est-il besoin d 'ajou ter que j'ai eu beau 
moi-mime miditer sur ce lIVre et que je n'al pas saiSI une seule pensle ou peu s'en 
faut . On se demanderait en vain comment le sieur Lobatchevski a pu faire de la sci
ence mathématique la plus faCile el la plus claire qu'est la géométrie, une théorie aussi 
lourde, tinébreuse et inabordable, s'il ne nous avait lui-même partiellement éclairi à 
ce sujet en disant que sa géométrie Il'est pas la géomltrie usuelle, que nous avons tous 
apprise et que nous ne pouvons probablement plus oublier, et que c'est une giomitrie 
imaginaire". Maintenant on comprend tou/. Que ne peut rt:prisenter l 'imagination, 
surtout si elle est vive et ell mime temps maladive. Pourquoi ne pas imaginer par 
exemple que le noir et blanc, qu'un cercle est un quadrilatère, que la somme de tous 
les angles d'un triangle rech/iglle est illférieure à deux droits . .. On le peut, on le peut 
fort bien, encore que cela soit lncompréhenslble à la raison. MaIS pourquoi icrire et 
de plus publier des fantaisies aussi absurdes, demalidera-t-on?Jlestdifficile. je/e 
reconnais, de répondre à cette question. L'auteur ne fait nul/e pari au bul qu'il visait 
en publiant celte œuvre. A U$si en sommes-nous réduits à des conjectures. Il est vrai 

" 11 est intéressant de noter commenL le moL Ujmaginaire", qui, chez Lobatchevski, suggère 
l'idée de prendre des nombres complexes, est tournée ici en dérision. 
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qu'à un endroit Il déclare nettement qu e e serait les lacull es remarquées par lui dans 
la géométne en u age qui l 'aurait obligé à imagin er d à faire connaitre au public 
cette géomélrie nouvelle. L 'auteur Il'est sans doute pas sincère. S'Il le prétend, c'est 
sans doute pOU7' diSSim uler le véritable but de cette œuvre. Pour commencer, ce/a es t 
contraire à ct que l'au/ eur a dit lui-même de sa géométrie, li savoir qu'el/e n'e:tisle 
pas dans la nature mais seulement dans son imagination, d qu 'el/e res·te en fait ab
solument inapplicable au:r: mesures. Deuxièmement, ce/a est effectivement contraire 
à son contenu et on serait plutôt enclin à penser que la géométrie nouvelle a été in
ventée pour dbnenltr l'ancienne plutôt que pour la compléter. Qu'il nous sail permis 
par ailleurs de faire des personnalités . Comment peul-on croire que Monsieur Lo
batchevski, professeur titulalr de mathématiques, ail pu écrire à une fin lanl soit peu 
sérieuse un livre qui n'aurait apporté que bien peu de glOire au plus humble instituteur 
de village ? Tout enseignant dOit avoir, swan du savoir, du moins du bon Jens. Or il 
n'est pas rare que, dans la giom étne nouvelle, cite dernière qualité fa~se également 
défaut . Eu égard à tout cela j 'en conc/us que le plu~ probable e&t que le but réel visé 
par Monsieur Lobatchevski, en lent/ant et en faisant publier sa géométrie , est tout 
simplement qu'il voulait plaisanter, au mieux 011 peut dire, contre les théoricien& des 
mathématiques ou peut-être contre les savants auteur,ç de notre temps en géniral. En
suite] 'estime qU'Il est non seuleme nt probable mais même absolument certain que la 
passion Insensée d'écrire d'une manière étrange et mintelligible très marquée depuis 
qu elque temps chez beaucoup de 1105 écri vains et le dési r f ou Ù découvrir des choses 
nouvelles alors que 1'011 est à peine n.osez do ué pour comprendre convenablement les 
vieilles sont les deux défauts que l 'auteuT' avai t l 'inte ntion d 'exposer dans 80n œuvre, 
ce qu'il a fait on ne peut mieux", Ce texte est signé S.S. , mais l'on ne sait toujours 
pas de façon certaine qu i se cache derrière ces Initial s . 

D'autres développements de la géométrie 

Motivé par ses travaux de géodésie, GauB pressent des géométries beaucoup plus 
générales que la géométrie hyperbolique, la géométrie s phérique ou la géométrie plane . 
En effet, pour avoir un bon modèle de su rface de la Terre, il développe une géométrie 
différentielle qui permet d'étudier des surfaces générales à courbure variable. Il mon
tre que, pour ces géométries généralisées, les défauts angulaires des t riangles sont 
directement reliés à. la courbu re contenue à l'intér ieur du t riangle. Dans ses "DI8-
quisltlones carca superfiCies curvas " parues en 1827, GauB laisse clairement entrevoir 
qu'il existe un dictionnaire dans lequel "courbure positive constante" est synonyme 
de "géométrie sphérique" , "courbure nulle" de "géometrie euclidienne" et "courbure 
négative constante" de "géométrie hyperbolique" . 

Dans la période 1867-1 869, le "Giornale di Matematica", publié en Italie sous la 
responsabi lité de Beltrami (1835-1899), donne une grande place aux articles sur les 
nouvelles géométries avec des contr ibu tions importantes de Beltrami lui-même . Une 
autre direction dans laquelle la géométri connaît au même moment des développe
ments importants est la géométrie proJecllve avec les travaux de Poncelet et de 
quelques autres . II s'agit de s'affranchir des problèmes particuliers posés par les points 
à l 'infini qui introdu isent des cas particulie rs dans les dis ussions géométriques. De 
plus, dans le cadre de la géométrie p roject i ve, grâce à l ' uti lisation de la dualité en-
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tre droites et plans, iu te rsections de deux plans et plan engendré par deux droites , 
beaucoup de problèmes peuvent trouver une solution élégante. 

Riemann (1 826-1866) et l'avènement de la géométrie riemannienne 

C'est dan la partie de l'habil itat ion de Bernhard Riema.nn proposée par la Fac
ulté et soutenue en 1854 en présence de GauB que celui-ci jette les fondements d'une 
géométri nouvelle, appelée depu is géométrie riem annienne . Son mémoire "Sur les 
hypothèses SUI lesquelle est fondée la géométrie" n'est publié que 13 ans plus tard, 
après sa mort. Il y définit la généralisation à fi dimensions des surfaces à 2 dimen
sions de l'espace ambiant ordinaire à 3 dimensions et un élément de longueur général 
ds 2 dont les coefficients 9ij par rapport aux éléments différenliels fondamentaux d:l: i 

sont variables (on a donc ds2 = L~ , j =l gi j d:x i d.c j ) . Il y introduit la courbure comme 
mesure de la déviat ion d'une telle géométrie à être une géométrie plate, donc eucli
dienne . La platitude se produit bien sûr si les coefficients gi j sont constants dans un 
bon choix de coordon nées . 

Dans ce cadre, les trois géomét.ries modèles évoquées auparavant se représentent 
aillSi : la géométrie plane en coordonnées cartésiennes (:l: , y ) s'écrit d:x 2 + dy2 (expres
sion qui en coordonnées polaires ( r , /1) dev ient dr2 + r 2dO" ), la géométrie sphérique 
s'écrit dr 2 + sin2 r /12 et la géométrie hyperb lique dr2 + sinh 2 r d/l 2 (le qualificatif 
hyperbolique est encore une fo is ju t illé par la présence de fonc t ions hyperboliques). 

Helmholtz , Klein , Poincaré et les a utres 

Parm i les continuateurs toul-à-fait importants de cette œuvre, il faut citer Hel
moltz (1821-1894 ). Probablement le dernier savant universaliste, il fut d'abord méde
cin (on lui doit toujours une partie de l'instrum ntation en op htalmologie), puis, 
s'intéressant auss i bien à la m 'téorologic qu'au fonctionnement de l'oreille, il ar rive 
à des conclusions proche. de cell s de Ri mann, par une démarche indépendante. fi 
publie en 1869 un art i 1 dont le titre "Sur les fa its qui servent de fondements à 
la géométrie" peut s'illterprél r comme un contrepoint à celui de Riemann. Dans 
ce texte, on trouve exposée pour la prem ière fo is une idée profonde qui s'est révélée 
d 'une très grande fécondité ' 'iutéresser a u groupe d 'invariance d 'une géométrie pour 
la ronder. 

Cetle idée a 't' systématis' par Félix Klein (1849- 1925) qui publie en 1872 
le "programme d'Erlangen" (cf. [10]), une mise en forme de son exposé de prise de 
fonction à l'Université . Il y place l'étude de la géométrie sous le sign d la t héorie des 
groupes; pour lui , Ults proprtités géométriques sont caractérisées par leur invariana 
relativement au t ransformatio n du groupe prl1lcipal" . On arrive là à une étape décisive 
dans l'évolution de la notion de géométrie . 

Henri Poincaré a joué un gran d rôle dans la diffus ion de ces nouvelles idées 
sur la géométr ie, y compris dan Ull public plus large que celui des ma thématic iens à 
cause de l'impact qu 'ont eu plusieurs de ses livres de vulgarisation (cf. [12]. [13]. [14]). 
Reprenant le point de vue de Kle in, il écr it nolan mell t "Nous sommes en mesure non 
pas de construIre la géométrie d'Eue/id .. mais de limiter notre choix à un choix tntre 
la géométrie d 'Euclide et ce lle de Lobatchevski. .. Pour aller plus lom nous avons 
beSOin d 'une nouvelle pro posll ion qui pre"'le la plaa du. pos tu.latum des parallèles, 
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la propositlOl1 qUI en lielldm lieu sem l 'affirrTl al lon de l 'ex /slel/Cf d'un sous-groupe 
I/Ivarianl dont tous les dépla cemC >l ls SO Il I /ch al/geables el qui fsl fo rmé de loutes les 
translations. C'es/la clé gUI dil crmillE lIo /re choIx Pli f aveu r de la géométrie d'Euclide 
parce que le groupe qui correspo nd à la géom étrte de Lobalchcosh Il e cOIIII lIt pas un 
tel sous-groupe invariant. " Dans ce t xle, on voil c1 a.iremellt que la déterm ination du 
groupe d'inva.riance d 'une géomét r ie n 'est pas un exercice d'é ole mais un é lément 
déterminant dans le choix de la géométr i ~ il. laquelle o n va s' intéresser . 

Parmi les apports importants, o n ne peut complètement passer sous s ilence ceux 
de Sophus Lie ( 1842-1899) qui développe cotlsidérab lement la thêorie des groupes 
continus, et donc étend la géomét rie dans la ligne tracée par le programme d'Erlangen , 

Quelques voix discordantes avan l la rupture épistémologique 

Il ne faudrait pas t ire r hiil ivement argument de cette longue liste de progrès vers 
une meilleure com préhf' lls ion des fa its fond a mentall x d , la géométrie pour croire que 
tous les mathémat iciens étaient à l ' unisson . 

En 1869 , la controverse Il'est pas e ne re col11 plèle llient achevée puisqu'on t rouve 
dans une note aux COOlpte-Relidus de l 'Académ ie des Sciences, SO llS la plume de son 
Secrétaire perp'tuel, Joseph Bertrand, des affi rmat ions tout à fait étollll ailtes "au 
cun géomètre deplus Euclide ,, 'n cu nç u de doule sfI'if ux su r 10 ualeur de la somme 
des angles d'un triangle . Vn postulatu m es/ nécessaIre puu r prouver qu 'e lle est égale 
à deux IIngles droits , llIazs l 'évlde l1 ce de ce postulalum permet aux e,'p ,'it" de bo nne 
foi de l'accepter comme U II aJ:wm c, et les rlraleelielcll '; cur·jeux de disputer lion de 
S'III iruire peuvent seuls en contesler l ',t /,idcnce . Ja maiS, 1I0US devo ns l 'avou er, tl OU 

apparut bien nécessazre de l e. ~ rérluire au si lence , La géoméln e ell effet cO llserveralt 
même après sure ès des rlifficultés bien II utl'e lll ent w solublrs ". Son texte, qu i accom
pagne une nou ve lle démonstratio ll de l 'axiome d ' Eucl ide ( Il l S(19'), doit ètre con
testé puisqu'une année plus tard il pub lie une nouvelle nolt' , dans laquelle on peut 
lire "Celui qUI prétend démOli/ru le pos/lilai um d'E u.clide s 'adresse "aturellem en t 
aux esprits asse: diffiCiles pOll r ne pas en adm ettre l 'éVidence el. cher'ch e à leur mon
Irer, dans le tas où ils refuseraient de l'a ccepler, de .• conséquences te llemen t absu rdes 
qu 'il ne soit impOSSible à perSon!!e de s 'y arrêle r. Ce ll e ma lllère rI'cll11lsager la ques
tion est form ellem ell! coti/es tée par plUSieurs géo11l ïrps fOl 'ls distingués qUI 111 'orl fal/ 
l'honneur de nz 'écrire à ce sujrt ", La réfutaL ioll qui su it celte inl r d uct ion de la ote 
es t un peu pitoyable . 

Le changem Ilt cl point de vue qui es t l 'obj.-t d u d ifférend t ient au rôle des 
axiomes de la géométr ie , Po ur le poi nt de V U é moderne (défendu par Poinca ré par 
exemple), ils ne sont que "de .• di fi llllions dégUIs ées" et " !I ll e gfométrlf Ile peut pas 
être plus vraie qll 'UII C au l7'c .. clic pru l seu l m ellt ~tt"e pl us cO Ti/rI/ode". Il s'agit là 
d'une vér ilable rupture épi l êl110 1 ogiq u ~. Les ll1athé lllatlqUt'S ne con' pas là seulement 
omme modèles suggértis pa.r l 'espace env iro nna nt Illais do i\'e nt se développer pour 

e lles- m èmes . 

Ce poin t de vue sera ~ysté m a,isé par Georg Calltor (1 845- 1918) et Dav id H il ber t 
( 1862-1943) dans leurs l rava ux sur les fondements dl' la géo l1lét ri ' publiés au tournant 
du siècle , 
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Controverses en philosophie et dans les arts autour des nouvelles géométries 

Une des dimensions de la controverse autour des nouvelles géométries qui mérite 
un moment d'attention concerne la littérature et la philosophie. Dès 1860, de nom
breux efforts sont faits pour vu lgariser ces géométries. Cela correspond en philosophie 
à. une période de constestal.ion de l'a priori kant.ien t. à l'avènement d'un positiviste 
xtrêmement étroit. On trouve des traces de ce débat n France dans La Revue 

philosophique et La revue de métaphysique et de morale. Nous avons déjà mentionné 
la place prise par Poincaré dans ces efforts de vulgarisation . Mais on trouve aU5Si 
dans "Les frères Karamazov" de Dostoïevski (1821-1881) une discussion assez en
flammée sur la géométrie non-euclidienne. Dans les t raités de pat.aphysique de Jarry, 
on trouve aussi un certain nombre de développements di rect ment liés à l'évolution 
des géométries non- uclidiennes . 

Dans l'art de la fin du XIXème siècle et du J ébut du XXème siècle, on trouve 
aussi trace d'une certaine influence de ceU.e problématique. En fait aborder cette 
nouvelle géométrie dans l'art apparaît. alors comme une oc asion de manifester un 
rejet de la tradjtion ; cela semble souvent la motivation principale. Il y a aussi une 
autre piste: beaucoup d'artistes ont leur imaginat.ion stimu lée par l'apparit. ion de 
la théorie de la relativité, à cause de la modification de la conception de l'espace 
et du temps qu'elle implique et de la nécessité qu' il y a de penser dans un pace 
à quatre dimensions. Albert Einstein (1879-1955), lu i-méme, par tic ipe à cet effort 
de vu lgarisation mais il n'est pas le seu l puisque Poincaré par exemple onsacre à 
ce problème plusieurs chapit res dans ses livres. C hez les scientifiques, on peut aussi 
noter le rôle joué par le livre "Espace, temps, matière" cl ' J/ermann Weyl ( 1885-1955 ). 

Les efforts pour se représel ter la quatrième dimension ont eu cie retom bées pic
turales importantes. Puisq u'i l faut mod ifier la géométrie, pourquoi ne pas la prelldre 
non-euclidienne? Ainsi dans "Le manifeste du cubisme" de Gleizes trou ve-t-on un 
certain nombre de pages où il est explicitement quest ion de géométrie non-euclidienne. 

Dans l 'œuvre de Raoul Dufy on trouve aussi un certain nombre de t ableaux 
de la Tour Eiffel qui se veu lent non-euclidiens. L'artiste qu i a développé ce point 
de vue de la façon la plus systématique est Marcel Ducbamp (1887- 1968 ) qu i, à la 
fois dans des textes théor iques et dans certaines de ses peintures (en particulier "Les 
joueurs d'échecs" ) adopte un point de vue non-euclidien . Dans un texte accompagnant 
ses peintures sur les Montres molles, Salvador Dal; (1904- Il)89) donn com me sous
bassement théorique à sa t.entative la nécessaire modification de la concept.ion de 
l'espace-temps et la liberté offerte par les nouve lles géométries. 

Certaines peintures de VasarelIi engendrent aussi des impressions hyperbol iques, 
et bien entendu Escher apporte sa contribution de visionnaire mathématique en 
étendant aux pavages hyperboliques le champ habituel des var iat ions sur le thème 
des pavages. 

Rôle actuel de ces nouvelles géoméh'ies 

Le rôle des géométries non-euclidiennes ne se li mite pas aux aspects géométriques 
des mathématiques, mais s 'étend à la t héorie des nombres et à l'ana lyse. Elles servent 
aussi de réservoirs de modèles en physique . 
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Le théorème d'uniformisation des surface.5 

L'idOO de base de cc théorème est assez simple . Son expression mathématique 
précise dit que "sur toute surface fermée, il est possible de défillir IIne des tro;. 
géométries fondamentales" . Le Lype de géom 'lrie à considér 'r dépend seulement. 
de son nombre de trous . 

Ainsi , si la surface n 'a pas de trou , c'est la sphère, f't nous savons qu'existe 
sur elle la géométrie sphérique. La seule façon d fabr iquer une nouvelle surface à 
partir de la sphère consiste à. identifier les points antipodaux : on obtient ainsi le plan 
projectif réel (bien que non orientable, cel objet t'st d 'un intérêt fondamental puisqu'il 
s'identifie à l'espace des direct ions dans l'espace à Irois dilllensions) . 

.. .. : . .: .. 

Figure 7. Le plan proj..ctif réel conllrlP quo/;e,,/ d~ la sflhi'n'. 

Cette façon de const ruire une nou vell > surface en identifiant des point.s est un 
procédé général nou allons l' i nterpréter comme la construction du quotient d'une 
surface par un sous-groupe de s n groupe des isomet ries. Pour que la surface obtenue 
par ces identifications n'ait pas de points s ingu liers, il ('st indispensable que ce sous
groupe opère discrètemen~ et sans point fix Dans le cas du passage de la sphère à 
l'espace projectif rOOI, le sous-groupe de 03 en question a deux élément" : la trans
formation identique et la multiplication par -1. II ér ifie dOIl ces deux propriétés . 

Dans le cas du plan euclidien, il y a beaucoup plus de sous-groupes discrets du 
groupe des isométries ce qui do nne plus de possibilités pour n fabriquer des quo
tients . Il y a en effet les réseaux, i.e les sOlls-groupes du groupe des translations du 
plan isomorphes à Z a:l Z . La surface obtenue ainsi est un tore . Cela nous amène na
turellement à élargir aux parallélogram mes la représentation du tore comme rectangle 
dont les ôtés OppOS 's ont été idcnt l fié..~ (l a première idelltifi cation des côtés donne un 
cylindre. puis, lors de la d uxième . les cercles formant les deux extrémités du rylindre 
sont recollés) . Là encore. c'est la possibil ité de déformer les sous-groupes discret.s du 
groupe des déplacements euclidiens qui offre la possib il ité dt' créE.'t plusil'urs métriqups 
localement l'uclidiennes sur le tore l pou rtant lion isomé\.riqut's. 
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Figure 8. Un réseau dans le plan et le tore en résultant. 

Le cas le plus intéressant est celui de l'espace hyperbolique· car on dispose dans 
ce cas de nombreux exem ples de surfaces obtenues comme quotients . 

Figure 9. Le domaine fondamental d'un tore à deux t rous dans le modèle d u disque. 

On obtient ains i des sous-groupes du groupe des isométries qu i sont discrets et 
les quotients sont tous des tores à 2 trous ou plus. Ils se construisent encore en 
recollant les côtés du domui"e fondamental (i.e. le plus grand domaine dans lequel 1 
sous-groupe n'ajamais deux p ints d 'une méme orbite) . Dans le cas présenté dans la 
Figure 9, le sous-groupe par lequel il faut diviser l'espace hyperboliq ue est engend ré 
par les symétries (de la géon étr ie hyp rholique) au tour des cercles qu i bordent le 
domaine fondamental . 

L'autre point important pour cette di cussion es t. déjà vu par Poincaré : c'est la 
possibilité d'un lien avec la théorie des nombres. En effet la description donnée Lout à 

* Malgré le choix que nous avons fait pour décrire son groupe des isométries, nous pren

drons comme modèle le disque de Poincaré. 

300 

Bulletin de l'APMEP n°389 - Juin 1993



l 'heure du groupe des isométri s comme espace de matrices nous inv ite à. considé rer le 
cas parti cu lier des mat rices qui O ll l des coeffi cienlS ent iers ou véri fi ant des pro priétés 
de ongruen("e5 arithmétiques. Les sufaœs obtenues en formant res quotients ne sont 
pas nécessairement fermées . 

Le point de vue dynamique en grométrip 

Un point de vue est pou r le mom nt absent de l' im age que nous avons donnée de 
la géomét rie : c 'est l'aspe t dy na 1ll ique, qu i est un des tournants des mathématiques 
du XXème siècle, pressenti par Poin caré et Hadama rd . 

Le point de dépar t est 1 suivant dans l'espace eucl idien , il est possible de 
défi nir les droites c mme les plus QUrLs chem ins entre de ux quelconques de leurs 
points. JI est donc nat urel de s' intére"-ser dans des géométr ies plus générales, où la 
notion de longueur est bien d'finie (comme la géométrie riemannienne par exemple), 
aux plus courts chem ins, encore appel 's géodislques . L'équation qui permet de définir 
lo calement les géodési'J ues est une éq uation différent ielle du second ordre. Ce principe 
général étend bien ce que n us savons dans le plan euclici ien puisque les géodésiques 
y sont des droites, donc des CQ ur es d 'accélérat ion nu lle. 

Le point un peu su btil es! que , ponr faire appara ll re une dy u,lI 1iqll , il ne faut pas 
penser en termes de n lou\'elll ents de p oi ll t~, Ill ais en te rmes de var iation de la vitesse. 
C'est. en effe t a u niveau des vec teurs-vitesse des cou rbes que se sit ue la dynamique, 
pu isq u'à ce niveau nOlis pouvons réduire l 'éqll at ion rli fférentielle des géodésiques au 
premier ordre. 'eUe id";e fond alllelllale a été introd ult{' pa r P incaré, et rep rise par 
Hadamard de façon plus systémat ique . Le flot que défin it ceLl.e pquation diffé rentielle , 
appelé le fio l géodéSIq ue, consiste dOliC , à par ti r d 'une osilion initia le à l ' instant zéro 
qui est un vecteur tangent n un certai n poin! , il assoc ier à l' instant t le vecteur
vitesse de la géodésique détl'rminpc par le vec teur- vitesse initial. L'espace dans lequl.'l 
vi l ce fl ot est l ' space ri es vectf'urs taugents à la surface . Il es! cependant possible 
de normaliser les courbes pour 'lu 'elles soi nt pnrCOUrlJ('s à viLc$se onstante , ce qui 
signifie que leu r ec l.l'lI rS-v ilesse SOll t de longueur constante. L'espace dans lequel il 
fau t donc t ravai ller est fi nalement un espace à. 3 dimensions, deux dimensions pour 
repérer le point où est a ttaché le vecte ur et Ulle d imension qui donne l 'o rientativn du 
veet ur unitaire dans le pla n tangent. 

Ainsi , pour le p lan euclidien , l 'espace à considérer est le produ it du plan par le 
cercle . En géométrie hyp,'rboliqIJC, c'es t. le dem i-plan dont on doit prendre le produit 
par le cercle encore une fo is Quant à la géomptrie sphérique, on trouve pour ce cas 
que l ' space adapté est formé par le groupe des rotations de l'espace euclidien à trois 
dImensions. 

Pou r penser les cho!;CS dynamiquement. , il nous a fallu passer de 2 à 3 dimensions. 
Il y a une difficulté supplémenta ire s i l'on veut se représenter ce qu'est l'espace des 
vecteurs tangen ts de 1 ligue ur 1 à une surface plus compl iquée comme un Lore à 
p lusieurs t rous. JI faut cn effe t IIne oprration plus complexe que seulement prendre 
le !l rod uiL par le crcle : pour rappeler le faiL que l'opérat ion consiste bien à. prendre 
un prod uit la alement (Ill a is pas glohal ment comme nous avons déjà pu le onstater 
dans le cas de la sphère), on lui don ne aujourd'hui le nom d ' ps pa ce fibré un itaI re. 

La dynam ique q"" M fi ll it le flot gpodésiqul' dans le fi bré unitaire d'un tore ayant 
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au moins deux trous est très compliquée. Elle vérifie une propriété importante, dite 
d 'Anos ov, que J'on peut décrire ainsi : l ' pace qui a 3 dimensions se décompose en 3 
directions, la première étant celle du mouvement; le long de la seconde, transverse au 
mouvement, les longueurs se ontract. nt et le long de la 1 roi ième, encore transverse 
au mouvement, les longueurs se dilate t . 

En géométrie hyperbolique, cetLe propriété se voit très bien : elle est illustrée par 
la notion d'horocycle. Il est pills commode de la di cuter dans le modèle du disque de 
Poincaré . Plaçons-noUB en un point d 'une géodésique que nous supposons parcourue 
dans un sens bien déterminé (rappelons que dans ce modèle de l'espace hyperbolique, 
il s'agit d'un cercle orthogonal au cercle à l'infini). Il y a alors , en plus de la géodésique 
elle-même, deux cercles du plan qui sont distingués eL appelés les horocycles : ce sont 
les cercles passant par le point où nous sommes et tangents au cercle à l'infini aux 
deux points où la géodésique atteint l'infini. Du point de vue dynamique, il faut 
décrire les horocycles dans le fibré unitair ,c qui peut se faire ainsi : le point où 
nous sommes est le vecteu r-vitesse de la géodésique parcourue à vitesse-unité dans le 
sens croissant, eL les courbes obtenues en prenant les vecteurs unitaires normaux aux 
horocycles qui passent par le vecte ur-vitesse de la g'odésique . Les deux directions 
que nous venons de distinguer dans Je fi bré unitaire sont. celles qui sont contract.antes 
(pour l'horocycle asso ié au poin t à l'infin i posit if sur la géodésique) et. dilatantes 
(pour l'autre horocycle). Du point de vue dyn amique, ces directions sont appelées les 
variétés stables et instables. 

horocycle négatif _ horocycle positif 

Figure 10. Une géodésique hyperbolique et les horoc.yeles qui lui sont attachés. 

Ce système dynamique a des propriétés extraordinaire d'ergodiciU (cf. [I]) , ce 
qui signifie qu'il est extraordinairement mélangeant et extrêmement haotique. La 
définition mathématique rigoureuse s'énonce aiosi : toute variable défin ie dans cet 
espace a une moyenne temporelle (obtenue en prenant la moyenne des valeurs de 
la fonction le long de l'orbite de la dynam ique) égale à sa moyenne spatiale. Une 
formulation parlante possible est de dire qu'il y a perte complète de mémoire de 
l'histoire le long de la traj ectoi re puisqu le fait de su ivre la trajectoire r vient à 
moyenner dans tout l'espace . 
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CelLe notion d'ergodicité sc rencontre en mécanique sLati.st/que pOli r les syst~mes 
ayant un grand nombre de partiwll's, en dynam ique des gaz par exemple. En effet 
dam; un gaz en équilibre les traj cloires des 1110lécul s du gaz ~ont tellement chao
tiques que celles-ci "voient" un(" moyenne spatial de ce q ui se passe dans le gaz . 
Les physiciens ont considéré longtemps que ces propriététes d 'ergodicité étaient at
tachées aux modèles à un très grand nombre de degrés d liberté. Ces systèmes sont 
très instables, donc resqu'irnprév isi b les, et des approches probabi listes sont a priori 
nécessaires pour en 'tudier le comporlement. La surprise est de retrouver ces pro
priétés dans des systèmes ayant un pet,Ît 11 0n lb re de degr's de liberté. Le modèle que 
les physiciens privilégie, à la suite des travaux de Kolmogorov et Slflai, est celui des 
billard,. concaves : on part d 'un billard dans lequel on app lique les lois habituelles de 
la réflexion , et, si le bord t totl cave, df's trajectoires proches avant réflexion peuvent 
s'écarter ensuite beaucoup . Les sudaces rermées à courbure négative montrent une 
sensibilité analogue aux condit ions in it ia les, et sonL devenues de ce fait le prototype 
des études des physiciens intéressés par la mécanique sta.tistique. Comme cetle pro
priété est directement liée à leur caractère hyyperbolique, nous voyons donc cette 
géométrie a priori inl roduite comme lin défi à la Nature servir de modèle pour des 
systèmes physiques. 

Les mathématiciens ne se sont pas ar rêtés à. la d im nsion :.! ct ont aussi con
sidéré des géométr ies hyperbol iques en dimension 3 el plus. O n y rencontre des 
phénomènes intéressants dont certains son l des extensions de ce qu 'on constate sur 
les surfaces, mais d'autres sont nouveaux . Aillsi , il y a encore Ullicité de la géodésique 
joignaut deux poinls quelconques, comme Elie Cartan l'a montré, les propriétés dy
namiques comme l'ergo rl icité persistent aussi. Par cOlllre, dès la dimension 3, il y 
a un phénomène radicalement nouvea.u le comportement à l'infini capture toute la 
géométrie ce qui est faux en d imension 2. \1 est d venu tradit ionn 1 d'appeler cette 
propriété la ngidilé. Son étude est " l1 cor" un suje t très actif d 'étude. 

Un aperçu sur deux résultats récents en géométl"ie hyperbolique 

Terminons par une évocation rapide de deux résultats 1 rès récents sur d ques
t ions li 'es à la géométrie hypcrho liqu 

Différentiabilité t algébricité des feu illetages d'A nosov 

ne jonction assez extraordinaire de la géomé~rie hyperboli que avec l 'analyse, 
connue depuis Poincaré, a reçu r écf'm rn en~ une illustration spectaculaire. Nous avons 
d ':jà pari ' des variétés stables et iustables qu i exisu'nt dans les systèmes dynamiques 
d ' Anosov . En géométrie hyperboltque, ils s 'i dentifient aux horocycles qui donnent 
lieu dans le fibré unitaire à deR courbps lisses qu i s 'empilent les une sur les autres de 
façon lisse aussi . Lorsqu'on consid' re des métr i qllc~ à cou rbure variable, ces var iétés 
stables et instables continuent à être lisses mais leur empi lf>ment devient a priori très 
erratique. 

Un très beau résu ltai, à ce sujet vient d 'elre obtenu en 1991 en d imension plus 
grande que 2 par Benoit, Fo ulon et Labourie "si l 'empilemen t des variétés sta
bies et instables est régu lier, alors la géomét.rie de l 'espace est hyperbolique ou une 
génpra/isation algébrique Je la géométrie hyperboJi4 ue" (i ntroduite par Elie Cartan et 
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appelée gêométrie des espaces symét rique ') . La preuve (difficile! ) est un mélange ex
emplaire de géom 'trie différent ielle, d 'analyse et d th 'ori .. des systèmes dynam iq ues . 

Géométrie hyperbolique et théorie des nœuds 

Pour terminer, il est. int ' ressaut de donnpr une appl i ation oe a géométrie hyper
bolique it.la théorie dt:s nœuds . Pour Ul! mathém,üiclen, un nœud est une application 
du cercle dan J'espace ord in aire R J , t les topologues ont appris depuis longtemps 
que déterminer si deux nœuds sont les mêmes à déformation près (i .e . sans couper 
le nœud) est un problème d iffic ile. Une bonne façou pour l'aborder est d'étudier le 
complémentaire du nœu d dans n 3 , bien que cetLe approch paraisse à première vue 
paradoxale. 

Si le nœud est ass ;{, compli qué, un théorème extraordinaire, démontré par Wil
liam Tburston il y a moins d'une dizaine d 'anuées, d it que "/e complémentaire d'un tel 
nœud possède une géométrie hyperbolIque" (à trois dimension bien su r) . Alors, grâce 
aux théorèmes de rigidit.é que 1l0US avons évoqués au paragraphe précédent, on prouve 
que le nœud est caractérisé par le groupe fondamenLal de ce complémentaire , qui e t 
un group discret, sous-group du groupe des isométries de l'espace hyperbolique de 
dimension trois qu i s' ident ifie, lui , au grou pe S1 2 ( C) des matrices 2 x 2 à coefficients 
complexes et de déter minant 1. 

On peut faire opérer ce groupe dis 'ret sur l 'espace à l' infini dl' l'esp ace hyper
bolique de dimension 3_ Celui-ci s'ident. ifie au bord de la boule de dimension 3 
(l 'analogue du modèle du disque de Poincaré dans ceLLe dimension), qui est donc 
une sphèr de dimension 2. Dans el itinérai rt', nous nous rapprochons de plus en 
plus d'un des domaines créés par Poincaré . à savoir l'étude de certai ns sous-groupes 
di crets de SI2(C), les grou p fuchSle!ls, domaine d'un grand .. com plexi té, dans la 
compréhension duquel des progrès substantiels ont été faits récemment , essenti lIe
ment par des méthodes géométriques. 
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