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Cet article présellte I//le varialIIe de f'exerc!Cl' bie/l 
COll/lU Salis le /lom de "parcol/rs de l' illdécis'' , Celle 
l'a r iallle eSI /latl/relle , puisqu ' elle se cOlltellle 
d'aJourer encore 1II1 peu plus d'i/ldécision à /'illdé
cis , elle est éga/ell/ell f très facilemenl program 
mable Sllr micro-ordin(Jlew; el conduit à de jolies 
images, très à la mode, les f racIales . 

L'Indécis systématique 

Rappelons d'abord la règle du jeu de cel exercice classique; un individu 1 . 
représenté par un poi nt du plan, Qésil. entre ptusieurs .mi(e)s' A, B, c. .. 
Depuis sa pos,t ion initiale, notée ~ , . il sc dirige d'abord vers A, enligne droi
te. mais change d'avis il mi -parcours , ct se dirige alo,,; vers B, pUIS change 
d'avis ~ mi-parcours Cl se dirige vers C, etc ... lI se dirige ainsi vers chacune 

I-Poor améliorer ln lisiblh.é de. ce ",xIe. no", ~ar<k",ns le genre féminin aux amies 
par 1 •• uiIe, . . . 
BuJ~rlll APMEP - II- J91 . {Jir:brfb. .,Q9_~ 
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de ses amies dans un ordre ircul:tire, el r on conslate que son parcours 
s 'approche d'un partOlm limite. 

A 

B 

c 

Ln méthode classique consiste à éludier la suite des posilions de 1 (notée 
(ln» en la définissant par récurrence ; si pour fixer les idées, nous supposons 

que l'indéeis 3 trois amies A, B el C, les points ln sont définies par: 

13n = h(:ohBohA (I3n-3) 

I3n.l = hAohçohB (13n - ~) 

13n+2 = hBohAohe (l3n . t) 

en appelanl hA l'homothétie de centre A el de rapporl t , de même pour ha 

et he. 

1 
Les trois composées sont des homothéties de rapport 8 , el de centres res· 

pectifs K, L el M. 
On a ainsi : 

13n = hK (13" .3) = (hK)"(lO) 

13,,+1 = hL (13n . 2> = (hL)"(lr) 

13f1 +2 = hM (13. 1)= (hM)"(11) 

On en déduit que : 
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(1)" Kl3" = 8" KlO et donc que 13" est aussi proche qu'on le veul de 

K. On 1F.nIC de même les trois autreS sous·suites. 

A~_~ 

AinSi. la trajectoire limite est le triangle KLM. Remarquons également 
que. si 10'" K, alors : 

I, = hA(K) = L puisque hAohc<>hB (hA(K» = hA(hcohsohA(K» = "A(K) , 

ce qui prouve que hA(K) est Invariant par hL, c'est donc L. 

On peut donc carnctériser Je triangle (KLM) par: L eSlle milieu de [KA]. 
M esl le milieu de [LB] et K esl Je milieu de [MC]. Sa construction eSI clas
s ique: cherchons par exemple l'inl ersec tion de (AK) avec (BCI : 

de hK = hc<>hBohA' on peUl dédUire que hKohA -1 = hçohB: celle transfor-

m.tion esl une homothétie de rapport k et dont le cenlre st au tiers de 

[BC) du côté de C. la droi te (AK) passe donc par ce peinl . 

Le parcours de l' indécis systématique eSI mainlenant identifié. celte 
Inémode se généralise à un nombre quelconque d·amies. 

l'indécis aléatoire 

Supposons maintenant que l'on modifie la règle du jeu: l'indécIS COnll
nue à e diriger vers l'une de ses amies. il continue à changer d'avis h mi 
parcours. mais fall alors un tirage "u son enue les amies et sc dmge vers 
coUe que le son a désignée ... peur changer à nouveau d'avis il mi parcours. 

Lorsque le tirage au sort se fait entre IOules le:; amies, avec équiprobabiJi · 
lé, il esl facile de conSlaler par une simulation sur micro-ordinateur. que le 

parcours de l'indécis doit être dense dans le lriangle ABC (ou plus générale · 
Blillà,. "PMEP · IJ~ 391 - Dktwlbr~ 1~lJj 
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ment dans renveloppe convexe de rensemble des amies). Mais les choses 
deviennent plus surpreoontes lorsque ["indécis chOisil. aléatoirement, une 
amie différeme de celle vers laquelle il sc dirigeait. On constate qu ' il semble 
y avoir des positions "interdites", el que l'indécis semble confiné dam; un 
lerritoire tounnent!! .. , 

Pour examiner celle situation, prenons un cas particulier : il y a quatre 
amies. disposéeS aux sommets d'un carré(ABCD). Nous choisirons un repère 
tel que les points A. B. C et D aient pour affixes respectives: 0, l, I+i et i, 
que nous noterons a, b, c et d. 

Considérons alors III suite des am"es (l;) de l'indécis el appelons (h;) la 

suite des centres des homOthéties de rapport t qu' tI subil.On a donc la rela

oon de récurrc nCe : 

1 
z;+ I' hi= 2' (z, - hi) soit 

1 1 
ll+ t ~ 2' h; + 2' z; (0) 

Ceue relalion de récurrence se résout facilement, par exemple en combinant 
les égalités obtenues, et donne: 

; ." 
1 ~ lin . ; 

Zn =-zo+ ~ -.-
2n ;=1 2' 

(1) 

On voit donc que le point d'affixe Zn est proche d'un poi nt dont l'affixe 

est donné par le sigma. Ce point dépend de la suite des homOthéties ct non de 
la position initiale. 

Considérons mruntenantlcs complexes de la forme : 

j . +- i 
,~ L !!.-

; ~ 1 2' 
(2) 

où (un) est une sui te de complexes choisis dans l'ensemble { O. 1. I+i • i }. 

Ces séries sont convergentes: si 1'00 considère les parties réelles et les pur
ties imaginaires. ce SOnt des nombres de l'intervalle [0; IJ écrits en base 2; 
On peut même. si on le désire. considérer les quatre valeurs poSSIbles de hi 

comme les quatre chiffres de l'écritw'C d'un nombre com plexe en base 2. 

Supposons maintenant que l'indécis suit une des règles R (par exemple la 
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règle syslémalique R" du premier pi.lrJgraphc, Ou la règle Ro, de l'UldéclS 
aléaloire), qui précise commenI peuveOl êIre chOIsies les homothé lies succcs 
sives qu'il subit. A chaque régie est associée un ensemble de nombres com
plexes t de la forme (2),2 

Définition 
On appelle Terriraire de /'j/ldécis l'ensemble des points dOnl l'affixe t 

CSI donnée par (2), On note T(R) ce telTitoire, 

NOire définItion SC justifie par les afflfTTlaùons suivantes : 

- L'ensemble T(R) est stable par Ioule suite d 'homO!héties qui suit la règle R: 
il suffu d'appliquer à t 1. fOl1llule obtenue plus haul (formule (O)), 

-Toute position de J' indécis, quelle que soil sa posilion initiale, eSI aussi 
proche qu'on le veul d' lln élémenl de T(R), Soil en eefel : 

Z 
'1 

,= 
l 'Ç' hn_i = - za + .L..J - _- -

2" i = 1 2' 

_1 zo+ll - rn) n 
où r n es. le reste 

2 

d'ordre Il de la série 1 Cl donc : 

IZn - t I!> -+. lzu-2n(n l qui peu l être rendu aussi 
2 

_ '1 ( k peUl qu on e veUl r" < -
2'1 

où k esl Ulle constante), 

Il esl mainlcnalll possible d 'exam iner les cas particuliers: 

T(R.l, le lerri toire de l'indécIs IOlalement alémoire, 
est l' inlérieur du carré (ASCO) 

Dans cc cas le.< Uj sont quelconques el le lelTilOire T(Ro) est alors formé 

de 10US les poinlS d'affixes de part Ies réeUe el imaginaire quelconques dans 

2be façon plus pri:cise. la IlJite œS·(llj) \'énfie: pOur tout n. ;1 c~is l e ~ el Il cxish= 

.(hi) suite ile p centre s fho~tlléll" .. ri<fa;sa", R, le1s que ui ~ ~p_j. pour toul i de: II 
O:p, nJ, ~l l e définition monlre q LIe les prcmief8 "cMlres" dt 1 con:espondem au" 
homulhélÎc~ bites "e.(I demier·~ . . 
RIJle,i,.APMéP - /1- Jt;1 - "lr:oVlllK. 199J 
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l'intervalle [0;1] . 

T(R,), le territoire de l'indécis syslématiquc est 
formé de quatre points, sommets d'un carré, 

Dans ce cas en effet, il n'y 3 que qualre possibilités pour 1 ; 

d c badcba 
1,=-+"""1'+) + .+-)+'"6+,.' + '" 

22222222 

cbadcbad 
11 =2" +;r+?+ 24 + 1+~+ 2' + 2'+'" 

bad cbadc 
11= - +2 + J+4+5 + 6+ ~ +I+ ... 

2 22 22222 

adcbadc b 14= - +,+,+,+,+.+--.,+,+ ... 
22222222 

On a ( ~ors ; 

16 " = 8d + 4c + 2h + a +1, ' et l'on ltQuve " = ~ + ~ , et des 
S S 

résulWts analogues. En paniculier, les quatre poinls d'affixes ' j sont les som

mets d 'un carré uHérieur au carré (ABCD). 

On peut bien sûr relrouver ces résultaIs en composanl les homolhé,ies 
comme dans la première partie. Remarquons au passage que la relation oble· 
nue montre que le point d'affixe l , esi barycenlre des polOts A, B, C el D 
avec les c fficients l, 2. 4 el 8. 

T(R,) le tcn'itOlre de rindécis aléaloire est un 

ensemble fIaCllI l 

Nous appelons II/décIS aléaloire, un individu qui suit la ~gle R2 ; chan
geant d 'avis à mi·parcours, il se dirige vers Wlt al/Ir. de ses amies; il est 

ainsi plus cohérent que l'indécis tOWemenl aléatoire qui peut évenluelle
menl. se ding.r plusieurs foi de suile vers la même amie. 

Les arnxes des points de T(Rû sont donc les tels que deux Uj consécutifs 

soient lOOjOurs dt.llinclS. autremenl dit donl le développement en base 2 ne 

BuJJ"c/J'1 A,pMEP . II- ;91 Dk~"IM' 99.J 
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contient pas deux "chiffres" consécutifs ég.1UX. 

Voici une r eprésen~'\lioll de ce temtoire: 

(quelques points parasites subsistent sur celle image obtenue par ordinateur. 
en particulier le pet it carré cemral qui représente la posi tion lOitiale de 
1 "indécis.) 

Cet ensemble peut égalemen t etre décrit par "soustraction": sont à reje ter 
les complexes de développement n oase deux : 

O. " a . OU O. b b . . . . ou O. cc . . . . Ou 0, d d . . . : o n est 
amené à enlever les quatre "coms' du carré (ABCD) : 

pui' les complexes dont le développement en lxlSC deux est : 
O . . a a .. . ou O. , b b " , ou 0,. cc , . , ou encore 0,. d d ' , , 

On applique la mCme procédure d'écomcmcnl à chacun des quatre quarts du 
carré : 
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ct ainsi de suite: 

~ -. r 
L J r ... 

II- ~ Il ... ~ Il 
r J [ ~ 

. ~ 

Prolongements 
La situation décrite peut bien sûr être génér:lllSée: modifier le nombre des 

amies ne change pas grand chose. Contentons-nous de modifier le "degré 
d 'attraction" de chacune des quatre anues, et jouons sur les règle RI ct R, : 

Pour 1" règle ~ , l'indécis totalement aléatoire , on peut observer deux 

phénomènes : 

- si les amies sonl très auiranles, (rapport d 'homothétie plus grand que ~ . 

Bu/k M MMEP . ~ 19/ - DJc.mbr~ J991 
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le territoire de J' indécis est le carré ABCD tQut entier. oomme quand le rap

port d'homolhétie est ~ , mais il semble ne pas se remplir de façon unifor· 

me. 

- si le rapport d'homothétie est inférieur 11 î . le territoire se fragmente 

de plus cn plus; dans le cas du rapport ~ . par e~ emple, nOire formalisation 

montre que le territoire de l' indécis est le produit de l'ensemble de Cantor 
par lw-même : 

La formule (0) devient : (0) 

u' 
et le territoire esll'ensemble des points dont l'affixe est : r = 2 L - ~ 

1 
;_ ] 3 

où u,. est choisi dans ! O. l , 1+; ,; 1: les parties réelles et imaginaires des 

nombres 1 sont donc les réels de [0: 1] dont le développement triadique ne 
contient que des 0 et des 2 

Les territoires les plus joliS sont obtenus avel: la règle R" qui "fractalise" 
les territoires précédents, et eo prenant des rapports d'homothétie proches de 

1 
2 ' 

Conclusion 
La silUation décrite dans cet artic le n'est pas d'une grande originalité; on 

trouvera par exemple dans l'article de Daniel Goffmet référencé ci-dessous 
l'étude complète d ' un problème assez voisin. Nous voulons sunout montrer 
que des exercices classiques peuvent être revisi tés. Une dernière remarque : 
c 'est souven t l'informatique qui permet de IeUes expériences, et ce fut le cas 
en l' occurrence; il est en effet tellement facile d'obtenir une mullilude 
d·images. en modifUlll1 un peu la règle du jeu. et il est normal que certaines 

des images obtenues soient in téressantes, .. 
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