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lNTRODUCflON 
.La circulation est affreuse., On entend cette phrase un peu partout, sur

tout au x heures de pointe , Une idée pour améliorer la situation : donner à 
toules les rues et avenues de la ville un sens unique. Dès qu'une ville prend 
celte décISion, c'est aux ingénieurs de se demander : "Voici le plan de la 
VIlle, Petit-on choisir un sens pour chaque rue de telle sorte qu'on pourra tou
j ours conduire d'un point à un autre ?~ ) 

Un peu de réflexion les amène 11 une condition nécessaire pour uoe 
réponse posiuve: 

(!) JI raut qU'Il n'y wt aucune rue dont l'omission oupe la ville en deux 
parties, l'une séparée de l' autre, Car, si une telle rue existe. en lui donnant un 
sens on ne pourrait aller que d'une des parties 11 l'autre. sans possibilité de 
rentrer. 

Le but du présent article cst l'exposiLion d'un théorème classique de 
Robbins [RI: La condition (!) est suffisante ! L'argument de la preuve est un 
bij ou di abo lique, qui contient d ' wlleurs la f.çon de trouver les _sens 
uniques_ désirés pour chaque rue .. , 
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La d~moll$tration est dans le cadre de la théorie des grnphes, dont on rap
pelle les pornlS esseotiels. 

Les .uteuI ont profité de l'hospitalité des universités de Bielefeld 
(Allemagne) ct Charles ( R~publique TciX:que). Ils remercient B.Malgronge 
pour son intérêt. 

Le théorème de Robbins 
D'abord, quelques rappels de la théorie des graphes : on nOIe par 

o = (A,S) un graphe, A el S étanl les ensembles des areus et sommets de O. 
Pour simplifier l'exposé, on demande que les sommets au bord d'une arête 
soient distincts et qu'ils détcmlÎnen t l'arête qu'ils bordent. Une orientation 

d'un graphe, Il = (ii) ae A est un choix d'une orientation pour choque arête, 

c'est-à-dire la désignation d'une soura ct d'un bUI de l'arête. On note par 

-ii .d·autre» orient.a.Lion de a. 
1 . DeANmoN. - Soit Il une orientation d'un graphe 0 = (A,S). AlorS (0, () ) 
est fon.ment connexe SI, pour choque x.y E S, il existe un chemin dirigé de 
source x el de bUI y, ainsi qu ' un chemin dirigé de Soulce y el de but x. 

(Un chemin dirigé de .ource x et d bUI y est une suite al , ... , (l. E A lelle 

que la source de al eSlx, le but de Ci: est)'. cria source de Ci 1+ 1 est le but 

de ëi , i"<?I). 

Étant donné un graphe 0 = (A,S), eXlste-l-il une orientation () telle que 
(G,U) soit rortement connexe? Evidemment, il faut que la condition suivante 
SOil vérifiée: 

(Ci) G est connexe. 
Mais il faut aussi que : 

(Cii) Pour chaque (l'E A.G - (int a) est connexe. 

(int a est a moins les sommets au bord). Parce que sinon, si Ci est une 

orientation de ex. il n' y aurait pas de chemin dirigé du but de Ci à sa source. 

2. THWtŒME (Robbins). - G = (A.S) possM~ un. ori.nrarion jort,mml 
connexe si., seulement si ICi) et Cii) sonl vlriflées. 
Pour la démonstration, On remarque que (Cü) est équivalent à : 

(Cü') Choque arête aE A apparuent à un cycle. 
On commence par un lemme. 

3. LEMME. - (0,0) estfortement connexe si et seulement si 
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(i) G el co,mexe. 
(ü) Chaque arél< Gr <' A appartie/ll à un cycle oriemi. 

D'mollstration. • Le fait que 1. fone connexité de (G. 9) implique (i) et (il) 
n'est pas dtfficile et on le laisse au lecteur. 

Supposons donc que (G.9) satisfait (i) et (ii). Soient X.y <' S: il f.ut trou· 
ver un chemin dirigé de source x et but y. On sait par (i) que G est connexe. 

Soi t y un chemin (voir 1. 
y figure) entre .t ct y, et soit Gr 

E A la première arête ren· 
contrée en parcourant y de x 
à y, qui est orienté "dans le 
mauvais sens_ (c'est-à·dire 
vers x). Alors, Gr appartient 11 
un cycle orienté c,par (ii). En 
remplaçant y par 
(y - a) u (c - a) , on s'est 
ainsi rapproché du point y, 
Après un nombre fini de sub

s~tutions de ce Iype (borné par le cardinal A!), on a onstruit un chemin diri· 
gédexày . • 

Le théorème 1 est une conséquence d'un résulul! plus fon. On verro que, 
11 partir d'un graphe G = (A,S) qui satisfaIt (Ci) et (Cii), on peut prendre les 
arête dans n'impone quel ordre, et les munir d'une orientation qui sera. 11 la 
fin du processus, fonement conne ... 

4. Dt!FJNI11oN .. Une oriematit>/I partielle O,est un.c orientation (a}" . / des 

arêtes d'un sous ensemble 1 de A. Si 8, est une orientation partielle d'un 

grapbe G, un cycle /10/1 cOn/radie/oire (CNC) est un cycle c de G leI qu'on 
puisse étendre l'orientalion 0/ en une orientation o pour laquelle c est orienté. 

5. ThffiREME. . Soit G = (A,Si /ln graphe, el soi, O. 1. 1 c A une orientation 

partielle. Alors il existe une extension de BI tn une on·entation 8 forttment 
connue si et seulmsellt si 

(Pi) G eSI co""exe 
(Pii) chaque arête Gr <' A appartielll à U/I CNe. 

Remarque: En posant 1 = 0 , le théorème 5 implique le théorème 2. 
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DEmonstration : Par récurrence sur le cardinal de A - 1. Si A = l, on conclut 
par le lemme 3. Supposons 5 vrai si card(A -1) :;; k. Remarquez qu 'il suffit 
de démontrer que Pi) et (Pii) impliquent l'existence d ' une extcnsion fone· 
ment connexe (J ~ (JI ; l'argument dans l'autre sens, d'après le lemme 3, est 

banaL 
Soit G = (A,S) un graphe, avec une orientaUon partielie (JI telle que card(A -

1) = k + l , et telie ue (Pi) et (Pül SOnt satisfaites, ChOIsIssons une arête a G 

A - 1. Si on peut lui donner une orientation a (ou ~) le lle que (JI vI ii l 
satisfuit (Pi) et (Pii), On conclut par récurrence . 
Supposons le conlfaire : 

(0) ni (JI v/ii) lU (JI v /- ii) ne satisfai t (Pii) «Pi) est évidemment 

satisfail), ct cbe",hons une contradiction. 

Alors (voir figure), comme (JI vI ii) ne salisfait pas (PÜ), il exisle une 

arêle Il qw n' appartienl 11 aucun CNC pour (Jlv/a). Mais par hypothèse, fJ 
appartient Il un CNC pour 9, 
(Qpl Cbaque CNC Cp (pour (JI) qui contienl fJ contient a CI induil l'orienta· 

lion -â sur a. 
Le même argumenl, appliqué 

à (JIu/-a). montre qu'il existe 

une arête 61elle que 
(Qd) Chaque CNC (pour 91) qui 
contien t Ô contient a ct induÎl 

l'orientation Ci sur a .. 

Par récurrence, de tel. CNC 
exiSlenl. Regardons 

C - (Cr (a) v (Cr fa)). 

Alors, C SI un CNC pour (JI' 

t! C contienl à la fois {J el 6, cc qui contredll (Qpl et (Qd) , el donc (0); ceci 
établit le théorème .• 

Un exercice: 
Alors, la preuve, vous r avez comprise? On appuque le même raisonne

ment pour l'exercice suivant, qu i sen de base .algébrique. à une généralisa

tIon rOLl. 
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6. DtANI110N. - Soit Z' le groupe aMhen libre à n générateurs. Unc base 

de Hilben pour Z' 1 est un sOlls-ensemble B = {bt, ... , b, ) de Z' tel que. 

1 

pour chaque VEZ" 1 il existe n: e N tel que v = L n;h, 
j = 1 

Par exemple, si B ' esl une base de Z' , alors B' u (-B' ) ainsi que 

B' u { - L bi} sonl les bases de Hilbert de Zn. 
b,E8' 

Exercice. - Soi t 8 un sous ensemble de Z' . 11 ex.iste e. e {I , - Il pour 

chaque b e B, tel que eB = {eob;b e BI esl une base de Hilbert de Z' si et 
seulement si 
(Bi) Les éléments de B u (- B') cng.ndrenl Z' comme groupe. 

(Bii) Pour chaque {3 Ë B il ex.isle nr~eZ , m t,. O , le i que 

Lnrfb=O 
beR 

Au travai l! 

Bibliographie 
lRl R.E. ROBBINS. - A theorem on grophs witlr an app/ica/ion tG a prob/em 
o[/raffic control, Amer. Malh. Monlhly 46 (1939), 281-283. 
[GLI P.GREENBERG, M.LOEBL. - Slro llg cOllncclivi'Y [al' polylredral com
plues, à paraître. 

Su/lelitt APMEp · ft' 397· F6vner '995 

390 

Bulletin de l'APMEP n°397 - Février 1995


	Etudes
	Le théorème de Robbins sur la forte-connexité


