
Séminaire 1994 

Questions à Robert Amalberti : 

DERIVE 
et la programmation 

fonctionnelle 

Question : u logiciel de calcul fonnel DERIVE, depuis sa version 2.0, ne 
possède-I-il pas des possibili/és de programma/ion un peu rid .. ;r .. , 

Réponse : n esl vrai que ce, procédures résident en lout et pour tout dan 
deux constructeurs, l'un itératif - ITERATE - et l' .utre récursif - IF". 

En fait , avec un peu de pratique, et pour peu que l 'on veuille bien faire 
abstract ion de ses habitudes (éventuelles) de programmation procédurale, la 
progrWl1mation fonctionn.elle que pennettent ces deux constructeurs se r6vè
le particulièrement riche, souvent à la fois concise et élégante, très proche de 
la pensée mathématique. Pour celui qu i a connu les listings intenninables de 
Pascal, quel plaisi r de programmer en une seule ligne le calcul de la repré
senlation paramétrique de 1. développée d'une courbe plane ou la décompo
sition LU ct ' une matrice! 

De plus, on remet ainsi n&:essairemenl en valeur une grande absente de 
1 formation matllématique traditionnelle . à savoir la pensée récursive. 
Pourquoi, lorsque le langage s'y prête, calculer itérativcment un objet mathé
matique défini récursivement ? La FAST FOURIER TRANSFORM de 
COOLEY et TUKEY a fail, depuis 1964 , le tOur du monde des laboratoires 
d'électronique el de mathémaliques appliquées à l ' industrie ou à la 
recherche. mais on continue dans l 'enseignement à limiter la pensée récursi
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ve à un peu ( trh peu , dans le secondaire ) de d~monstrat i o n par 
recurrence : un exemple significatif est celui de la notion de barycentre qui 
est toujours d~rtnie itérative ment alors que l'on glisse rapidement sur sa pro
priété dite d'«associativité», laquelle n'est autre que sa définition recursive, 
et dolIC un mode de calcul particuli~remeOl performant! 

Un bon e.creice consiste d'ailleurs à essayer de programmer récursive
ment tout ce que l' n a programmé itérativement ou vice-ve a. puis à com
parer à la fois l' élégance des écritures et les temps de calcul. De ce côté-là, 
Derive réserve quelques surprises aux détracteurs de la récursivité. 

Q : Peux-tu nous dicrire, txemples à l'appui, les deux constructeurs de 
DERIVE ' 

R: lTERATE 
La syntaXe en est : 

ITERATB(u x a 

n s'agit, non pas d'une simple affectation, mais d'une procédure combi
née de substitution ct affectation itérée n fois . Pour n positif, on peut décrire 
ceUe procédure en langage algorithmique de type pseudo-Pascal , sous la 
forme : 

iterate (u , x ,a,n} 
var 

y:variable fonoelle 
k:réel 

début 
y <-- .. 
k t- 1 
tantque k S; n 

fair . 
y +- subst (u , x, y) 
k+-k+l 

fintantque 
sortie y 

fin 

Par exemple, ci-contre, la su.ite 

" ... , = 2u. + l, Ua = a : 

91 2 

où subst(u,x,y) représente le résultat de la 
substitution de la variable formelle y à la 
variable formelle x dans l'expression u. 
Q : Quelies applications peut-on en faire 
dans M S classes ' 

ITERA TB est un. procédure particuliè
rement adapt~e au calcul du n Ill-terme 
d ' une suite définie' par récurrence. 

ITBRAT6(2 x • l , x, a , 1) 
24 + 1 
lTERATE(2 x + l , x, a, 2) 
>la + 3 
ITBRATE(2x + l , x , a , 100) 
1267650600228229401496703205376 a 
+1267650600228229401496703205375 
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ITERA TE est aussi pratique pour, tout simplement, substituer une indé
tenninée à une autre dans un calcul fonnel ; par exemple, la primitive ci-<les
sous pennet d'écrire le développement limité en h deft:Xo + h) : 

8: DEV_LIM ( f , te , n) : :TAYLOR (ITERATE ( f , t , t 9 
+h,lI ,h , a,DI 

• 10: _ 77h 
2 

] 

+ 13h 
3 

2 
Sh 

2 
+ h 

Moins évidem pour qui pense uniquement en tennes d'affectation, ITE
RA TE accepte un param~tre n négatif et rend alors pour n = - J, la valeur de 
y qu'il faut substituer à x dans u pour obtenir a comme résultat (itération 
inverse) : 

12: I TERATE(2x+l ,x,a, - 11 

13: ~ 
2 

14: ITERATE(2x+l ,x, ITERATE(2x+1,x,a ,-1) , 11 
15 : a 
16: ITERATE(2x+l ,x, ITERATE(2x+1, x, a , 11 , -II 
17 : a 

ITERATE permet donc d'inverser, si cela est possible, UDe fonction <teUe 
d'une vnriable lielle : 

18 : 'programmation du calcul de l ' inverse de 
la fonction définie par u~ 

27: INVERSE(u, x ) := IETARTE(u,x,x ,- l ) 

28: INVERSE 

x - 1 
2 9: --

x + 1 

r ~ :: xl 
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L. constructeur IF. 
La syntaxe en eSI : 

"'lF"('"cTI,"'us-:-:"'-:'I"es:::t-. "'j n-s"'uu=c'"'ti"::-o=-n""[ , ~ i - n "' Str"'- u c:::uT. 0:-:n,.,2 .... ~ in -s" uu-cc;-u-:o-=n"3 .,.) ..., 
(booléen) (alors) (sinon) (non évaluation) 

L'instruction 3 s'exécute en ca~ de non évaluation de ,,, clause· test, géné· 
ralement lorsque DERIVE compare deux expressions fonnelles différentes 
ou une expression fonnellc à un nombre (voir plus loin la programmation du 
degré d'un polynôme). On peul l' omeure (ainsi que instruction2) si l' on est 
sOr du résultaI de J'évaluation de clause-lesL 
L'exemple le plus banal d' uti lisation eSI la programmation récursive "de 
têle" dile encore "iruliaJe" de la fonction faclorielle : 

31 , FACTORIELLEln):: IFln:O . l ,n ~ACTORIELLEln- 1» 

32 , FACTORIELLE 1501 
JJ , 30414093201713378 4]612608166064768844377641568960512000 

000000000 

L'appel de 1. fonction faclorielle ainsi programmée génère un processus 
d'empilage (pile de récursivité) puis de dépilage que l'on peul représenler 
schématiquemenl sous la forme ,uivante : (pour n = 3. par exemple) 

FactorieU. (3) 
3 Factorielle (2) 

3 (2 FaélorieUe (I)) 
3 (2 (1 FadorieU. (0)))) 

3 (2 (l,l)) 
3 (2.1) 

3,2 
6 

Q: N'ex;ste·!-il pas der procédts de programmation ric14Tsille p lus l'.fficac~ , fI 

que d 'autres ? 
R : Si, il existe par exemple la programmation récu~iYe dite "de queue" 
(tail recursion), ou encore "terminale", qui s'avère très efficace. 

Brièvement. la programmation récursive terminale consiste à défi nir 
récursivement un invarian t de boucle dont les variables l les fonctions ne 
sont pas I}'pées eSI fabuleuse. Il faul bien comprendre, en effel. qu'une fonc
tion récursive peUl s'appeler elle-même el fournir un résultaI lié à son initiali· 
sation sans que la nature de l'obJel qu'elle recouvre aIl été parfailemenl expli 
cilée. 

Dans re~emple de la factorielle, définissons la fonction Fac,-aux(n,k) 
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parp&ct_&ux(D,k) • Pact_aux(D-l,Dlt) pour exprimer que 
k.[n.(n - l).(n-2) ... IJ=k.n.[(n - l).(n-2) ... 1) 

ou enCore que le résultat de la procédure que nous allons mettre en œuvre est 
le même en n 6tapes à partir de k qu'en n - 1 6tapes 11 panir de nk (pour cal 
culer 1.2 .. . (n- l ).n.k),tl vient: 

ract_&ux(n,k) • ract_&ux(n-l,nk) • _ • ract_aux(1.2.3-D.k) 
Il suffira donc d'initialiser Pact (D,k) cn posant: 

i n = 1 alors Fact_Bux(n,k) = k 
pour pouvoir écrire: 

Pactorialla(D) • Pact_aux(D,l). 
De cette façon, l'appel de ractorie lle (3) génère le processus schématisé 

ci-de sous: 
Factorielle (3) 
Facl_Bux(3,l) 
FacCaux(2,3) 
Fact_aux(I,6) 

6 
Et Il n'y B plus de dépilage! 
Programmation sous DERIVE : 

35 FACT-"UX(n , k) ,= IF(n e 1 , k , PACT..;.ux(n-l, D k) 
36 PACTB15(n),. FACT..;.uxCN , 1) 
37 Fl\CTIl15 (50) 
38 3041409320171337804361260816606476884437764156896051200 

0000000000 

L'avantage de ce prodcédé de programmation récursive n'est pas évident 
sur cet exemple mais nous verrOns par la suite qu'H peut en être différem
ment Sur des exemples plus compliqu6$. 
Q: Peux-w nous en donner quelques.uns ? 

R : J'en donnerai deUlt classiques, celui de la suite de Fibonacci et celui du 
degré d'un polynôme, qui permettront de comparcr les avantages respectifs 
d'une programmation itérative et d'une programmation récursive. 

Suite de Fibonacci 

La suite de Fibonacci. célèbre par ses liens avec le nombre d'or et ... les 
petits lapins, est définie par : 
1.10 =: O. u, ::;; 1 el, pour n supérieur ou égal à 2, "If:= u,...[+ u ..... 2-

Ecrivons une première programmation de type itérauyt uti lisant la nota
tion matricielle : 
8uJfet;n APMEP ri' 4Cf . Dkemb,." '995 
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l, PIBl(n) ,= lTERATE [m [~ ~] , rn , [1 . 0] , n] 

2, FIBI (200) 

3 , 14539736941653079531972969696974106192338 26, 

280571172992510140037611932413] 

(nota : (u , "'-II; ("._1 ".-21 X ( ; ~) 
FibO (n ) fournit le couple ("201 ,-ml en 2,7 secondes sur un 386 SX 20). 

La définition de la suite de Fibonacci élllnt éminemment récursive, il est 
naturel de penser à une programmation de même narure, ct la première idée 
qui vient en lête esl d'écrire : 

28, FIBl(N) ,= IF (nSl , n . PIBl(n-l) + FIBl«n-2)) 
29, PISl(lS) 
30 , 610 

Catastrophe! Fib 1 est incapable de caleu.!er "20 et met environ 16 

secondes pour calculer "Il' Que s' est-il passé? En fail, nous avons créé un 
arbre binaire de récursion qui. à défaut de technique de mémorisation des 
nœuds (l'option REMEMBER de MAPLE déjà évoquée) a multipUé les cal
culs redondants selon le schéma suivant (pour n ; 3) : 

Fibl(l ) 

La "vcctorisation" de la récurrence permet alors de retrouver une pile de 
récursivité (et non plus un arbre) sous la forme : 
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]J, FIB2(n) '" IF ,n:O'[l ' 0], FIB2(n-1) .[ ~ ~ l] 
34, FIB2(200) 
35, (453973694165307953197296969697410619233826 , 

280571172992510140037611932413 

Fib2(200) ~rant ici calculé en environ 4 secondes. 
Essayons la récursion terminale. L'invariant de boucle peut s 'exprimer de 

la façon suivante: Il, se calcule en II étapes à partir de a ou ~ ou en 11- 1 

étapes ~ panir de a+~ et a. Définissons Fib3_ll.ux (n,tl,1l1 par : 
Pib3_aux(n,a,Il)-Pib3_aux(n-l,a+Il,a) 

si n - 0 Pib3_aux(n,a,ll) - Il 
on a: 
Pib3_ "ux(n,u"uo) : ......... : Fib3_aux(O,un" , Ur.) 

d' ~ Un = FibJ_aux (n, 1,01 . 

37: FIB3-AUX(n,a,~) : . IF{n:O,~,FIBJ-AUX(n-l,a+~,a)1 

38: FIBJ(nl : . FIB3-AUX(n,1,0) 
39 : FIBJ(200) 
40: 280571172992510140037611932413038677189525 

Et bravo pour la <Iail recursioll' puisque le c.lcul s' est effectué ici, malgré 
l'appel de deux pnmltives de programmation extérieures au système en 2,6 
secondes ! 

Degré d'un polynôme 

Comment faire calculer à DERfVE le degré d ' un polynôme à coefficients 
formels (bien uule pour programmer ensui te la divis ion euclidienne, pgcd. 
ppem, etc.). Récursivement, On peUl définir deg P par (P' désignMt le poly
nôme déri vé) : 

Si P ' = 0 alors 
si P = 0 degP = - infini sinon degP = 0 
finsi 

sinon degP:= degP' + 1 
finsi 

Le problème 'tanl que DERIVE ne sait pas é a1uer la c1ause-le<t a = 0 
lorsque a est une variable fannelle Libre. ce qu i va nécessiter une pet.1le gym
nastique de programmation uulisant l'instruction 3 du constructeur IF. 

Une premIère programmation récursive (Je mode itératif n'e t vraiment 
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pas de circonstance ici) de type initiale ou de tête donne : (remarquer la 
double utilisation de l'instruction3 du constructeur IF destin&l, Il la fin du 
second IF, Il pouvoir conclure que le polynôme constant a est de degré 0 cl, à 
la fin du IF de début, Il exécuter la récursion pour les polynômes de degré 
supérieur ou égal Il 2 ou du tye ax + b, tandis que le 1 donnant l'instruction 
précédente Iralle le cas des polynômes x+b) 

l2, œ;RElp), · 11.!P = 0, !Ftp-O, --,O , O) , l,l+~!P]] 

18 1 DEGRE(axl: + bx + c ) 
19, 2 
13, DEXlRBI""lOO ) 
14 , 100 

En 13 : et 1 4: , la réponse est obtenue en 7,5 secondes (toujours sur le 
même 396 SX 20). 

Une deuxième programmation de type récllI'Sion de queue peut s'envisa
ger sous la forme suivante qui consiste à créer un invariant de boucle sigru
fian t que la somme du degré de P et d'une variable n est constante si chaque 
fois que l'on dérive P, on augmente la variable n de 1: 

Merci de nouveau à 1. récursion terminale puisque DEGREBIS calcule le 

n, OBISj.UXlp, nI :-

11p;0,n,DBIs-"m{! p,n+l] , DSIs-"m{! P' O+1)] 
33: DmREBISlpl :; DSIs-AUXlp, -11 + !Ftp-O , - - ,0 , 01 
34 , DEGREBISI""lool 
35: 100 

degré de ax100 en 4,3 secondes 1 

Q : 1/ t.Xist~. jt suppose, des ~xémples moins courants. c '~SI-à-dire q.(on n'a 
guère l'occasion de rtncontrer dans 1' ~ lJsei8nenlenl secondaire, el qui per
mettent de bit" comparer ces tku:c mithodts de programmatioll. 

R : Bien sllr. el je ne résisterai pas au plaisir de vous en présenler quelques
uns. 
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Polynômes de Bernoulli. 
La suite (P,), des polynômes de Bernoull i esl définie par : 

Po(X) = 1 et pour n> 1 : 

p; (X) = oP ,(x) avec P;OO = oP .,(X) avec fa ' p ,,(1) ci = 0 

L' exploitation des possibilités d'itération inverse du conSltUcteur lTE· 
RATE en donne une première programmation récursive initiale sous la 
forme (noler la déclaration, obligatoire de pen) comme fonction de n) : 

7, PIn) . -

9 , PIn) ,. IF[n=o.l .f n Pln-1)dx] 

+ ITERATE [(lU nPln-1)dx + a)w<.a. O. -1] 
10, VECTORIP(k) , k, 0 , 4) 

11: 1 l' 1 x{2x - 3x+l) 30x - 6ax + JOx -1 [ ,. , , ] 
.x - '2, x - x+S' 2 ' 30 

Le vecteur des P(k) pour k inférieur ou égal à 4 est calculé en 4 secondes. 
La programmation récursive terminale consiste à définir un invariant qui 

exprime que le résultat de n étapes du processus à panir du polynÔme p est le 
même qu'au bout de n-- 1 étapes à partir du polynÔme 

J p dx + ITERAn:(Jo' (J p dx + a) dx , .. O,-I) 
ce qui donne : 

p: -
BERAUX(n,p} =- IF(n=O,p, 

BEl<AUXIN-1, f npdx+ITERATEU.'f npdx+adx,a. O, - 1)) 

BER ln) : - llERAlJX{n,1) 
VECTORlBERlk) , k,O,4) 

[
l, x2:, x '-x..!., ~2x ' - 3x+1) , 3ax ' -60x) +3 ' -1] 

2 6 2 30 

Le vecteur des polynômes de Bernoulli, de degré in érieur ou égal à 4 est 
calculé ici en 2,3 secondes. 
8rJ119tin APMEP rf 401 - ~ 1995 
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Si p. désigne le polynôme de Bernoulli. de degré Il. on définit le n-ième 
nombre de Bernoulli B. par B. '" P.(O). 

L'utilisation de la formule d'Euier-Mac Laurin conduit alors à la pro
grammation ci-dessous o~ Z désigne la foneuon zeta de Riemann (les 16 pre
miers nombres de Bernoulli sont obtenus en 0,4 seconde) : 

B2RNOULLlln) " IFln-O,I , lFln~1 , -1/2, -nZtl-n))) 

VECTORIBETNOULLllkl . K, O, lSI 

[l '- 'H " 0,- 3 ~' 0 , 4~ ' 0 ,- 3
1
0 ,0, 6

5
6 ' 0 , - 2~~~ ,o,~ . 0] 

Ré.olution d 'un système d'équations DOD linéaires et intégration 
Gaussie.nne 
Programma/ion rieUTS;p#! dt /Q résolution d'lin système d'~quat;ons non 
liniaires : 
Consld~rons un système de n équations non linéaires aU;lI; n inconnues Clk : 

{ 
",.(a,. ': ". ~): 0 

".(a ..... . a.> - 0 
Dans certains cas, la simple substitution itérée d'une inconnue exprimée 

en fonction des autres dans la suite des équations permet d'aboutir 11 la réso
lution du système. C'est cc que fait la primitive SOL (programmée n!cur.;;
vement en récur.;ion terminale) ci-dessous quand on l'applique à la matrice 

[~:~: ::: ~:] 
OIMlul,=OIMEl'lSIONlul 
ELlu,K,ll , . ELEMENT lu,k,11 
SOUlUX(m, k) , =IFlk=OIMlm') . ITERATEIEI.EMEm'lm,21 . 
ELlm.2 ,OIMlm' Il , lTERNrEIELlm,l . oIMlm'll . 
ELlm, 2. OIMlm')) . 0 , - l , l, 11, SOUlUX 1 ITERATE lm. EL lm, 2 , KI, lTE
RATEIELlm,l,kl, ELIM .2 .kl,0 ,ll,I),K+l )) 
SOL Iml : =SOLAlJXtm, 11 

Applictuion à la dlterminalion d~ formuus d'inlégrâlion Gaussiennl! 
Considéron, la form ule d' in tégration numtrique: 

(1) Jo' f(t) à. '" a fla) + ~ f(h) + E (f) (a et b nppartenal1t il IR) 
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Le problème con.is,e à déterminer a, ~, a et b de telle façon que la for · 
mule soit exacte (E(/) = 0) pour un polynôme de degré aussi élevé que pos
sible. Une première approche consiste à fi.er les points a et baux deux 
extrémités de l'intervalle d'intégration et donc, à déterminer seulement a et 
Il de f.çon que ( 1) soit exacte pour les polynômes de degré inférieur ou égal 
àl. 

AUXlu),: f 'uclx - ali .. {u) - ~ lim lui ..... ._1 
a 

[-a- ~ • 1 
l 

1 VECTQRlAOX{x') ,k , O, ll --1} 
2 

'04[ " - P 1 } • 1 - - p 

i j 2 1 

P 2 
(l 

Ceci donne 1. bien onnue formule des trapèzes (réécrite avec les coefCi· 
cients trouvés sur un intervalle [x, y] quelconque): 

)' f fit ) <l = y; x (f(.) + f(y» + E(\) 

Une deuxième approche consiste à "libérer" le point b de façon il le situer 
au mieux pour avoir une formul e (1 ) ex.ctc pour les polynômes de degré 
inférieur ou égal il 2: 

Il lim lui - p lim {ul 
x "'o x-tb 

k 
\'BC1'OR 4110X I;K. J. k . 0 . 2) 

[-a-p+t LbP 1 ' } [ ] --b ~ 1 3 2 
SOLI 2 } a p b 4 4 3 
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On obüent a lors les coefficients de la formule dite de Gauss-Radau : 

i' f (t) <1 = Y ~. ([ (X) + 3 f(X + ~(y - .»)) + E(!) 
Enfin, on peut "libérer" les deu. points a et b de la formule (1) : 

[ 

.... -\l .1 
SOLI 

a 

[ -«-\1" , :3 1 1 ll] -a CL-b p+-. -a a "b ~....:... , . 

ce qui donne la bien connue formule de Gauss d'ordre 2 : 

f' [(tl <1 =i::..::!. [f(~+ i::..::!.)+ f(~ + ~)~ + E(!) 
2 2 2Y3 2 2Y3 'j , 

Mais rien n'empêche de concocter sa propre formule (peut-être moins 
performante, ce qui justifierait des calcul, IrM intéressants de majoration de 
la valeur absolue de E(O) , Par ... mple: 

a , . , l • ' ". ,] -- - b",-~ .. ____ b~ _.::...;,..o:.._ 

!:! 16 J &. U 4 ) 

• b 

I!" 1 ~ l,] - J' J 

qui correspond à 

f 
) 

f(t)dt =~[ + + y ~ x )-1'; y)+ 2 ~ X+ 3 \ -")]+ E(!) 
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Q: Nous ne doutons fXU que la programmation récursive" montre perfor
mante dons bien d'tlJ.4lres cas. Peuxr/u, .sans énlrer dans touS les détails, nous 
en donner lUI aperçu ? 
R : Evidemment, on peut utitiser avec efficacité ce pt oc ~dé pout le calcul des 
polynôme interpolateurs de Lagrange, dont voici un exemple de calcul : 
L'exemple traité ci-dessous est celui de la fonction 

f (x) = l , 
1+2Ox 

sur l' intervalle [- 1 , 1] divisé en 7, 8, 10 panies égales : 
T) IIr4UGQl) -I-.w.a t'MU"'h: ~J t8l1m1 

12QOC1 .. -3 ..... +1 ... 4.aaIb'.ma 
mOI 

1IO!IXIOCIa,lt. 

L. représentation gra
phique met en évidence la 
mauvaise qualité de l'ap
proximation de f ains i 
obtenue el de spectacu
laires effets de bord 
décrits par Mér.y et 
Runge au début du siècle 
(phénomène de Runge)_ 

" "-II m"'l 

Un aulre exemple est pris en a1g~br e linéaire, avec le procédé d'onhogc>
nolisation de Gram -Schmidt, qui pennet de construire à prutir d'une suite de 
vecteurs linéairement jndépendants d'un upace vectoriel euclidien E une 
suite de vecteurs deux à deux orthogonaux, ou même une suite de vecteurs 
onhononnéc. 

Programmation Itérati.e 
La donnée de r vecteurs se fait sous la forme d'une matrice A de type 

(r,n) dont les vecteurs-lignes sant les coordonnées dans une base onhonor
mée de (u 1 ; .. . Il ,) . 

En dés ignant par dB le nombre de lignes de la matrice B (OTMEN
SION(B) dans Derive), B' I. k- ligne de B (ELEMENT(B ,k) dan s Derive), 
M la matrice COUlante. 

La primitive d'onhogonalisation , donnant (u 1 ; . . . u,), s'écrit alors : 

&lI6rJnAPMEPrf> 4 0'·~ '995 
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Gram-Schmidtl(A):= 
~~~~ ---- --------------~ ltère(dA-1) rois 

ajout A JI,! du vecteur A .... I.LIisdM(AdM+'~1')I(M'IM')M' 
A partir de 

M=IA' J 
d'où .. 
NORMALISATtONVECfEUR(w):= ,r

yw.w 

NORMAliSA TIONMA TRICE(b J;= VECfOR(NORMAUSA TtONVECfE UR 

(El..EMENT(b, k )J, k ,J, DIMENSION(b» 
AJOUTVECfEUR(a,v):=VECTOR(IF(lF(kSDIMENSION(a),ELEMENT(a,k),v), 

Ir. I ,OIMENSION(a)+ l) 
GS,(a):=ITERATE(AiOUTVECfEUR(III,El..EMENT(a,DIMENSION(m)+ 1 l-

OIN"'f""'" ELEMENT{a,DIMENSION(m )+ 1 ).ELEMENT(m ,Il ELEMENTr..m,i), 
/:, (ELEM ENT(m ,i).ELEM ENT\m,i)) 

ni, lEl..EM ENT(a, 1) J.DIMENSION(al- l ) 
GSia):=NORMAUSATIONMA TRICE{GS, (a» 

Exemples d'uùlisation 

[' , ., '1 lWICt .1 1 1 . 1 1 
• , -1 -1 
1 1 G -1 

cs, _llt _1 [[' , ., 'Il • -, -1 . 1 

1 1: • -1 

, ..... 
-[' , ., '1 1 l , .1 

• J -1 .1 
1 , , -1 

[" "j o 1 tI C. 

•• 1 • 

o • a 1 

NOTE: La derruère ligne du fichier graphique ci-dessus est la vérification de 
BuIf8finAPMEP/'f" 401 , DtJcembre 1995 
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l'onhogooalité de la matrice 8-s_2(A). 

Programmation récursive 

GSRAUX(a.m.k):=lF(k-O.m.GSRAUX(a.AJOUTVECTEUH(m.ELEMEN1T.a. 
D/MENSION(a. DIMENSION(a)-I<+/ )-

DiME";IM'" ELEM ENTla.DlM ENSION(m)+ 1 ).ELEMf:NTim.i) 
/_( (ELENENT(nt .Il.ELFMENTlm,i)) 

ELEMEN1T.m,i»,k- I) 

QSJI( .. ):.: -Gt.IAUx( .. r J ,DlUIUiSIOIft.» , ., .. , ., 
.l!! .~ !! ti !! . ID .. .. JO Il .. .. 

-1 - , 1 J 0 -1 ,.., 
''''' ,nt "., "" .!!!!. 

GSA(' O l4. . '4 ) Ï2ii ïiii .... Ï2ii -j'jii .... 
1 -10". " .... ..!!!!!. -!!!!!. .- .ty ..,., 
I · I-~'O - ' -ï1iiï lU'" "nI nUI "Ul Il''l 

[" ~ ' .. 
, 0 -, ., .. 1 

~ 111104 .!!!!!! . ..!!!!!. • .ll!!!! .IH"" .... " .... , ..... --. J.- J_ 
• .J!!!... _..!!!!!. - . Jt!!!. .~ ~ , ..... ...... imii ..... -, ,,, ... 

Un 
«Dossier de l'Ingénierie éducative » 

coordonné par Eric BRUILLARD 
et traitant des 

« Outils pour le calcul 
et le traçage des courbes » 

a été diffusé dans les lycées. 

On peut se le procurer gratuitement dans les 
C.R.D.P. . ............ _~-

BullsdnAPMEPtr 401 · CJkembre 1995 
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