
Dossier «Limites" 

LIMITE 
en première et terminale 
Continuité - Limite d'une suite -

Dérivation 

Jean CordIer - Christiane Jeanjean 
Reims 

Introduction 
Les no tions de limite e t de conllnuit~ demandent un trop grand 

Investissement pour être introduites en détail en lycée, être rormalisées et 
aboulir à des définiuoos rigoureuses. L' approche "intuitive" actuelle. quant à 
el le, es t sûrement déconcenante : il est bien dlHicile, par exempl , 
d'expliquer 11 un élève que sin (x) n'a pas de limite en +~ , 

Ce que nous proposons n 's pas 1. prétention de raire de l'élève un expen. 
Mais il lui sera facile désormais de «voir» pourquoi 1. phrase "J est continue 
en a" se traduil néceSSaIrement par '1 a pour limite J(a) en a" ou encore de 
dIre pourquoi .m(x) n' a pas de limite en_, 

Notre point de vue 
Pour donner un sens à ces nouons, nous utilisons des Intervalles bien 

choisIS que nou, défini,sons en (1), 
En (m, nous décrivons les grandes lignes des travaux dirigés quo ont été 

proposés 11 des élèves d'une classe de Terminale S en vue d 'introduire les 

notions de continuité et de limite, En (Ill), nous jus~fions l 'intérêt d'une telle 

84/Netln APMEP 40$ . Jufll-JuRlet '996 

416 

Bulletin de l'APMEP n°405 - Juin/Juillet 1996



introduction. Ensuite nous donnons quelques compléments (non vus par les 
élèves). 

1) Choix des inlervalles utilisés 

a} Soit a e IR, n e IN"'. Nous utilisons les ensembles : 
- Pour ta tinllle en a : t(n) = [a - lin ; a + lin), 
- Pour les limites à droite (à gauche) : ]a ; a + lin] , ([a - l In; aD. 

b) Nous appelons intervalles fennés, les intervalles de type 
suivant : [m ; pl ; [m ; _[ ; ]-; ml ; 1- ; +-[; (m CLp dans JR). 

Il) Présentation de quelque. exercices proposés aux élèves en travaux 
dLflgés d'lntroducLion. Les tlèves reçoivenL les courbes prtparées par le 
professeur. ns n'am pas ~ ca lculer et doivent uniquemen t utiliser les 
représentations grapluque . 

a) Problème de continuité ou de limite en a e IR 

La conrigne : (voir fig. 1, 2, 3, 4, 5(a), 6, 7) ; 
Pour chacune des fonctions su ivantes, et pour la valeur a indiquée. 

représemer des ,"terv.lIes T(n) = [a - lin ; a + lIn] (n = 2, n = 3, . .. ). 
Chercher graphiquement l'image de cbaque I(n) puis le plus petit 

intervalle fenné J(n) contenant cette image. Ensuite, imaginez tous les J(n). 
Sont-ils rangés, pour l' inclusion, en ordre décroissant? Chercher le< nombres 
appartenant à tous les J(n) 

Il raut noter que les llhes les /rollvent facilemenl . 
Ce travail étant achevé, il est possible d'introduire ce qui suit 11 J'aide des 

éMmenlS communS à tous les J(,,). 
- S'il Y a un seul nomb,. L E IRcommun aux J(n) , on dit que L estlalurute 

def en a. (L' unicitt de la limite est dans 13 définition). Si/Ca) existe, on 
constale que ce cas correspond à L = f(a) et ont dit dan. ce cas quefest 
continue en.t == (1 . 

o S'lIy en aplurd'un, on ditquefn'apas de limite en a . 
• S'il n'yen a pas, cel. signifie qu ' à parLir d 'un cenain rang. les J(n) sont de 

la forme ["In) ; _ [ ou ]- ; vin)] et ont une jntcrsecuoo vide . On dit 
alors que _ (respectivement (- -) est la limite defen a . 

b) Limite à droite, à gauche: Consigne analogue , ma is on utilise 
la ; a + lIn/ (Ja - lIn ; aJ). (Les bornes en a sont ouvertes pour préparer à 
des définitions de l'eoseignement supérieur). (fig. 5 (b) (c) et reprise de (2» . 

cl Llmlle eo +- (-). Il su(fit de remplacer dans 1. consigne ci-dessus 
J' intervalle 1(,,) par [" ; -r (respeclivement1_ ; - "1 (fig.S, 9). 

Le professeur peut alors commenter: 
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- S'il Y a un seul nombre L E IRcommun aux J(n), on dit que L est la limite 
defen_(-). 

- S'il y en a plus d'un, on di t quefn', pas de limite en _ (--). 
- S'il n'yen pas, on dit que _ (respectivement -) est la bmue de f en 

+00 (- -). 

d) Suites: Une iIIuslration dans de" x cas. 

On reprend une consIgne analogue uvec I(n) = INn [II ; _[. 

Les figures JO et 1 1 il.lustrent les suiTes Il(n) = q" dans les cas suivanlS. 

et) - 1 < q < 0: L = 0 est le seul élément commun à tous les J(n). u converge 
vers O. 

~) q < - 1 : Pour tout n > 0, J(n) = 1-- ; _[. " n'a pas de limite. 

UI) Intérêt d'une teUe introduction 

Les étude. graphIques ne présentent pas pour les é l ~ves de di fficultés 
majeures. Sans lourdeur, elles introduisent une définition que les élèves ont 
pu exercer ct qui J~lIr a p~nn ü de dicider d'un résultat : par exemple, avec 
l'introduction ac tuelle de la not ion de limite. les é l ~ves éprouvent des 
difficultés à se fwre une image de la convergence ou de la divergence des 
suites un = q' (q <- 1) ou à jusufier que sinus n'a pas de ümi!e en _ ; ces 

difficultés sont nettement aUénuées dans ce nouveau cadre. 
Bien entendu, les élèves retrouvent ensuite un cours class ique ct la 

SIgnification enlre·aperçue de la notion de liDlJte va peut-être se noyer dans 
les manipulations algébriques des limites. 

IV) ComplémeOI> (non vu.< par les élèves) 

a) Calcul explicite d 'un. limite dans des cas élémentaires , En a = 0, dans le 
cas des fonctions affines et des fonctions x2, x\ il est fac ile de voi r ct même 
de calculer les J(II). 

b) Dérivation en a : Une idée à explorer (voir fig . 12) : 

On représente en premier lieu le s sécantes co rrespo ndant à 
I{n) = (a - lin; a + tin]. 

Les coefflcJents di recteurs de ces sécanLcs apparaissent sur l'axe 
d 'équation x = a + J. l(n) est le plus petit intervalle fermé contenant tous ces 
coefficients. Soit F(n) le "faisceau" des droites pasSMt par A et dont les 
coefficients parcourent J(n). L' intersection des faisceaux F(n) est la tangenle 
11 la courbe au point d'abscisse o. L' lnten<ection des Intervalles ] (n) est 11 la 
fois le nombre dérivé fla) et le coefficient directeur de la tangente. 
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Conclusion 
Les problèmes pouvant donner du sens aux notions de limite et de 

continuité sont complexes et eX Igent, pour être compris, UDe longue 
familiansatioo. Nous oc prétendons pas que 1. simplicité d'une définition va 
résoudre tous les problèmes de noo-e enseignement. 

Cependant, nos exemples montrent qu'il existe des critères de continuité 
el d'existence de limites accessibles aux élèves. Oc plus, les définitions 
choisies sont en continuité avec celles chOis ies dans l'enseignement 
supérieur. 

FIGURES PROPOSÉES AUX ÉLÈVES 

ll!(.< )=x'ena= 1: 
Un) = [1-l/n: 1+ l/n], J(n) de~,iné. 

n I(n) = ( I} dODC limJ(x) = l, 
• 

J(n) 1 

3) [oncuonJ(x 1 = sln( 1 lx) en Q = O. 
I(n) = [-lin: I/n l . 

nl(n)=[-I; 1J PtI5dehmileenO. 
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2)/ défi rue graphlquement : 
lin) = [2-l/n; 2+ I/nJ, J(n) dessiné 

nJ(n) =[m: /'] Pas de limite en 2 

p 
J(n 

m 

2 
1(0) 

./ 
4) Jlx) = x .• m(1I.<) en a = O. 
I(n) = [-lin : Il"J. I{n) dessiné. 

n J(nl=(O} ,llIn/lx)=O. , 
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5)A') - Il, 
• En a = o. I (n) = [-lin ; lin]. Pa; de limite car, 
pour tout n, JCn) = J-~ ; +-[. "L (")J(n)= I_; + _ [ • , 
~ -p, ilÏolïe~ -eii --.;: ll: XnY'; T<f; 17;;r - - - -i ----- ~ 

- l/n :1/0 
Pour tout ". len) = ln . +- [ 

, 

n J(n) est vide ellimf(x):;;; +-

l 
1(0) , , , ' 

• , ' 

i -- n 

L 
~--- ------ --- ---- ----- ---0 

, , 
-1/0 , , , 

1"' 
, , 

1(0) , , , , 
--- -- ----- -- ------ -- --------- ~ -0 
• A gauche, cn a = 0, Hn > = [-lin ; 0[. 
Pour tOUt n, J(n ) = 1-; -n J 

6) f( ') = (x 2 - I)/(x + 1) el défirne 7) En .t ~ -1 f(x) ~ (,2 - I)/(x + 1) et 
en x ~ - 1. Etude en (- 1) . J(n) f(-I) = 1 Etude en (-1). J(") dessiné. 
dessiné. (")J (n) = 1-2 ; 1) 
(")J(n) = [-2) donc hmflx) = -2. • , p~ de limite en - 1. .. L l (n) ./ I(n) 

-1 / -1 V 
A ~J(n) 

J(o) -2 

8) f(x) = (lIt)". (x ) pour 
x> 1. Eo+-. . /" 
I(n) = ln ; +-(. J(") dessu~. 

(")J (n) = Hl) , 
, 

donc Hmf(x) = o. 
ri 4 

~ l(n) • 
• '" -1 '-.../ I(n) ------
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Q) f(~) ~ ;n(~J sur IR. En 
..... I(n)~ ln ; +- [. 
I(")~[-I ; +11 

nI(n) ~(-I ;+1) 

10) La suite (-0.8)' 

lep) dessiné: . La suile 
converge verS O. 

Il) u .. u.te(-1.2)". 

PoUrlootp. J(p) ~ ) -; +-[ 
nJ(p) = 1- ; +-(. 
• 

La suile diverge. 

12) llluStnlhon de la noLion de 

tangente. 
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J(p) 

.. I(p) .. .. 
.. 

.. 
J(p) 

I(p) .. .. 

a-lIn a a+J/n a+) 
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