
Dans nos classes 
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LES CENTRES 
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Les rlj1~X;OtlS qui suiveJit peuvent ser1Jir de base dl!. travail pOlir 
réaliser d~s siancej en second cycle. Elles SOli " ,WuS sembli!.-I·U, C(}lrform~s 
à l'tSpril des programmes aellleis où /'Olr demande de développer ..... Ies 
cilpacIlés d 'expérimentation et de raisonnement. d 'imagination el d ' analyse 
critique ... ", de réaliser du activités matIJimatiqIU!S dont les différents 
moments SOllt ... . ,formuler un problème. conject ure r un rés ultat. 
expérimenter sur des exemples. bâtir une démonsltau n, metu'e en œ uvre des 
ouuls lhéoriques. mell r. en forme une So lulion, contrôler les résultats 
obtenus .... ", Cenaines aClivÎtts lotit ultervenir des équations d~ cOIlrbes en 
coordon"üs paramétriques. les calculatrices graphiques actuelles. q u~ la 
pluparr des élè\'~s pos.siderH, permetlenr dt tracer les courbes saliS 'nuie 
prialCJbJe. Toutts les aCflvités proposées som basées su r ['utilisatioll du 
logiciel «Le G6omètre». Ce Joglc iel donne des poslibi!ités Il ouvelles 
d"m-esrigalion , il aurarise le malh~matrcien amateur à se p05 er des 
qru!Slions et à résoudre des problèmel' 'lu ' il n'aurait peut-Être paJ eu 

l'audace inrellecruelle d 'em'isager a~'ec les seulr il/s/ruments de des,;11 
uadüimmels et ceci Ilotamment en matière de lieux géométriques, 
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On oos.dère, dans tout cc qui suit, un triangle AOC dont Jes sommets 0 
et e sont fixes et dont le sommet A se déplace sur une courbe donnte. On 
s'inléresse au déplacement de chacun des points O. G, H et 1 respectivement 
centre du cercle circonscrit il ABC, centre de graviré de ABC, orthocentre de 
ABC et centre du cercle inscri t dans ABC. Les connaissances mathémauques 
élémentaIres (niveau collège et seconde) permettent de conclure rapidement 
en Cc qui concorne les po.nts 0 et G, tl n'en est pas de même pour H et /. 

A) Centre du cercle circonscrit à A BC : 
Le point 0 étant le po.nt 

dt intcrseclion des médiatrices des 
segments rAB), (AC] et (BC) 
appartient donc à lu médiatrice de 
(Oel qui est une droite fixe. Le lieu·· 
de 0 est donc inclus dans ce lle droite. 
Avec le logiciel "Le Géomètre", on 
visualise bien cette propriété. Selon la 
courbe sur laquelle se déplace A, le 
pouU 0 décrit toute la médiatrice ou' 
un sous ensemble de cette droite. 
C'est le cas le moins spectaculàire. 

8) Centre de gravité de ABC : 
Une expérimentation avec le 

logiciel, en prenant par exemple A sur 
une droite pU I S sur un cercle , nous 
permet de constster que G se déplace 
sur une courbe de même nature que 
cel le sur laquelle sc déplace A (une 
droite parallèle ou un cercle plus pelit). 

Le po.nt G tant le point 
d'inler~eclion des médianes se Irouve 
donc sur la médiane lAA ") issue de A el 
passant par le m.lieu. fixe, A' de 1 BC]. 

On sail mSmc que : AG =!;-;A Ce 
3 

QUI permet d'affirmer que G est l'.mage 
de A dans l'homothétie de centre A' el 
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de rapport 1 .On conclut donc que le Ioeu de G est l'IInngo, par cette 
3 

homotbéuo. de la courbe décrite par le point A, ce qui cODfinne les résultats 
de l' xpénmentallon. 

C) Orthocentre de ABC : 
Quelques marupuJations avec le logiciel donnent des résultaL. originaux 

el très vatl~s. Ceci nOUS conduit à mener nos 1n\'estigaljon~ avec prudence ct 
méthode. 

Nous savons que H est le point d'intersect ion des 3 hauteurs (M,l, (BB,l 
et (CC,), nOus ,"vons aussi que si ABC es t rectangle, Il est confondu avec le 

sommet de J'ang le droit. Enfin un exercice clas"que permet de démontrer 
que le symétrique de JI par cappon à un côté du triangle ABC apparuent nu 
cercle cltconscri t ~ ABC. Ces. propnétés nous pcrmeltenl d'envisa.ger 
quelques ca.. paruculiers. 

) - Quelques cas particuliers 

1 - A décrit une perpendiculaire, 6, à (BC): 

Lorsque A se déplace sur 1 hauteur (M,) reste fue donc Il se déplace 

sur A : le lieu de Il est melus dans ,.". 

Il est :lU> i sur la perpendlculaire (AB) issue de C (à (AC) issue de B) 
donc : 

a)S iA t ~BouA, = C 

Il est fixe ct confondu avec B (ou avec Cl. 
b)SiA,Ô' BetA ,Ô'C 

H décrit toute l a droi te A . 
• A, est la position limite de li lorsque A s'éloigne 

indéfinimtnl sur â 
• Lorsque A tend vers A" H s'~loigne tndéfulUnenl sur"". 

2· Il dieritle « rcle d. di/J",êrre {BC] : 

D'après un théorème (nommé dan, ctrtatn 
pays Théorème de TIlalès), le triangle ABC cst 
rectangle en A. L' onhocentre H ." confondu 
avec A. le heu de H est donc le cercle de 
diamètre [BC). 
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3 - A dierit un urcu,(C), passant par B " C: 

Le symétrique de H par rapport 11 (BC) 
apparuen t au cercle (C). lorsque A décril (C). le 
symétrique de H décrit lui aussi ,0Ul le cercle. On 
en conclul que le l.eu de H esl le cacle (C' ) 
symétrique du cercle (C) par rappan à (BC). , :ti--7:-_.:o...~ , 0 

: H' ........ ___ \ 

r 1 
\ / 
'- / 

\ ... ~ , " 
... - ~ .. ' 

Remarque : Que devienl le point 11 lorsque A tend vers le painl B (ou le 
poinl C)? 

~i' 

" 
~t . 
" 

c , 

Unc manipulatJon avec Le Géomètre 
nous fail penser que le poinl H se 
rapproche d'un certain PQint du cercle 
(C) que nou, allons ca raclérlser 

· · géométriquement. 

, , , , , 

Quand A lend vers B (sur lc cercle 
(C» ), la droile (AB) lend vers 1. langente 

! en B au cercle . La hauteur issue de C 

· , · · 1 

tend donc vers la perpendicula ire .issue 
de C à celle langenle et le point H lend 
,",crs le point d 'inlers~ction de cette 
drolle avec 1. perpendicularrc à (BC) 

passanl par B. On peut noter ce point, par analogie avec l'analyse' lim, H ' 

On verTa plus loin deu. autres cas où la linti te de H lorsque A lend vers B 
dépend de la lange nie en B à la courbe sur laquelle se déplace A , 

U - E. ... yons d'aller plus loin 

Sortons des cas prévisibles en choisissant toulcrois des configurations 
simple, paur le déplacemenl de A, 

1- A dleril unt droil. t1parallè/t à (BC): 

La construction réalisée avec Le Géomètre donne une belle courbe pour 
le lieu de Hel permel de faire la conjecture suivante: H se dép/aet sur une 
courbe panant par B (Ir C don! l'allure !cÜl penser à UIl~ parabo/~ (voir 

figure page suivan te). 
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Le fail que le lieu de H passe par B el C se découvre assez facilement 
(voir plus haul). Par conlCO, il eSI cenainemenl moins évidenl d' imaginer la 
Mlure de e tieu, el ceci devien l nettement plus fac ile lor<qu'on peul faire la 
manipulation . Pour démontrer celle proprié té un élève de seconde ou de 
prem.ière devrai t penser" utiliser la géométrie analYlique puisque la seule 
référence qu ' il possède concernanl la parabole est la fonction du second 
degré . n faul donc choisir un repère onhonormal. Pour des raisons évidente 

de symétrie nous prendrons un repère (0, i , il centré au mi lieu de [BC] , 

i el j élant des vecleurs di recteurs respectivement de (BC) el de la 

médiatrice de (BC] . 
Soit :A (l, Il) : B(-a, 0) ; C(a, 0) ; H(x, y) (l> 0 ; Il> 0) 

En remarquant que : 1/ OMoeenlCe de ABC équivaut à A et H ont même 

abscisse Cl BH .A C = 0 , on obuent finalement : 

Ceci prouve que H se déplace sur une parabole passanl par B et C el 
même que le lieu de H est la parabole, élanl donné que x décrit IR 

Remarqlles .-

• On peUl se poser quelques queslions cODcernanl celte parabole dont la 
[ome dépend évidemmenl de (X et Il. En particulier: la parabole, lieu de H, 
peut elle couper la droite tJ, ? 

A et II é tan t sur une même perpendiculaire à (BC) , donc à "' , 
l'intersection n'est possible que si ct seulement si A et H son t confondus, 
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donc que si le lriangle ABC es, rec,angle en A. La réponsc es' donc: 
- si ~ < Cl, la parabole coupe A cn points distincts 

- SI P - a, la parabole e"langente à A CD son somme, 

- si P> Cl, la parabole ne coupe pas A. 

Ces résultats s'illustren, immédiatemen' avec le logiciel (voir ligures). 

" 
' ...... 

, , 
'. 

'. 
'. 

tl.t---. - .---------- -- ~~~·\~ 

: \ 
: \ , , 

•• E'.n' donné que l'orthocentre du mangle HBC n'cst autre que le point A, 
on peut facIlement conclure que si le sommel A d'un lriangle ABC se déplace 
sur une parabole d'ue de symétrie la médialrice de IBCI, passant par B et C, 
alors le lieu de l'onhocentre 11 es t une droite parallèle ~ (BC), C. résultat 
peUl êlfe vérifié avec Le Géomètre (voir en annexe les constructions 
réaliser). 

2· A dicrit un. droU. 6 qui coupe (BC) en D (distinct d. B d d. Ci : 
li est légiume de se demander si le fail, pour A, d'être parallèle Il (BC) a 

une incidence !iiiur la natu.re du ll cu de! H. La facIllt~ avec laquelle on 
manipule les objets dans Le G6omè're nous perme, (à condlllon d'avoi r 
prévu elle pos>ibilité au départ) d'envisager rapldemen' le cas. La 
manipulation ne pennel pas de donner une réponse avec cenllude (voir 
figure page suivante), li est en effet dIfficile de dIre SI la courbe obtenue es' 

ncorc une parabole. On peu, simplement afformer qu 'elle n'admet plus la 
médiatrice de IBC] comme axe de symélric, Cc qui ne nous surprend pas. 

Cherchons uno équauon du lieu de H : 
A (l, 'fi + ~); B(- a, 0) ; C(a, 0); H(;q ) (y .. 0, a > 0) 

Les calculs ~alisés plus haut nous permeuent d'aboutir à : 

soit y Ja:-.t'l 
. yx + p { : :I~ + x) la -1) 

yI + ~ qui est l'équatIon tl ' une hyperbole, 
BuIIlHfn APMEP 405· Ju{n.JuNlttt 199tJ 
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Remarques; 
• La seule différence enl .. les deux 
cas préc~dents e'1 la possibilité pour 
A. dans le second Ca,Iii, de venir en D 
sur la droite (BC). 

E ludions le compOrlemCnl de fi 
lorsque A tend vers D. Le triangle 
ABC devient . plalI, ses côtés 
deviennent parallèles, les hiJuleur$ 

deyienncnt également paraUèles et H 
tend ve rs l'infini sur la perpen 
diculaire en D à (BC) (2 cas selon que 
A tend vers D au -dessus ou au
dessous de (BC)). 

Ceci nous donne donc, pour le lieu 

, 
, 

" '. 

/ 
!/Y: , , . 

H. ·-

7"'. -- > ~ . ~ ~.: .. .. " ",., 
- '-,D" /â A.t c ~ 

: , 

de /l, quatre branches ÎnBnles; cette conclusion. qUI coïncide avec l'équation 
trouvée plus haut, ne correspond pas à la figure obtenue uvec Le Géomètre. 
En diminuant les dimensions de la figure et en choisissant convenablement ~ 
et y qui détenninentles positions des asymptole" on fin it par voir apparaître, 
avec soulagement et satisfaction, la deuxième branche de l'hyperbole dans la 
partie supéneure de l'écran. 

** Les calculs réalisés au ~deS5us pennellent d'affinner que si A décrit 13 
courbe d'équation y = f( .< J, alors le lieu de H e. t la courbe d'équation 

_ .T
2 +a l 

y = 
f(x) 
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E.ttmple : S. A se déplace sur l'hyperbole d'équation y = ~ alors le lieu de 

H SIl. ourbe d 'équation)' = -or ' +<l'x (voir annexe) . 

.... Le~ éludes que nous venOns de faire nous pennenenl de trouver 1 lieu 
de H lorsque A se déplace sur des polygones silués dans un même demi-plan 
dc fronti~re (BC). 

E.ttmple ." 
Si A décrit un rectangle DEFG lei que B 

apparuennc 11 (EF) el C appanienne à (DG) el 
lei que (ED) Soli parallèle 11 (BC) (VOlt figure), 
alors le lieu de H eSI la réunIOn de deux 
portions de paraboles d'exrrémités communes 
B cl C. On peUl remarquer que, quelle que soi l 
la longueur des cillés [EF] el [DG l, le lieu Il 
est toujourS cette même figure. 

F~ _____ ~. 

. '-.-;.,.-----' . 
:-- .. 

• c:--' ____ '-'-"". 

Les considérations qui préùdenl COncernanl l'orthocentre nous poussent 
émettre la conjecture suivante : 

si A dlcril ,me courbe fermé< ~ coupant pas la droile (BC). 
alors t~ Ii~u de H est l'lie courbe ftmllt. 

De là l'idée de raire sc déplacer A sur un cercle. 

3 - dicril un c<rele (C) disjoinl de (BC) : 

L'expérimentation avec Le Géomètre permet d'obtenir les figures 
suivanles qui confimlCmt notre con je Cl ure. 

~" , , ' 
... '.. ,. ... 

{ \ 
, ' 

:' .... 
o , , , , , 

: " 

,":
L - - - ----";".,CI ::,/ 
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Pour lrouve r des équations de ces jolies courbes et vêrifier avec un 
traceur de courbes ou une crucul8lfice graphique les résultats oblcnus, nOu.s 
allons prendre un repère orthonormal d'origine le centre du cercle el tel que : 

A(Rcosl,R<inl ) ; B (a,h) ; C(c, b) (R>O ; R< Ibl) 
On obtient pour H les équations paramétriques suivantes : 

{ 

x(1) = R cast 

y (r) _ IR cos 1 - d IR cos r - cl + b 
b - R Sin 1 

En faisant varier les paranlètres a, b, r, R. tout en respectan t 1. contrain'. 
R < 1 b 1 qui assure que le cercle (C) ne coupe pas (BCI , on ob,ient de, 
courbes fermûs qui peuvent ovoir des formes très variées. 

4- A dicm un cerde (C) qui coupe (BC) ,' 

al (C) n. cOllli.nl ni B ni C : 
Un raisonnement g60métrique réalisé plus haut nOU5 permet d'affirmer 

que si le cercle (C) coupe (BC) en un ou deux points distincts de B et de C, 
a/ors le lieu de H est unc courbe admetUlnt 2 ou 4 branches lDftmes. 

Des manipulations avec le logiciel nous con firment cene conjecture. 
Les équations paramétriques définies au dessus auesten! que si R;;' 1 b 1 

le dénonunnteur de y (t), b- RSlnl, s' annule, en changeant de signe, pour une 
ou deux valeurs de 1 (Arcsin(blR) ellt- arcsin(blR) d ' où l'e>tislence de 2 ou 
4 branches infinies, 

1 

i 

(ib
i \ 
i 1 

U· 
/ i : l', 

i j 1 \" .. ' j 'T-

b) (C) COniÎenr B (011 eXciusi/C) : 
On a déjà vu que lorsque A tend vers B la luru!e de H dtpend de la 

tangente au cercle en B . 

8u~.tJn APMEP 405 . JuIn-Jvll1et 1996 

43 1 

Bulletin de l'APMEP n°405 - Juin/Juillet 1996



• SI (C) est tangent en B 11 (BC) , la position 
limite de la hauteur issue de C quand A lend 
vers B e,t la porpendiculaire 11 (BC) en Cet 
doo~ If s'éloigne indéliniment sur la perpen· 
dlculain: 11 (BC) passant par B (2 cas selon que 
A est d'un côté ou de l'autre de B) . Ceci est 
conlirmé 11 1. fois par la m.ntpul8lion CI par 
l'érude du ~as particulier (voir ligure) : ,/ 
R = 1 ;" = 0; b = · 1 ; c = 0,7 qw donne : 

{ 

x(I) = cosr 

y (/) = cos rlO.7 :- ces 1) _ 1 
1 + Sin 1 

•• si la langenle en B à (C) esl perpendJculllire à (BC), la posilÎon lunlte de 
la hauteur issue de C eS! la droite (BC) eUe même et donc Je pOln l fi tend 
vers le poinl B. 

Dans ce cas de ligure, lorsque le point C occupe des po>tuons illfférenles 
,ur le diamètre issu de B au cercle (C), le lieu de H peend des formes vanées 
el notammenl cc lieu est une slropholde droite lorsque C appartienl au 
dlamètrt: )B8'[ (VO LT figures). 

R= 1 ; ,, = · 1 ;b = O { 

, 
, 

x(t) = cast 

)' (t) = (oos 1 + 1) k - cos 1) 

Sin t 

.r----Œ:' 0 ' 

, 
\ . 

, 

·ê· 
" ' .. 

cl En faisant varier il loisir le cercle (C) on obtient IOules sortes de courbes, 
Il esl inléressant d'en préVOir CI jusllfior les Formes (fermées ou non) , 
l'existence éventuelle de points doubl~ . de poinl!t de rebroussement elC. 
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D) Centre du cercle inscrit dans ABC : 
Le probltme Se complique avec le point 1 car il n'est pas facile d. 

calculer les coordonnées de 1 en fonction des coordonnées de A, B et C. 
L 'expérimentation avec Le Géomttrc donne, pour le lieu de l , des courbes 
asscz variées dont il eSl beaucoup moins facile de retrouver les équations que 
pour l' orthocentre H. 

Le point 1 reste évidemment ~ l'Intérieur du triangle ABC, son lieu eSI 

unc courbe qui ne P"Sse par B et C que si A peUl se confondre avec B ou C 
ou si A peur se lrOuver sur la droite (BC), !lI'extérieur du segmem [BC] . 

En reprenant des cas de figure trwlés pour le point H, une configuration 
donne un résultat qui paraît simple: c'est la configuration où A décrit un 
cercle p .. o;sanl par B et C. TI semble alors que le lieu de 1 soil constitué de 
deux arcs de cercles d ' extrémités B et C, De là l' idée "d ' arc capable", 
vérification immédiate avec le logiciel en faisant afficher la mesure de -l'angle BIC , c'cst bon! , démonstration évidente ensuite : 

• 

.. , .. ... ~J.~.~_. ~ -~ .. ... . 

.~'~ .. ------------ ----~ 

- --BIC = It - IBC -ICB 

1(- -) = It - - ABC + A CD 
2 

= II - 1 (It - BAC 1 
2 

=!!. +! BAC 
2 2 

qui est constant quand A décrit run des 
arcs de cercle d'extrémités B et C sur le 
cercle (C) . 

Pour les autres cas. les courbes obtenues avec Le Géomèlre restent 
encore à explorer, le~ nombn:ux calculs menés n' ont pas encore livré leurs 
équaüons : à YO~ stylos! 

Les 3Cllvilé'\ précédemes peuvent se tmüer sans grandes connru.ssanCes 
marnémauques . Les moyens technologiques actuels, calculatrices graphiques 
el ordinateurs, permettent d'aborder des sujets riches. originaux. qui peuvent 
"accrocher" des élèves el développer chez eux la curiosité, l'esprit de 
recherche. La machine ne fournit jamais de démonslTation, elle peut servir, 

on ra \lU, à sc poser des problèmes, à faire des investigation, à émettre des 
conjectures , ~ vérifier des résuhals. à innm1t~r des L:om::lusions h5ti\'cs. 
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ANNEXE 1 

Pour vérlt.ar avec L. Géomélre que le heu d. H, ! 
CD) • t " io<squ. A se déplace sur un. parabole passanl par B et -----7--:-----;--·---- ------

C et dont l'ax. est ,. mochatrloe d. (BCj, .st bten une i ........ , : .. .. 
drOIte parallèle à (BC) oI laul d'abord réaliser una :7\...... ,: . 
cms1Juctioo de A SItué sur une parabole délinle par loyer i .... : 
F et d.rvctnoe (0). • ': : 
• M étant un point lié à la drre<:trice. A est l'Jltersectlon da ~c 
la médiatrICe de (FMI et de 1. perpendIculaire en M à ta : 
directrice, On cache I.s objets de la construction en conservant uniquement M et A En 
déplaçant M, A dOcnt une parabola. 

• On cènslrUIIle point B ,ur la parabole (ccnstructioo identJque à cetle de A), on prend ansuite 
le symétrique Cde Bpar rappon Haxe de la parabole (perpendiculaire à (0) passant par fi. 
• On constrwIle tnangle ABC et son orthocenue H. 

En déplaçant le point M, A décrrt une parabota et H décnt une droIte parlllJèle à (Be). 

ANNEXE Il 

POIJr laire se déplaoer A sur l'hyperbole d'équation 
y = kIx, on lait également t.IlO constrlJCtlon géométrique 
da A. 

• On trace deux droite, perpendlcula".s an 0 qui 
constmJeront les ax.s du repère. Dans le a- quadrant 

n Iraoe le carnl OONP de cOté Vk . 
• 00 marqua un point M lié à l'axe d.s absasses, puis on 
con,lruit R .... r la droit. (ON) (voir ligure). 

• L. point A est le poù1t d1ot ..... r;lion des parallèles aux 
axes menées par R.I M. 

• On chOIS 1 deux points B et C sur f axas des abscisses, 
symétriques par rapport à O. 

• On oonstru.11e triangle ABC el son otIhocentre H 

• 

... ~ ... ........... . • 

• , 0 c 

..L.____ _ .::-:..t .. 
n f" ,o. 

En déplaçant M sur rax. des abscisses, A décnt l'hypelbtol. d'équatIOn y = kIx et A la 
cubique d'équalJOl\ y= - x3/k + a' x / k 
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