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PREFACE

Les rubriques de "Travaux Pratiques" constituent une des nouveautés
des programmes de Premisre et Terminale. Les commentaires en soulignent 1'impor-
tance qualitative et quantitative dans 1'apprentissage des mathématiques ; ils
en précisent le but - travail personnel des éléves et rgle formateur des activi-
tés de résolution de problémes - et le fonctionnement - mises en oeuvre de tech-
niques, développement des savoir-faire et illustration d'idées mathématiques.

En dnsistant, en outre, sur la briévetéd dy cours, les programmes
suggerent ainsi une certaine “révolution” dans notre enseignement, surtout dans
les classes scientifiques.

Vous trouverez dans Ccette brochure des documents

- rédigés pour des élaves ;

- directement utilisables par ceux-ci dans le cadre des travaux pratiques 1ins-
Crits explicitement au programme ;

- expérimentés pour une bonne part dans une cinquantaine de classes ;

- couvrant le plus possible 1'ensemb]e des rubriques ;

- faisant une place de choix aux activités graphiques, et aux problémes et métho-
des numériques comme le demandent Tes commentaires ;

- visant, pour certains, un aspect spécifiques du programme, alliant, pour les
autres, plusieurs points de vue : algébrigue, géométrique, historique, graphi-
que, numérique. ..

Ces documents sont de difficultés et de longueurs trés variges.
Chacun peut étre &tudis partiellement ou dans sa totalité. Chacun peut étre com-
plété, modifié, amélioré, rejeté...

Mesdames Renée Rohfritsch et Rosine Flach ont mené & bien Ja difficile tache de

dactylographie, présentation et mise €N pages, avec une bonne humeur a toutes
épreuves. Qu'elles en soient ici vivement remerciées.
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*  Ces documents se référent aux alinéas des programmes et aux commentaires

suivants :

- Exemples d'emplois de suites pour 1'approximation d'un nombre (racine carrée
d'un entier, aire, volume...)
Sur des exemples d'approximation étudiés, on pourra mettre en évidence diffé-
rentes étapes : construction d'un algorithme, étude de la suite ainsi obtenue,
obtention de la prévision visée.

- Exemples de majorations, d'encadrements et d'approximations portant sur des

nombres, des suites ou des fonctions sur un intervalle donné.

** Trois de ces documents (2, 3 et 4) sont consacrés a 1'approximation de la
racine carrée d'un nombre entier.

A ceux qui pensent que ce probléme est devenu sans objet ou sans intérét 3 1'age
des calculatrices, on peut :

1) Proposer 1'exercice 1 qui précéde ces documents ; on constatera a quelle ca-
tastrophe... numérique peut mener la confusion entre un nombre et la valeur
qu'en donne une calculatrice ;

™
S

Faire remarquer que la racine carrée d'un nombre est définie de facon implici-
te, comme "le nombre positif dont le carré est ..." - ce qui, probablement,
en fait la difficulté chez de jeunes éléves.-



[T est essentiel de connaitre un ou des algorithmes d'approximation qui en
constituent une définition explicite. Le constructeur de 1a calculatrice doit
bien en connaitre un |

3) Apprendre que : 'un nombre réel n'est conny que lorsqu'on a donné un procédé
de calcul approché, avec une approximation que le mathématicien désire arbi-
trairement petite, alors que 1'utilisateur se contente de beaucoup moins."
(Jean Dieudonné)

L APPROXIMATIONS

*  Trois méthodes qui ne sont, en réalité, que trois aspects d'un méme procédé
sont proposées pour approcher la racine carrée d'un entier :

1) Une méthode die 3 EULER, dont nous donnons le texte original, ce qui conduit
a une lecture commentée d'un texte historique.
Prérequis : régles de calcul sur les inégalités.
£§5E§§jf§~§£§gifigg§§~: - Bonne manipulation des inégalités ;
- 51 h est suffisamment voisin de zéro, alors h2 1'est
bien davantage.

- Intérét historique de 1a méthode.

2) Une méthode graphique.
Prérequig : construction d'une parabole

Objectifs spécifiques : - Bonne lecture graphique
= Si h est suffisamment voisin de zéro, alors h2 1'est bien
davantage.
3) La méthode de NEWTON
Prérquii * - contruction d'une parabole

- équation de 1a tangente & une parabole en T'un de ses points.
Objec§1f§_§gggifigues ‘Visualisation du phénoméne de convergence.
**  les exercices sont de difficultés variées ; Teur choix dépendra du niveay de
la classe,
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SECOND DEGRE EN CONTINU

Ce document étudie un algorithme d'approximation de la racine positive de cer-
taines équations du second degré, a coefficients entiers ; 1'exemple historique
de Neuwton, donné a la fin, montre que la validité de cet algorithme s'étend &
des équations du troisiéme degré.
Prérequis : - Résolution d'une équation du second degré.
- fi{x) = axz + bx + ¢ : si f(a).f(b) <0, alors 1'équation f(x) =0
admet une solution dans 1'intervalle Ja;b[.
Objectifs spécifiques : - Calcul algébrique ;

- Encadrement par deux entiers consécutifs d'une racine
non calculée d'une équation ;

- Bonne manipulation des inégalités ;

- Intérét historique de la méthode.

IRRATIONNELS

Ici, est décrit 1'algorithme d'EUCLIDE concernant 1'étude du rapport de deux lon-
gueurs. 1 conduit au développement en fraction continue d'un irrationnel.
Prérequis : - Régles de calcul sur les rationnels et les radicaux ;
- Les coOtés de deux triangles dont les angles sont é&gaux, sont pro-
portionnels ;
- Les connaissances géométriques des programmes de seconde.

Objectifs spécifiques : - Procédé d'étude explicite de quelques irrationnels ;

- Utilisation simultanée de 1'analyse et de la géométrie.

ENCADREMENT PAR DICHOTOMIE

Ce document décrit un procédé de détermination approchée d'une solution d'une

équation.

Prérequis : - représentations graphiques des fonctions polyndmes du second degré,
du troisiéme degré et de la fonction x hﬁ>%.

Objectifs spécifiques : - Premiére approche de programmation d'un procédé itéra-

tif avec test d'arrét.
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EXEMPLES DE CALCULS D'AIRE

IT s'agit

1) Du calcul d'aire de quelques surfaces élémentaires ;

2) De procédés de calcul approché par encadrements de 1'aire de domaines limités
par des segments de droites et des arcs de courbes, dans les exemples suivants -
aire du triangle, aire "sous une parabole", probléme d'Archiméde.

Eﬂ?ﬁ?ﬂﬁiﬁ.: - Parabole d'équation y = x2 ;

- Tangente en 1'un de ses points ;
- Somme des n premiers entiers naturels ;
- Somme des n premiers termes d'une Suite géométrique.
Objectifs sgépifiqugg : Développer les qualités de soin et de précision dans des

activités graphigues.,

!LA SPHERE i
4

Les formules S = 4 7 R2 et V = évﬂ‘R3 sont généralement, et pour cause, "para-
chutées". Le procédé d'approximation Utilisé ici permet de s'assurer de Teurs
vraissemblances.

Prérequis : - Trigonométrie de troisisme (revue en Seconde)
Qggggjifnéggpifique : - Développer des qualités de soin dans 1a conduite des cal-

Culs numériques ;
- Etude de la sphére.

IL EST INUTILE DE CHERCHER UN OBJET LA QU IL N'EST PAS

[T s'agit d'un résultat qui, dans la recherche des solutions d'une équation poly-
nomiale, permet de réduire le champ des investigations a un intervalle borneé.

Prérequis : - Syites geométriques ; somme des n premiers termes.
Objectifs spécifiques : - Apprendre & majorer ;
—eoz x> SPECITIques

- Lien entre une méthode numérique et 1'aspect graphique
d'un probléme,
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9-§RESOLUTION DE L'EQUATION DU SECOND DEGRE

TD.iLE PROBLEME DU PLI

T¥.;A PERIMETRE EGAL?

12.‘DEUX PROBLEMES DE MINIMUM l

Ces documents illustrent les alinéas suivants du programme :
- Exemples d'étude du sens de variation d'une fonction.
- Exemples de recherche d'extremums.

i

Exemples de tracé de la courbe représentative d'une fonction.

Exemples d'étude d'équation f(x) =N ou d'inéquation f(x) < \.

;
{RESOLUTION DE L'EQUATION DU SECOND DEGRE

La méthode graphique proposée ici met, en outre, en évidence la somme et le pro-
duit des racines.
Prérequis : Parabole d'équation y = x2 + pXx.

Objectifs spécifiques : - Etude d'équation f(x) = A

- Distinction de cas ;
- Soin et précision dans le tracé d'une courbe.

LE PROBLEME DU PLI

[T s'agit de deux problémes de minimum et d'un probléme de maximum qui leur est

1ié.
EﬁéﬁﬁSﬁiE,: - Etude de fonctions ;

- Formules de dérivation.
Objectifs spécifiques : - Calcul de dérivées ;

- Exemples de recherche d'extremums ;
- Mathématisation d'un probléme.
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A PERIMETRE EGAL

On établit deux résultats -

1° Etant donné un triangle équilatéral de périmétre P, pour chaque réel positif
k inférieur & son aire K, i1 existe deux triangles isocéles de périmétre P et
d'aire k.

2° De tous Tles triangles ayant le méme périmétre, Tle triangle équilatéral a 1a
plus grande aire,

Le premier peut étre établi a 1'aide soit de 1'atude d'une fonction du troisiéme
degré (démonstration 1), soit de celle d'une fonction trigonométrique (démonstra-
tion 2).
Pour établir le second résultat, on utilise le premier ainsi qu'un raisonnement
géométrique original,
Un exercice d'application permet de démontrer que la moyenne géométrique de trois
nombres est inférieure a Jeur moyenne arithmétique.
Eﬁéﬁ?ﬂﬁi§ : - Etude de fonctions ;
- Formules de dérivation,
Qggggﬁifémégégifigggé : - Précision et soin dans un tracé de courbe ;
- Le graphique donne des valeurs approximatives des solu-
tions de 1'équation f(x) =\, donc du probléme posé :
reste a en calculer les valeurs exactes (entiéres dans

I"application proposée en (:) ).

COMBIEN DE SOLUTIONS POUR UNE EQUATION DU TROISIEME DEGRE ?

Voila un sujet de probléme qui justifie les nombreux points de vue qu'aborde ce
document historigue, géométrique, algébrique, graphique et numérique ! Le sujet
N€ sera pas, pour autant, &puisé, puisqu'il pourra étre de nouveay etudié en Ter-
minale, & 1'aide des nombres complexes.
Prérequis : - Deux triangles ayant des angles égaux ont leurs cotés proportion-
nels ;
- Equation du second degré ; somme et produit des racines.
Objectifs spécifiques : - Mathématisation de problemes ;
- Intérét historique : un probléme géométrique conduit
a des problémes algébriques.
- Utilisation du second degré pour la résolution algébri-
que de certaines équations du troisieme degré.
- Utilisation de 1'analyse pour déterminer le nombre de
solutions d'une équation du troisieme degré, et en
trouver des valeurs approchées.,
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14, NE SOYONS PAS AVARES D'ECONOMIE E

15

"L'enseignement des mathématiques est a relier a celui des autres disciplines
sous deux aspects principaux : étude de situations issues de ces disciplines,
comprenant une phase de mathématisation et une phase d'interprétation ; organisa-
tion concertée des activités d'enseignement." (paragraphe 5 des objectifs du pro-
gramme). On voudrait, ici, contribuer (modestement) & illustrer le premier aspect.
Ses auteurs pensent que les situations issues de 1'économie ne doivent pas néces-
sairement étre réservées aux sections B ou G.

Prérequis : Etude de fonctions du second et troisiéme degré.

Objectif spécifique : - Mathématisation et interprétation d'une situation issue

de 1'économie.

PROBLEMES DU SECOND DEGRE

C'est une méthode géométrique qui est proposée ici pour résoudre une é&quation du
second degré, avant une série de problémes de difficultés trés variées.
Prérequis : - Résolution d'une équation du second degré (sauf pour 1)

- Equations de droites, droites orthogonales (pour 1)-
Objectif spécifique : Mathématisation de problémes.

16.

DES SECTIONS DU CUBE;

17

LA COPIE DE BERGSON

On étudie la forme et 1'aire de la section d'un cube par un plan perpendiculaire

& une de ses diagonales, selon la position de celui-ci.

Les activités mises en oeuvre s'inscrivent dans le cadre des rubriques : "Exem-

ples simples de recherches de sections planes..." "Exemples de calcul de distan-

ces et d'angles dans les configurations usuelles... et de calcul d'aires de poly-

gones",

Prérequis : - Parallélisme, orthogonalité et incidence en géométrie dans 1'espace .
- Calculs de distance (le produit scalaire peut étre utile).
- Fonction trinome du second degré.
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Objectifs spécifiques : - Familiariser les eléves avec la vision dans 1'espace.

- Lien entre un probléme typiquement géométrique et un
probléme d'analyse.

- Lecture et compréhension d'une démonstration (copie de
Bergson).

18.] PARTAGEONS

Ce document comporte deux axes directeurs :

a) 1'utilisation de raisonnements de géométrie affine ;

b) une illustration géométrique de la détermination de la limite d'une suite.
Prérequis : - Géométrie de ]a classe de seconde ;

- Suites géométriques.

- Utilisation de procédés algorithmiques.

9.| AIRE ET LONGUEUR D'UNE ARCHE DE CYCLOIDE

On cherche 1ici 1a longueur d'une arche de cycloide et 1'aire comprise entre cette

arche et la droite sur laquelle roule le cercle. Pour cela on construit une suite

dont on cherche la limite. Les termes de cette suite sont obtenus en approchant
le cercle par des polygones réguliers inscrits dans ce cercle.

Prérequis : Polygones réguliers, relations métriques d'un triangle, trigonométrie
de seconde, formules trigonométriques de premiére (on peut se servir
d'un formulaire avant d'avoir étudié 1le chapitre), étude de suites,

QPQEEEiEEQﬂﬁﬁﬁfEEEEEA: - construire une suite dont la limite donne la solution

du probléme ;
- résoudre un probléme en se servant a la fois de 1'ana-

lyse, de 1a trigonométrie et de 1a géométrie.

.;ETUDE D'UNE FIGURE}

JPLUSIEURS PISTES POUR UN MEME ALIGNEMENT

— i
. QUESTION DE MILIEUX!
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PLUSIEURS DEMONSTRATIONS POUR UN MEME ORTHOCENTRE

RECHERCHE D'ENSEMBLES DE POINTS

PROBLEMES D'ALIGNEMENT;

ETUDE D'UNE CONFIGURATION |

PROBLEMES DE CONCOURS

Ces documents consacrés & la géométrie plane visent essentiellement trois des

quatre objectifs fixés par le programme:

- 1'approfondissement de la géométrie plane & travers 1'étude des configurations
et de 1'action des transformations sur celles-ci ;

- la pratique de 1'outil vectoriel ;

- la mise en oceuvre de figures & tous les stades de la recherche et de la rédac-
tion.

<:> *  Chacun des |quatre premiers| présente une situation géométrique simple.

L'originalité de leur présentation tient a deux choses -

1- Plusieurs démonstrations sont demandées ; cela montre que plusieurs pistes
efficaces sont possibles : i1 nous parait important d'en persuader les éléves ;
cela ne pourra que les encourager a ne pas lacher trop tot une piste et envisa-
ger un meme probleme sous différents angles.

Ainsi espére-t-on favoriser 1'apprentissage d'une méthode : traduire hypothe-

ses, conclusion et étapes intermédiaires en fonction de 1'outil choisi.

2- Des clés peuvent étre, une a une, mises par le professeur a la disposition des
eléves, sur leur demande. Ainsi peut-on espérer rompre avec le "tout ou rien"

de Ta réponse & un probléme de géométrie.

** En ce qui concerne la |Recherche d'ensembles de points| , un |Mode d'emploi

joint & la batterie d'exercices indique la méthode de résolution & laquelle
on veut entrainer les éléves. Le dernier exercice montre que cette méthode
n'est toutefois pas unique.
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Eﬁéﬁ?ﬁﬁiﬁ . - Géométrie élémentaire
- Régles du calcuyl vectoriel ;
- Propriétés des homothéties ;
- Propriétés des barycentres.
_Qélgfﬁif§N§E§Eifiﬂﬂgi * = Acquisition de méthode dans 1a recherche d'un probléme
de géométrie ;

- Utilisation des outils mis 3 disposition par le cours.

(:) }Les Problémes d'a]ignement{ , lL'étude d'une configuration/ et les fProblé-
— ‘ S

MW - - - - . -~ 3 i
fmes de concoursf sont constitués des acquis antérieurs. Les problémes d'aligne-
ment sont (curieusement) plus faciles que Tes problémes de concours. Les clés
données ne sauraient étre exhaustives,

Prérequis : - Leg mémes que ceux des documents précédents,

Objectifg_ggggifigggé : Outre ceux des documents précédents, Je EDQiE,des "outils™
utilisés pour 1a résolution d'un probléme : i1 sera inta-
ressant d'exploiter 1a variété des solutions trouvés par
les élaves,

[T s'agit de construire le centre d'un cercle donné & 1'aide du seul compas.
Prérequis : - Deux triangles dont Tes angles sont égaux ont leurs cotés propor-
o tionnels.
- Géométrie é&lémentaire.
gggggﬁifE_spécifjgggi - Démonstrations ;

- Justification d'un procédé de construction (trop diffi-
cile & trouver),

-
29.| PSEUDO-CARRES |

H
i

On étudie Tles propriétés de quadrilatéres dont les diagonales sont perpendiculai-
res et de longueurs égales,

Prérequis : - Rotations.
ijgctif§h§pécif1qg§§4: - Etude d'une configuration.

- Utilisation des propriétés élémentaires des rotations,
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30.} LES AUTOROUTES DE MONSIEUR FERMAT

31.

32.

33.

Le probléme est connu : étant donné un triangle, on cherche la position du point
M qui réalise le minimum de la somme de ses distances aux trois sommets.
Prérequis : - Inégalité triangulaire ;

- Angles orientés, rotations et propriétés.

Objectifs : Résolution géométrique d'un probléme de minimum ;
- Géométrie métrique : utilisation de 1'inégalité triangulaire, cal-
cul d'angles, utilisation des rotations, propriétés du triangle

équilatéral, concours de droites et de cercles.

LE PROBLEME DE FAGNANO ET QUELQUES APPLICATIONS

LE PROBLEME DE FAGNANO (bis)

On cherche le triangle de périmétre minimal inscrit dans un triangle donné : ses
sommets sont les pieds des hauteurs.

Deux méthodes sont proposées qui peuvent étre traitées indépendamment 1'une de
1'autre : la premiére conduit & un probléme d'alignement qui se résout par des
méthodes affines (homothéties - Thalés). La comparaison des périmétres du trian-
gle obtenu et d'autres triangles inscrits permet d'obtenir des résultats métri-
ques et trigonométriques en faisant 1'objet d'exercices de calcul.

Prérequis : - Propriétés des homothéties (méthode 1)

- Propriétés des symétries (méthodes 1 et 2)
- Composées de symétries (méthode 2)

- Les formules —2 — = b = - ¢ — et S = %~bc sin A.
sin A sin B sin C
Objectifs : - Résolution géométrique d'un probléme de minimum ;

- Géométrie des transformations ;
- Calculs métriques et trigonométriques.

VOIR DANS L'ESPACE

34. DESSINER L'ESPACE
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35.’CALCUL DE DISTANCES ET D'ANGLES EN GEOMETRIE DANS L'ESPACE

36.[LES TRONCATURES DU CUBE

Ces documents se référent aux trauvaux pratiques suivants :

- Exemples de problémes d'alignement et de concours dans les tétraédres et paral-
Télépipédes.

- Exemples simples de recherche de sections planes.

- Exemples de calcul de distances et d'angles dans les configurations usuelles et
de calcul d'aires de polygones.

Prérequis : - La géométrie des programmes de seconde.
Objectifs : - Bonne visualisation de 1'espace

- Bonne compréhension des propriétés d'incidence, de parallélisme et
d'orthogonalité dans 1'espace.



1 . Aux &léves pour qui V3 est égal a 1,7320508, comme 1'affiche leur cal-
culatrice

On cherche 3 calculer 9x4 - y4 + Zyz pour x = 10864 et y = 18817.

Solution_l

18817

Calculons—==11 ; ma calculatrice affiche 1,7320508
10864
J'en conclus que 18817 /3
10864

donc 18817 = 10864 x V3 donc 188174 = 108644 x 9

donc 10864* x 9 - 18817% - ¢

par conséquent ; pour x = 10864 et y = 18817, on a :

ot = y% v 2v% - 2 x 188172 = 708158978
SoYutioq_g
4 4 2 2 2 2

- ¥ 3%+ 8 4 gy
je calcule 3 x 108642 - 188172 et je trouve - 1]

par conséquent : pour x = 10864 et y = 18817, on a :

R T R VI o= =3x8 -y <

Question :

Ces deux solutions ont é&té proposées par des &léves de seconde.
Qu‘en pensez-vous ?
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PROBLEME

Le nombre & est un entier naturel qui n'est pas le carré d'un

entier. On cherche & construire une suite de valeurs approchées de

{ plus en plus voisines du nombre a.

METHODE 1. (EULER)

A/ VYoici un texte du mathématicien L. EULER (1707-1783) :*

Généralifons ce que nous venohs d'ex-
pofer, en fuppofant que I'équation donnde
foit xx=a , & qu'on fache d'avance que x
cft plus grand que 7, mais plus petit que
n—1. Si aprés cela nous fuppofons x=n
—+r, cn forte que g doive éire une frac-
tion, & que pp puifle fe négliget comme
une quantité tres-petite , NOUdAUrONs Xx
==nn-~1np=a ; ainfi thp=a—nh, &

&~ nn

F==; par conféquent x==n - 22

L 3.

=2_". Or finapprochoit déja de la vraic

1

valeur, cette nouvelle valeur 222 en ap-
prochera encore beaucoup plus. Ainfi en
la fubftituant & 7, on fe trouvera encore
plus prés de la vérité ; on aura une nou-
velle valeur qu’on pourra fubftituer de nou-
veau , afin d'approcher encore davantage
& on pourra continuer le méme procédé

aufli loin qu'ont voudra.

Question 1

ple : a = 2.

Soit , par exemple, a=2 , c'cft-3-dire
qu'on demande la racine quarrée de 2 fi

on connoit déji une valeur aflez appro-
rhante , & qu'on 'exprime par 2, on aumd
une valeur de la racine encore plus appro-
chante, exprimée par === Soit donc

3
3

I) n=1, on aura x=¢,

17
1) n=%, on aura x=1;,
577,
1) n="17, on aura x= 45
& cette dernicre valeur approche fi fort

332929 o
de ‘/z , que fon quarré g ne differe du

. PR
nombre 2 que de la petite quantite 772z
dont il le furpaffc.

Vérifier les résultats numériques donnés par Euler dans 1'exem-

B/ On applique le méthode d'Euler au calcul de valeurs approchées de V30 et
on cherche & justifier la seconde partie de son texte : "Or si n approchait

déja... aussi loin gu'on voudra".

Question 2 : Calculer les premiéres valeurs de x et de p (a = 30)

xO=5 p1=
X1 © Py =
X2 7 P3 =



Constater que les nombres Xo X1s X5s X5 sont les premiers termes de la suite

2’ "3

ainsi construite :
* le premier terme X, est egal a 5 ;

** le terme X. se déduit du terme précédent x. a 1'aide de la relation :
1+] P i

2
Xiz1 = X5+ 30
X
j
Question 3 : Montrer que pour tout réel x strictement positif,
2 —_
X~ + 30 »

En déduire que les valeurs X1s x2, cees X . obtenues par la méthode d'Euler
sont toutes des valeurs approchées de /30 par excés.
Question 4 : 0n veut, a présent, démontrer que Xi+] est une meilleure appro-
ximation que X; de V30 : 1'erreur commise en remplacant V30 par x, est
égale a X5 - V30 ; on est donc amené & comparer Xipp © V30 a X5 - Vv30.

a) Calculer Xiq - V30 en fonction de X
. . 1 v
3 - < - .
b) Montrer que pour tout i non nul, Xigp - V30 S ~(x1 \/30),
¢) Interpréter cette derniére inégalité en terme d'erreurs.
d) 11 y a mieux ; montrer que

s X, - V30 <107 ators Xipp ~ V30 <1072P ; (p&IN)

Autrement dit, 1'écart entre une valeur approchée de y/gﬁ donnée par un

terme de la suite et Ta valeur exacte de JEE décroit rapidement : on ne

s'étonnera pas d'obtenir “en quelques pas" la méme valeur pour x. que pour
/30, sur 1'écran de 1a calculatrice.

| METHODE 2. (GRAPHIQUE)

Aox = [3 /:>3x2 Ta = gxz“a -0

x> 0 x> 0

On considére donc 1a fonction f - RM—5 R
X — xz—a
Ja est 1'abscisse du point d'intersection de la courbe ¢ représenttative
de f et de 1'axe des abscisses. (figure 1)



Y

.}itguf‘cz ’f -

On construit graphiquement une suite de points Mi(xi’yi) appartenant & la cour-
be C, et de plus en plus proches de I( /3;0).

Pour cela,

(:) On encadre a par les carrés de deux entiers consécutifs :
p2 < a <:(p+1)2

donc p <Ja < p+l

ptl 3 Y, est alors déterminé car MO € C.

i

on choisit Xo

(2) On cherche x, sous la forme : Xy = Xx,~h avec 0 <=h =1 (figure 2)

X- 1 fo-h X
" .
Xy pri
! |
{ i
L L4 i
) h
i]i}ui"({. ,i, .
Question 1 : Montrer que Yy =Yy - zh Xo t h2
| On choisit h de facon que 1'on ait vy = he
L'"intérét de ce choix est le suivant : si h est suffisamment voisin de
zéro, alors h2 est encore plus voisin de zéro.
C o2 _ _ Yo .
omme y, = h=, Yo ~ 2h Xg = 0 donc h = — Xy et ¥4 sont alors
détermings. 2Xg



Question 2 : Montrer que : 0 <<h <1.

Question 3 : Montrer, en utilisant la figure 1, que :

Ja TXy <X et 0 <fy] < Yq-

(:) On itére le procédé et on construit ainsi la suite cherchée :

a) on cherche X, sous la forme x2 = x]—h avec 0 < h< 1

b) on choisit h de facon que 7% h?

etc...

Question 4 : Dans le cas ol a = 30, calculer les premiéres valeurs de Xis
de h et de y; avec la précision de votre calculatrice.

B/ (:) On a : ¥y < 1

2
y
Question 5 : Montrer que Yo <« 1 < 1
4a 4a
2
y
y3<2<]3
4a (4a)

Déterminer des majorations analogues pour Ya et Yy et deviner les majora-
tions que 1'on obtient ainsi pour Y-

@ a - 30

Question 6 : a) Déterminer 1'ordre de grandeur du majorant de Y3 ainsi

obtenu ;
b) Déterminer la nlus petite valeur de 1'entier n pour la-
quelle on soit sir que : y < 1078,
Question 7 : Montrer que : si Yn ~107P alors Y41 /'10"2p ; (pem)

Autrement dit, & chaque pas, le nombre de zéros de 1'écriture décimale des

nombres Y; est au moins doublé : on ne s'étonnera pas d'obtenir trés rapi-
dement 0 a 1'affichage de la calculatrice.
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C METHODE 3 (NEWTON (1642-1727)

L'idée de départ est celle de la méthode 2. On construit la suite des points Mi

de Ta facon suivante :
(E) On encadre a par les carrés de deux entiers consécutifs :
p2<< a < (p+1)2

donc p < Ja < p+l

On choisit Xo = ptl MO est le point de C d'abscisse Xqe

(2) On construit la tangente TO a C en MO ; T coupe 1'axe des abscisses en

0
11(x] ; 0)

Question 1 : Calculer Xy, en fonction de Xor
M] est le point de C d'abscisse Xy -

(:) On itére le procédé : on construit la tangente T1 aCen M] H T1 coupe 1'axe

des abscisses en IZ(XZ’ 0) ;
etc...
Question 2 : Ecrire Xigp en fonction de X . Comparer la relation obtenue

a celle donnée par la méthode d'Euler. En quoi les deux suites différent-elles ?

EXERCICE 1

1) Quelle valeur votre calculatrice affiche-t-elle pour JEB ?

1Me . 2_ 2
Calculer (—?) , puis 117-30x2".
2) On definit la suite u par : guo - 1
1 30 .
(un+] = 7(un + H;') , pour tout n, entier.

a) On définit lessuites p et q de 1a facon suivante :

Py = 11T et pour tout n, §Dn+] = pg + 30q§
q, = 2 (A1 = 2Pp9y,
Montrer que pour tout n, u = Pn
an -
o .2 2 .
b) On pose 'n =Py " 30 g, , pour tout n, entier.

Calculer ro 5 calculer rn+] en fonction de Ty oen déduire la valeur

de r, et utiliser ce résultat pour démontrer que :



4, 10 q?

p -
¢) Ecrire -2 et donner un majorant (de la forme 10 p’ p € N) de 1'erreur

que 1'on ° commet en remplacant Y30 par Po
; 5 i P 9o
Faire de méme avec — , =
q q
"1 2
2
o

3

d) Montrer que Ane1 > 109

Cette derniére inégalité justifie la rapidité de la croissance de
qn(q;> 1) donc la rapidité de la convergence de la suite u vers /30.

EXERCICE 2

1) Etudier la fonction ¢ : fR: —_— IR

X f— %(x + §9>

Représenter ¢ , graphiquement.

2) Représenter graphiquement les termes successifs de la suite définie par

(@ > /30)

X =

R

EXERCICE 3

S0it a un entier qui n'est pas le carré d'un entier.
On suppose connu le nombre Ja, et on considére le cercle T de centre 0
et de rayon VJa; YA

—

<o

Partant de M(« ; 0), on fait la construction suivante
1) on trace une tangente 3 T passant par M ; soit To Te point de contact

2) on prend Te milieu I de [M, TO].



Question 1 : Soit «' 1'abscisse de T, et [3ce1]e de I

Montrer que Qo' = a

En déduire que si ¢ est la valeur d'un terme de la suite donnée par Euler,
3 est la valeur du terme suivant.

Question 2 : Utiliser la construction géométrique précédente pour représenter
les premiers termes de la suite d'Euler.

EXERCICE 4

a) Partant de Xy = 2, calculer X1s X5 x3 valeurs approchées de V1,57 en uti-
lisant la méthode d'Euler.

. -10

Combien d'itération doit-on prévoir pour donner V1,57 & 10 prées ?

b) Partant de Xo = 2000, calculer X1s Xos X3 valeurs approchées de
J 1571234 en utilisant la méthode d'Euler.
Combien d'itération doit-on prévoir pour donner /1571234 3 10_10 prés ?

* Ce texte est du au mathématicien suisse EULER ; il date de 1748 et est
publié ici dans une réédition du 1% siécle. I1 est extrait du chapitre
XVI intitulé "De la résolution des équations par des approximations" de
son livre "Introduction & 1'analyse des infiniment petits."

Il faut avoir appris a distinguer ce qui est grand de ce qui est petit, ce
qui est prépondérant de ce qui est négligeable. En d'autres termes, le
calcul infinitésimal est ['apprentissage du maniement des inégalités bien
plus que des égalités, et pourrait se résumer en trois mots :

MAJORER MINORER APPROCHER

Jean DIEUDONNE

Calcul infinitésimal, Hermann — 1968



3 .| SECOND DEGRE EN CONTINU

RAPPEL

- un nombre rationnel est un nombre qui peut s'écrire comme quotient de deux
.2

57-

un nombre irrationnel est un nombre qui n'est pas rationnel.

entiers ; exemples: 2 ; -3

- on sait que si 1'entier naturel N n'est pas le carré d'un entier, alors JN
est un nombre irrationnel ; exemples : /3, /120.

- dans ce document on considére des équations du second degré "sz +Bx +C=0"

vérifiant les propriétés suivantes :
1} A, B et C sont des nombres entiers ;
2) AC <0.

Question 0 :

a) Démontrer qu'une telle équation admet deux solutions de signes contraires ;

b) A quelle condition sur son discriminant les solutions d'une telle équation
sont-elles des nombres rationnels ?

Voici une méthode de recherche de la solution positive d'une telle éguation.

Elle n'utilise pas le calcul du discriminant mais le résultat suivant : une fonc-
tion polyndme qui change de signe entre deux valeurs a et b de la variable, s'annu-
Te pour une valeur de celle-ci, comprise entre a et b.

On fera fonctionner le procédé sur des exemples avant de 1'examiner, puis d'en
rontrer 1'intéreét.



-]O_

QUELQUES EXEMPLES

EXEMPLE 1 : E désigne 1'équation 6x2 + 5x - 6 = 0

Etape 1 : A 1'équation E, on associe la fonction f DX —a 6x2 + 5x - 6
f{0) = -6 5 f(1) = 5.
L'équation E admet donc une solution «x comprise entre 0 et 1.
0 est la partie entiére de x.

: on a alors : O <v%1<:1 donc Xq> 1.

2

]
On pose «x = M

+5X - 6 = 0D 6x2 - 5y

Question 1 : Montrer que 6x 1

Etape 2 : E, désigne 1'équation 6x° - 5x - 6 = 0.

A 1'équation E1, on associe la fonction f, : x — 6x2

1
f (1) = -5 f,(2) = 8.

L'équation E1 admet donc une solution Xy comprise entre 1 et 2.

- bx -6 ;

1 est la partie entiére de Xy -

On pose Xy = 1+ 1 ; ona alors : 0 <1 < 1 donc x, > 1.
Xo X 2
Question 2 : Montrer que 6x} - 5x, - 6 = 0 <= 5x5 - Tx, - 6 = 0
Etape 3 : E, désigne 1'équation 5x% - 7x - 6 - 0.
A 1'équation EZ’ on associe la fonction f2 DX 5x2 - 7Xx -6 ;

f,(2) = 0.
Donc 2 est solution de E2 et le procédé s'arréte car la solution
trouvée est un nombre entier.

Conséquence : puisque 2 est solution de EZ’ T+ %- est solution de E] et par

] 7 est solution de 1'équation E : Ta solution
1 +

conséquent

2 positive de E est un nombre rationnel.

_ : 2 B
EXEMPLE 2 : E désigne 1'équation : x~ - 2x - 2 = 0.

Etape 1 : A 1'équation E, on associe la fonction f : xr—x" - 2x - 2

f(2) = -2 f(3) =1
L'équation E admet donc une solution x comprise entre 2 et 3

2 est la partie entiere de x.

On pose x = 2 + ;_,; on a donc x> 1.

1 2
Question 3 : Montrer que X -2 =0 2xy = 2%y = 1=0



- 11 =

2 9w -1 -0,

A 1'équation E}s on associe la fonction f] DX — 2x2 - Z2x -1
f](l) = -1 f](Z) = 3.
L'eéquation E] admet donc une solution Xy comprise entre 1 et 2 ;

Etape 2 : E] désigne 1'équation 2x

1 est Ta partie entiére de Xy -

On pose Xy = 1+ 1 ; on adonc x,> 1.
Xy 2

To 120 X6 - 2x, - 2 = 0.

E2 est donc 1'équation E initiale : par conséquent, le procédé

Question 4 : Montrer que 2x

ne s'arréte pas ; il se répéte indéfiniment.

Conséguence : Si x est la solution positive de EZ’ alors 1 + %- est solution
]

1 +

de E1, donc 2 + est la solution positive de E.

| —

CONCLUSION : La solution positive de E vérifie x = 2 + 7 » donc
1+ X
vérifie x = 2 + 1
1+ ]
2 + ! 1
1+ X
etc...
Question 5 : Trajter suivant le méme procédé les exemples suivants :
Exemple 3 : x2 -x-1=0
2

Exemple 4 : x° - 30 =0

Exemple 5 : A votre choix.
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EXAMEN DU PROCEDE

Rappelons que E désigne 1'éguation “Ax2 + Bx + C = 0"

1) Les coefficients A, B et C sont des nombres entiers ;

2) AC

< 0.

Dans toute Ta suite du paragraphe, H désigne le discriminant de E.

Conséquence : le changement d'inconnue transforme 1'équation E en 1'équation E
q g q

: On suppose que la solution positive de E n'est pas un entier ;
on désigne, dans ce cas, sa partie entiére par a, et on pose :

X =a+ %- on a alors O <:% <1 donc y> 1.
a) Montrer que sz + Bx + C = 0= (Aa2 + Ba + C)y2 + (2Rha +Bly + A = 0

b) Calculer le discriminant de 1'équation, d'inconnue y, ainsi obtenue
c) A 1'aide de deux graphiques (1'un correspondant au cas od A> O,
1'autre & celui ot A < 0) montrer que Aa2 + Ba + C et A sont de

signes contraires ; on a donc (Aa2 + Ba + C) A= 0.

1 5
- dont les coefficients sont des entiers ;
- ayant le méme discriminant que E ;

- ayant, comme E, deux solutions de signes contraires.

En itérant le procédé, il y a, a priori, les éventualités suivantes

1° a une étape p, on obtient une équation Ep dont Ta solution positive est

entiere ; c'est le cas de 1'exemple 1. Le procédé s'arréte et par conséquent

la solution positive de 1'équation E est rationnelle.

2° Le procédé se répete sans que 1'on obtienne une équation dont la solution

positive soit entiére. Nous allons montrer que dans ce cas, cn obtient

nécessairement, a une &tape p une équation EP déja rencontrée ; c'est ce

qui se produit dans 1'exemple 2.

Pour le démontrer, il suffit d'établir que les itérations successives ne

peuvent conduire qu'a un nombre fini d'équations E

Une &quation Eo s'écrit ox

différentes.
2 P
+ Bx +7 = 0.

h
On sait que ¢, G et Y sont entiers

Question 7 :

que ¢ ¥V < 0
que BZ-—4QW' =HY) (%)

1) Montrer gue [32 < H ; en déduire que les valeurs que peut
prendre 1'entier (3 sont en nombre fini.
B2- H .
2) Y = 7 ; montrer qu'a chaque valeur de 3 on ne peut
associer qu'un nombre fini de couples d'entiers (o , Y }.
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CONCLUSION : I1 n' y a qu'un nombre fini de triplets (o , 3, Y ) vérifiant

ITI-

Tes condtions (*) donc un nombre fini d'équations Ep différentes.

INTERET DU PROCEDE
On considére une équation du second degré, a coefficients entiers, admettant
deux solutions de signe contraire, et dont la solution positive est un nombre

irrationnel.

On peut affirmer :

(:) Si on applique le procédé décrit précédemment, celui-ci ne s'arréte pas.

Question 8 : Expliquer pourquoi.

<:> Le procédé construit une suite de nombres rationnels de plus en plus pro-
ches de la solution positive irrationnelle de 1'équation.

On va le vérifier sur 1'exemple 2 du premier paragraphe.

On sait que la solution Xo positive de E vérifie :

A
fa- 2 o A
Ay
ta= 2« A
A s A
24 A
4
%\'52 E 3 A
A * A
RS A
A+ A
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Question 9 : Ecrire fo’ f1, fZ’ f3, et f4 sous forme de fractions irréduc-
e ' 3

tibles 5 -
50 Ter T2 Tgo Tgo Fipe Ty
Ranger ces treize fractions par ordre croissant.

Faire de méme pour f f

12"

Question 10 : Vérifier que Xog = 1+ J3 et noter la valeur approchées ig
qu'en donne votre calculatrice.
On note <pk la valeur de fk affichée par la calculatrice.
Remplir le tableau suivant pour k allant de 0 & 12.

f 4 valeur de ¢k-xo

affichée par la calculatrice

on constate que dans un tel exemple :

Le procédé donne la construction d'une suite illimitée de
nombres rationnels qui encadrent de mieux en mieux la

racine positive irrationnelle de 1'équation donnée.

COMPLEMENT
On reprend 1'exemple 2 : 1+ /3 vérifie x = 2 + ! Fos 20 V3 <3,
1 +

X
On fabrique Ta suite f de la facon suivante :

le premier terme noté fo est égal a 2 ; le second noté f} est égal a 3

ensuite, chaque terme noté fn est obtenu a partir du précédent du précédent
1

noté fn—2’ par la relation : fn =2+ —
n-2
Question 1 : Vérifier que f est définie par \ f_ =2 f, = 3
— 0 1 3F, 42

[ pour tout ny 2, f = fr-2 F1



Calculer fz, f v, T

3’ 12°
Verifier que Xo = 1+ V3 est solution de x = 3+ 2
X + 1]
Question 2 : Montrer que fn+2 - fn est du méme signe que fn - fn—Z‘

En déduire que si n est pair : fo <:f2 <:"'<fn—2 <;fn<<fn+2v< .

s1 n est impair @ ........... <fn+2 <:fn‘< fn—z R f3 <:f1,
. g * 2 3,42
QUeSt10n 3 . On ecrit : XO - fn = ‘*)Zg—-_—;——]- - W .

Montrer que Xg ~ fn est du méme signe que Xo ~ f

n-2°
En déduire que si n est pair : fn <X,
si n est impair : Xo < fn.
Deéduire des questions 2 et 3 que : Pour tout entier naturel D,
fo< fy <....< f2p< e < Xg <ovvn < f2p+] < LL<fy<fy
Question 4 : Démontrer que pour tout entier naturel p :
Xq - pr < E%Er* et f2p+] - X, < %?5~

UN TEXTE HISTORIQUE

IT s'agit d'un commentaire du mathématicien LAGRANGE (1736-1813) & propos
d'un texte de NEWTON (1642-1727), que 1'on trouve dans le livre de Jean ITARD :
"Arithmétique et théorie des Nombres" (PUF 1963).

Lagrange explique la facon dont Newton résout 1'équation :

x3 - 2x -5 =0.



82 ARITUMETIOUE ET THEORIE DES NOMBRES

« ... On voit que la racine réelle de I’équuticm
proposée sera entre les nombres 2 et 3, et qu’ainsi 2

sera la valeur entidre la plus approchée de cette
racine, »

« Je fals maintenant x = 2 4 1 » I vient

SO =y 10yt 6y -1 = ¢
J(10) = — 61, f(11) = 54

« Je fais donc y == 10 1 oy
Il vient z
Bla) = 612° 940 _ 19y | o
g{1) == 54, g(2) =171

« Je fais done

Bou) == 54 u® . 95 W — 89y — 61 == ¢
h{l) = — 171, h(2) = 293

donc u =1 }, ete.

| « En continuant Je cette manic‘:rv, on lrouvera
g 92

es no.mbr(,s 2, l{), l_, 1,2,0,3,1,1, 12, ete. » d’on

Pon tirera les réduites :

? gl 2'3 44 111 155 576 731 1307 16415
¥ s T ar Y T md Y g ST ALY Taanae
PRI 117 210 530 74 9757 345" gad 7837
« La dernitre {raction eat plus grande que la racine
cherchée ; mais I'erreur scra moindre que ~~~L--
o . (71837y°
¢’est-A-dire moindre que 0,0000000163 ; done, )si
on réduit la fraction en fraction déecimal

! fr 1 ¢, elle sera
exacte jusqu'a la septicme décimale or, en faisant

la division, on trouve 2,0945514805... ; ainsi Ia

LES FRACTIONS CONTINUES 83

racine cherchée sera cntre les nombres 2,004551149
et 2,094551147,

« Newton a trouvé par sa méthode la frac-
tion 2,094551147 (voyez sa Méthode des suites infi-
nies) ; d’ott Pon voit que cette méthode donne dans
ce cas un résultat fort exact ; mais on aurait tort de
se promettre toujours une pareille exactitude. »

... La mathématique parle des approximations, ... elle en parle méme énor-

mément, mais ... elle en parle avec rigueur.

On pourrait méme dire que c'est la

tiche principale de la mathématique

depuis ses origines, et que c'est le moteur le plus puissant de toute son

histoire.

"Parler avec rigueur de ce qui est approximatif’, la formule semble para-

doxale. Cl'est en effet une sorte de déli présenté i l'activité intelligente

de 1'homme

~ d'une part l'exigence de certitude et de rigueur ;

- d'autre part l'inaccessibilité de cette perfection.

G. Th. GUILBAUD
Lecons d'A-peu-prés

Christian Bourgois, 1985
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4.| IRRATIONNELS

I INTRODUCTION

Pour étudier le rapport AB/CD de deux segments AB et CD (on suppose toujours ici
AB > (D), Tes mathématiciens grecs de 1'antiquité procédaient ainsi

1) On cherche combien de fois le segment AB contient le segment CD ; on obtient
un nombre entier a];a 1. On écrit, en désignant désormais par S1 le segment
AB et par S2 le segment CD (pour : segment numéro un, segment numéro deux) :

S, = a}S2 + 83 ol¥ 53 désigne naturellement le reste de cette division (segment

1
numéro trois) ; on a évidemment SZ:> 53.
A 54 R
it S
S
. 3
<« 8§ D
&-—-~—-+—~2’~--~*-~—7‘ a; = 3
5@
S3 a; =2
4 Gy,=2  FIN

2) Si 53 n'‘est pas nul, on cherche combien de fois S2 contient 53. On obtient un
nombre entier a, 2 1. On écrit : S2 = a283 + 54 ou 34 désigne le segment
numéro quatre, reste de cette division.

On continue ainsi tant que la division faite ne "tombe pas Jjuste", c'est-a-
dire qu'elle fournit un reste. (Dans 1'exemple figuré ci-dessus, la procédure

s'arréte a la troisiéme division). On note les quotients entiers successifs

15 8y, Bg...

Question 1 :

Vérifier que, sur 1'exemple de la figure, on a AB/CD = 3 + 1/(2+1/2)

?p@j§§t1pg . &crire S}/S2 = 3 + 83/52 ; 52/53 = 72 + 84/53 ; 53/54 = 2.
La procédure que nous venons de décrire s'appelle algorithme d'EUCLIDE, ou anti-

L ne . s .
phérése (vous trouverez ce mot dans aucun dictionnaire h).
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L'algorithme d'Euclide peut aussi se pratiquer en termes purement numériques

(sans pense

gueurs). Vo

r nécessairement aux nombres comme a des longueurs ou rapports de lon-

ici un exemple :

A] = 77/36 = 2 + 5/36 a; = 2 77 =2 x 36 +5 a; = 2

A2 = 36/5 = 7+ 1/5 a, = 7 36 =7 x 5+ 1 a, = 7

A3 = 5 FIN ay = 5 5=5x1 FIN ay = 5
La colonne de droite traduit en égalités d'entiers les égalités de fractions de
la colonne de gauche.
Question 2 : Vérifier que, dans 1'exemple ci-dessus, on a :

A, = 77/36 = 2 + 1/(7 + 1/5)

1

En général, si A est un nombre donné (qu'on supposera toujours positif ),

1'algorithme d'Euclide se pratique ainsi

19 On écrit

A = A] = a] + C¥1 ou a] est entier et O $<1] < 1. Autrement

dit, ay est la partie entiére de Al’ et cx] sa partie décimale.

2° Si o, n'est pas nul, on pose A

5 = }/Cx1 ; on a alors A2:> 1. On écrit :

AZ =3, ta, ol a, est la partie entiére de A2 et Q, sa partie décimale.

On continue

Question_§

Question 4 :

ainsi tant qu'ondobtient pas une partie décimale nulle.

: Vérifier que, si c<5 = 0 (par exemple), on a :

1) Si 1'algorithme d'Euclide d'un nombre A se termine au bout d'un
certain nombre d'opérations, pourquoi le nombre A est-il rationnel ?
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2) Montrer que, si A = p/q est rationnel (p et q sont des entiers),
I*algorithme d'Euclide se terminera au bout d'au plus q opéra-

tions.

Indication : imaginer 1'algorithme écrit sous forme d'égalités de nombres entiers

et observer les restes des divisions successives).

Conclusion : L'antiphérése d'un nombre A est infinie (ne se termine Jamais) si
et seulement si le nombre A est irrationnel.

UN EXEMPLE HISTORIQUE D'ANTIPHERESE INFINIE (Etude géométrique)

On se propose d'étudier le rapport "diagonale/cGté" dans une pentagone régulier.

Question 1 : Pourquoi est-il inutile de préciser la taille du pentagone, la dia-
gonale ou le coté ?

B

Question 2 : Pourquoi, dans 1le pentagone régulier, chaque diagonale est-elle
parallele au c6té qui ne Tui est pas adjacent ? (Penser aux axes de
symétrie). En déduire que EAFD est un parallélogramme, et que la
premiére étape de 1'antiphérése peut s'écrire :

= ED, S, = FC

S, =1 xS, +5§S avec S 3

1 5 3 = AC, S

1 2

Question 3 : Comparer les rapports ED/FC et AD/BC en utilisant, par exemple 1'ho-
mothétie de centre 0 qui transforme B en A (image de F ? de C ?)
Remarquant que AD/BC = diagonale/c6té, en déduire que 1'antiphérése
est INFINIE, avec a4 T8, = a3 = ... et que ces nombres sont
TOUS EGAUX A UN.

Pourquoi le rapport étudié ne peut-il étre rationnel ?
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Question 4 : Posant ¥ = AC/ED = AD/BC = ..., montrer que l'on a @=1 + 1/¢
En déduire que ¥ = (1 + V5)/2
Ce nombre s'appelle le nombre d'or.

Remarquons que le raisonnement fait pour obtenir le résultat a

= a N
1 2
est entierement géométrique ; on trouvera & la fin du chapitre d'autres exemples

d'études analogues.

L'exemple que nous venons d'étudier est, selon les historiens des mathématiques,
la premiére preuve d'irrationnalité découverte par les grecs, bien avant Fuclide.

D'AUTRES EXEMPLES D'ANTIPHERESES INFINIES (étude numérique)

Traitons le cas du nombre A = 2.
Le nombre A est compris entre 1 et 2, car 1 au carré est 1, et 2 au carré est 4.

Cette seule information va nous suffire pour déterminer les entiers ap, Ay

19 0n a ay = 1 : nous venons de dire pourquoi. Donc :
oy = Y2 -1 et A, =1/ V2 - 1)
2° Pour calculer la partie entiére de AZ’ il n'est pas nécessaire de chercher une

expression décimale plus précise que J2 ; les régles de calcul algébrigues sur

les radicaux sont bien plus efficaces (et ce que nous sommes en train de faire

est leur principale application !) ; on a :
A= CV2+ /0 V2 -1 2+ 1) = J2 41
et il est clair que : a, = 7z et X, = /E -1

Question 1 : En remarquant que p = <x], conclure que a3, a4, ... sont tous
égaux a 2.
En déduire que le nombre VE est irrationnel.

Exercice 1 : Etudier de facon analogue les nombres :
1+ V23 1+ Ve)/2, 5 . V3 \/7; J37 .

(dans chaque cas, on demande la Tiste des entiers 2y, a

95 a3...)

APPLICATION AU CALCUL NUMERIQUE

L'algorithme d'Euclide vient de nous permettre de démontrer que le nombre /E

n'est pas rationnel. I1 permet en fait bien mieux : on peut en déduire des appro-

ximations de 2 aussi précises que 1'on veut (voir aussi le T.P. : second

degré en continu, ol 1'on utilise Ta méme méthode pour calculer les racines d'une
éauation du second denrd)
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Faisons d'abord une expérience numérique, avec une calculette.

Exercice 2 : Déterminer les expressions décimales (& la calculette) des nombres :
P+ 1/2, T+ 01/(2+1/2), 1+ 1/(2 + 1/(2 + 1/2)), etc...

Indication : pour calculer le nombre

4 . 1 (cette expression est souvent notée, plus
a commodément [a], e an])

on procéde "en remontant”, c'est-a-dire selon le "programme" :
D P T - EEIORS

n fois
A partir de quelle valeur de n le nombre n, 2, ...., 2] coincide-t-i1 avec

oY)
=
1

T el

I'expression /2 donnée par la machine ?
Ensuite, on exécutera 1'algorithme d'Euclide, & la machine, a partir de 1'expres-
sion qu'elle donne de JE, selon le programme :

J2 D = ";—J - [partie en‘tiér:ie =

A partir de quelle étape cesse-t-il de donner le résultat théorigue prévu ?

1
X

Essayons maintenant de comprendre ce qui se passe.

Exercice 3 : On considére la fonction f(x) = [a], o5 wees A, x] ol a

1° -+ an

sont des entiers fixés (tous> 1) et x une variable réelle positi-
ve. Montrer que f est croissante si n est pair, décroissante si

n est impair.

(Indication : si x augmente, 1/x diminue, donc a, * 1/x diminue,...)

En remarquant que :
Jo = 11.8] = 1,2,2,8] = [1,2,2,2,8] = ... o0 B =1+ J2> 2,

et en appliquant ce qui précéde, montrer que 1'on a :

R] <‘R3<< R5 < L < f? < ... R6 < R4~< R2

Ry = 15 Ry = [1.2], Ry = [1,2,2] , R, = [1,2,2,2],
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Ceci montre que deux nombres consécutifs de la suite Rl’ RZ’ R3... déterminent tou-

jours un encadrement de 2. On peut aussi expliquer pourquoi la différence de
deux nombres consécutifs de cette suite tend vers zéro (elle diminue méme trés

rapidement) ; mais ceci est un peu plus difficile, et nous ne le ferons pas.
Finalement, /2 est la limite de la suite de fractions Rn (que 1'on appelle les
réduites de V7).

X A s NP A
Exercice 4 : En utilisant ce procédé, calculer avec une erreur inférieure a 10

- = = oy . R ..
les nombres V5, 3, V7, JE? (on utilisera aussi, évidemment les
résultats de 1'exercice 1).

D'AUTRES ETUDES GEOMETRIQUES D'ANTIPHERESE INFINIE

D
" ABCD est un carré. On a AE = AF = AD.

On étudie le rapport CF/CD.
E
1)

Quelle est la valeur de ce rapport ?
2) Montrer que la premiére étape de 1'an-
tiphérese s'écrit :

S] = ZS2 + 53; S1 = CF, S
3) Montrer que CD/CE = CF/CD

En déduire que 1'antiphérése est infinie

= CD, 53: CE

2
fA 2]

et déterminer les nombres ays 855 g

F Comparer avec les résuitats du §III.

ABC est un triangle équilatéral; de plus
DF = DB = DC et CE // DH // BF. On étu-
die le rapport AF/AB.

1) Quelle est la valeur de ce rapport ?
2) Montrer que les deux premiéres étapes

de 1'antiphérése s'écrivent :

51 = 52 + S§ avec 81 = AF, 52 = AB,
53 = AE
52 = 233 + 84 avec 54 = AG

3) Montrer que AE/AG = AF/AB
En déduire que 1'antiphérése est infinie

et déterminer les nombres a

10 8o 85 ...
4) En déduire les guotients entiers succes-

i sifs obtenus dans 1'antiphérése de V/3.
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Comp]ément

Voici une démonstration par 1'absurde (une parmi d'autres) de 1'irrationnalité
de Va, Torsque a est un entier qui n'est pas un carré parfait. Mais 3 1'inver-

se de ce qui précéde, cette démonstration ne permet pas de construire une suite
d'approximations de |a.

Soit  a un entier naturel qui n'est le carré d'aucun entier. On encadre a par
les carrés de deux entiers consécutifs :
nl < a < (n+1)?

On suppose que Ja est rationnel

On peut alors écrire Ja sous la forme d'une fraction irréductible c'est-a-dire

Te quotient de deux entiers naturels qui n'ont d'autre diviseur commun que 1.

- P
fa q

Parmi toutes les fractions d'entiers égales & \/5, g»est celle dont le dénomina-
teur q est le plus petit : les autres ont pour dénominateur 29, 3q, 4q, etc...

2

Question 1 : Va = g- et Va+n = %3—:Eﬁ
& P_ a3 -np

Démontrer que g T

Question 2 : n < JE <n + ]

Démontrer que 0 <p - gn <q

Question 3 : Conclure.
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S .| "ENCADREMENT PAR DICHOTOMIE“

Trouver un encadrement de V2, c'est trouver un encadrement de la solution posi-
tive de 1'équation x2 -2 =0.

De méme, par exemple trouver un encadrement de @@ c'est trouver un encadrement

de la solution de 1'équation x3 -5 =0.

Ces deux équations peuvent, en désignant leur premier membre par f(x), s'écrire
fix) = 0.

g

Y

Les solutions de 1'équation f(x) = 0 peuvent s'interpréter graphiquement corme
les abscisses des points d'intersection de la représentation graphique de f et
de 1'axe des abscisses. Une lecture permet alors un ordre de grandeur de ces so-
lutions. Les graphiques précédents montrent que 1 < J/2<<?2 et 1< 3/5 < 2.

On suppose dans ce qui suit que f vérifie la propriété suivante :

Quels gue soient les réels a et b,
(P) si f(a) et f(b) sont de signes contraires alors 1'équation
f(x) = 0 admet au moins une solution dans [a ; b].
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10

g@-.../"/\/ V15| A

De nombreuses fonctions possédent cette priorité, par exemple, les fonctions
X = xz— 2, X i—> x3— 5 et de fagon plus générale, toutes les fonction polynémes.

. - -

Y

q

Remarquons que la fonction X+ %- ne la posséde pas.

by

Y

Soit f une fonction possédant la propriété (P).
On suppose que 1'on connait deux réels a et b (a < b) tels que :
1) f(a).f(b) =0
2) 1'équation f(x) admette une unique solution, notée c) dans 1'inter-
valle [a,b]. ‘
(les réels a = 1 et b = 2 font 1'affaire dans les deux exemples donnés).

Question 1 : Que peut-on dire de ¢ si 1) f(a) f(b) = 0 ?
2) fla).f(b) <0 2

On cherche a remplacer [a;b] par un intervalle plus petit contenant
aussi ¢ : on obtient ainsi un meilleur encadrement de c.
On prend pour cela, le milieu de [a;b].

: : P . atb s fa+b |
On regardealors si c¢ appartient a [a ; ﬁ?—J ou a [_?~ ; bJ,



L R et
Question 2 : ol est situé c, si E
1° f(a) . f(é%g) <02 |
{
2° f(a) . f(igg) =07 |
o C
30 f(a) . f(a;b) <07 - : v L -
| arb
4° f(a) . f(i’gi) 507 : 2
\
]
0l

11 résulte de cette étude que si f(a) . f(E%EJ < 0, alors c¢ appartient a
[é ; 3%9-] : i1 suffit, dans ce cas, de remplacer b par E%E-pour retrouver

les hypothéses de départ avec un nouvel intervalle de longueur moitié du pré-
cédent, et de recommencer.

Question 3 : Examiner de méme le cas f(a) . f(b) > 0.
On peut traduire les réflexions précédentes par le schéma suivant

REPETER
ST fla). f(32) < 0 ALORS b « 2P

| SINON a «— &0

On obtient ainsi des encadrements de plus en plus fins du nombre c¢. Mais malheu-
reusement, un programme ainsi rédigé ne serait pas utilisable sur un ordinateur
{ou une calculatrice) : i1 ne comporte pas d'ordre de lecture (permettant d'in-
jecter a l'ordinateur les valeurs de a et de b), pas d'ordre d'impression et, ce
qui est plus grave, il ne s'arréte pas !

Question 4 : On désigne par L, Te réel b-a, longueur de 1'intervalle initial [a;b].
Calculer, en fonction de L, les longueurs des intervalles [a,b] obtenus

aprés une, deux, trois, ..., dix ex@cutions successives de 1'ordre du
schéma (1).
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3

Qggstioqm§ . On remarque gue 2io = 1024 > 10” ; au bout de combien de passages,

c'est-a-dire d'exécutions successives de (1), est-on sir que la lon-

gueur de [a;b] est inférieur a 1070, L 2

I1 faut aujouter un test d'arrét.

Pour cela, on impose la longueur du dernier intervalle la.b] obtenu, par exemple
par la condition : "b-a < 10°P" ou p est un entier fixé que 1'on indique & la
machine.

On obtient ainsi la ligne directrice d'un programme que 1'on peut suivre pas a

pas a la main ou introduire dans un ordinateur ou une calculatrice programmable.

. LIRE a,b, p
. TANT QUE (b-a)> 107P REPETER

ST fla) f(&2) <0 ALORS be— 20

iy 2 —_— 2

SINON  a ¢ &P

i .

. ECRIRE a,b

Le programme ainsi amorcé peut pratiquement étre transcrit te] quel, en tenant
compte des modifications dues au langage de la machine utilisée.

* En LSE, "Lire" est inchangé ainsi que "Afficher" : "Faire tant que... Refaire"
s'écrit : "Faire n tant gue ... Refaire" oQ n désigne le numéro de la Tigne
portant 1'instruction suivante (Ici "Afficher a.b").

"Fin" se programme "Terminer"

** L'instruction "Lire" s'écrit "Read" en Pascal, "Imput" en Basic.
L'instruction "Afficher" s'écrit "Write" en Pascal, "Print" en Basic.
'Faire tant que b-a> 107P" se transcrit "While b-a> 10°P do..." en Pascal
et en Basic structuré.
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**x ['opération Ml ¢— M2 signifie "recopier le contenu de la mémoire M2 dans M1",
en lieu et place du contenu actuel de cette derniére (& la maniére d'une recopie de
cassette magnétique).
Cette opération est notée Ml &— M2 en LSE ; Ml := M2 en Pascal ; Ml = M2 en basic.

AN Avec un micro-ordinateur, en simple précision, i1 ne faut pas espérer obtenir
un intervalle [a,b] de longueur inférieure 3 10_6. Le programme, autrement,
risque de "boucler" indéfiniment, la condition b - a < 10°P n'étant Jamais
réalisée en raison du manque de précision des calculs.

Avec une calculatrice programmable (qui travaille avec davantage de chiffres
qu‘un micro-ordinateur) on peut espérer, selon son modéle, obtenir un inter-

valle [a,b] de Tongueur inférieure & 1077 ( ou méme 1079).

les trois étapes de la pensée "approximative” dans le cadre des Nombres
Réels. On donne 1) une valeur approchée
2) un encadrement

3) une suite indéfinie d'encadrements

G. Th. GUILBAUD
Lecons d'A-peu-preés
Christian Bourgeois, 1985
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6. | EXEMPLES DE CALCULS D’AIRES

INTRODUCTION

Dés qu'on a choisi comme unité d'aire, celle du carré de coté 1, les aires
des surfaces polygonales s'obtiennent facilement en appliguant les régles

suivantes :

(1) 1'aire d'un domaine n'est pas modifiéesi on lui fait subir une transla-

tion, une rotation, une symétrie centrale ou une symétrie axiale.

(2) Si deux surfaces n'ont en commun qu'un point ou un segment, alors 1'aire
de leur réunion est égale & la somme de leurs aires.

Ainsi, connaissant 1'aire S] = b.h d'un reétang1e5 les régles(1) et (2) per-
mettent d'en déduire facilement 1'aire S2 d'un parallélogramme.

Question 1 : Démontrer, en utilisant les régles (1) et (2) que 1'aire du
parallélogramme ABCD est S2 =b x h.

Question 2 : En réalité, le raisonnement précédent est trop simpliste pour
étre honnéte, comme le montre la figure suivante :

(3 E A D
[
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I1 est cependant possible (avec un peu d'imagination) de démontrer que
1'aire du parallélogramme ABCD est celle du rectangle BCEF. Chercher.

De 1'aire du parallélogramme, on déduit immédiatement celle d'un triangle
ou d'un trapéze :

L'aire d'un domaine polygonal s'obtient alors en décomposant ce polygone en
triangles (ou en triangles et trapézes).

Question 3 : En utilisant les régles (1) et (2) expliquer les constructions
effectuées justifier les résultats obtenus pour 1'aire d'un
triangle et celle d'un trapéze.

[T - AIRE D'UN DOMAINE LIMITE PAR DES SEGMENTS DE DROITES ET DES ARCS DE COURBES

On a, si Te domaine étudié n'est pas trop compiiqué, une idée intuitive de
1'aire Timitée par ce domaine. Pour en déterminer des valeurs approchées par

défaut et par excés, on inscrit dans ce domaine et on circonscrit 3 ce do-
maine des polygones.

y
B 2
GerzeEe7 %////
A e
rpCEe //2422%?22
G 2

Ce sont 1a quelques procédés d'approche possibles
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Pour pouvoir aller plus loin, on appliquera deux régles intuitivement &vi-
dentes
(3) Si le domaine £, est contenu dans le domaine i@z, alors 1'aire defi%
est inférieurz ou &gale & 1'aire de 292.
(4) Une homothetie de rapport k transforme un domaine d'aire oﬁ“, en un
. o 2¥¥
domaine d'aire k7.

IIT - APPLICATIONS

a) Un procédé pour retrouver 1'aire d'un triangle.

501t un triangle ABC de hauteur AH = h. On pose BC = b. On subdivise

le segment [AH| en n segments de méme longueur : % :

[AH]}, LH]HZJ, . LHn—1Hn] ; (Hn = H)

Les paralleles & (BC) menées par H], HZ"" Hq coupent (AB) en B1, 82,...,8
(Bn = B) et (AC) en CT’ CZ’ cees Cn (Cn =C).

On construit les rectangles comme sur la figure. On encadre ainsi 1'aire
du triangle ABC par celles de deux réunions de rectangles.
On obtient par homothétie de centre A :

SRR B
AH1 AH2 AHn h
< . _ b _b_,h _b
par conséquent : BIC] = X AH} TRXn T n
o _2b _ 3b _nb _
de méme, BZCZ = 83C3 T e Bncn =5 s b.

L'aire de la réunion des rectangles inscrits dans le triangle ABC est alors :

— -

A - h §‘+ 2b L 3b . N (n—l)bJ
nin n ' n T n

L'aire de la réunion des rectangles circonscrits au triangle ABC est :

PO AERE B NI
n ni{n n n n nj

A

;2;? &/if figure faite pour
B ,/ffiﬁcf C3 n=6
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Question 4 : Expliquer comment obtenir les égalités précédentes et démontrer

que l'on a
_ n-1 _ bh _bh i _ n+l _ bh bh
an =g PN c g g et Uy =gt bh =25 4 S0

. . bh
puis que : a < ~<J‘%

Question 5 : On suppose b =5, h = 4.
A partir de quelle valeur de 1'entier n, est-on sir que
bﬁvn - oy <1020 <)¢n -a, < 107P (entier positif donné) ?

L'étude précédente montre que si n est suffisamment grand alors Cln et c)%%

. . P bh
sont aussi voisins gu'on le désire de 2o .
i

2
On retrouve ainsi 1'aire %h du triangle ABC, obtenue autrement.

Question 6 : Retrouver en utilisant les découpages suggérés par la figure
suivante, 1'aire du triangle ABC rectangle en C.

A

b) Aire d'un domaine 1imité par une parabole

Soit la parabole P d'équation y = x2, et la droite d d'équation x = 1.
On cherche 1'aire du domaine A limité par P, 1'axe x'ox, 1'axe y'oy, et d.
(le repére x'ox, v'oy est orthonormé).

e
AT ;7
Z,"/
o
b
77 Kl O
o A A
A AN
- VoA VAt
S £y 1//1! v
0 el 1 // o
AR 24 PAVAY;
128 A R U
o b Z e e | S
L4
x
| K 1
4
On divise le segment [0 ; 1] en n segments de longueur 4.

n
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Calculer la somme A,
somme g#h des aires des rectangles circonscrits.
Etablir que :

des aires des rectangles inscrits et la

Q.= [12+22+...+(n—1)2} et Jﬁ’ -1 [12+22+...
n 3 - n 3
n n
Calculer en fonction de n, la différence ‘]Nh - .
On se propose, maintenant de trouver une expression de ]2 + 22 oo+ pz :
En développant (x+1)3 et en remplagant x successivement par 1, 2, ..p)
on obtient :
RS AU SIS LI S R
CRAEIPS IR SRP LI SVPRE
-3 3% v 3w
(p + 1)3 =p” +3x p2 +3xp o+ ]
Question 8 : Démontrer que : 12 + 22 + 32 + ...+ p2 :,EiEil%fZP+]l
20 . ) I 1
En déduire que 1'on a : Ap =3 " opt g_?
n
1 .1 1
et :(]¥ S I .
n 3 2n 6n2
Verifier que pour tout entier strictement positif, on a :
1 4
d_n<§\4/#;.
. . . A -20
A partir de quel entier x est-on sir que - CLrn<: 10

<J¢h - o <10°P (p, entier positif donné) ?

Les suites (cxn)

nées et la droite d'équation x = 1, la valuer

On convient alors d'attribuer a 1'aire des domaines limité par la
parabole d'équation y = xz, 1'axe des abscisses, 1'axe des ordon-

1
3-

et (54&) admettent une limite commune qui est

?

!
T
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Remargue : On désigne par A e point de coordonnées (1,1). L'étude précé-
dente montre que 1'aire du domaine limité par la parabole d'équa-
tion y = x2 et 1a droite (OA) est égale 3 %] (Le vérifier).

Ce résultat est un cas particulier d'un résultat pius général
obtenu par Archiméde.

IV - AIRE DU DOMAINE LIMITE PAR UNE PARABOLE ET L'UNE DE SES CORDES

Soit une parabole P, deux points MO et M] de P. On trace les tangentes a P
en MO et M]. Ces tangentes se coupent en I.

2
N

?)‘IF

-
y

Le résultat établi par Archiméde est le suivant :

L'aire du domaine 1imité par la parabole P et la corde

(MOMI) est égale aux deux tiers de celle du triangle MOM]I.

Question 9 : Utiliser le résultat d'Archiméde pour retrouver le résultat
donné dans la remarque précédente.
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On se propose d'établir le résultat d'Archiméde pour Ta parabole d'équation

y = x°

* Question 10 : Soit P 1a parabole d'équation y = x2 dans un repére ortho-
normé d'axes x'Ox, y'Oy.
Soient M0 et M] deux points de P d'abscisses respectives
X, et Xy Les tangentes t0 et t] a P en MO et M] se coupent en I.

a) Cacluler les coordonnées de I.

b) La paralléle a y'Qy passant par I coupe P en MZ'
Démontrer que la tangente en M2 a P passe par les milieux

des segments [MOI] et [M]IJ.

¢) La droite qui passe par les milieux m, et m, des cotés

[MOI] et [M]I] est tangented P en M, .

Démontrer que M2 est milieu de [mom]].

d) On désigne par S 1'aire du triangle IMOM].

Calculer les aires des triangles MOM1M2’ MOMZmo’

M, M.m., et

2711
celle du trapéze MOmOm]M].
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On désigne par } 1'aire du domaine limité par la parabole P et la corde
(MOM1)'

Le procédé utilisé par Archiméde est le suivant : on détermine des valeurs
approchées par défaut et par excés de ;. , en construisant des polygones ins-
crits et des polygones circonscrits au domaine étudié.

Polygones inscrits

Question 11 : Démontrer que X, =3

Premiére étape : on inscrit le triangle MOM]M2 dont 1'airen<1 est une valeur

approchée par défaut de %~

S

Deuxiéme étape : on procéde comme dans 1'étape 1, en remplcant le triangle

MOIM} par les triangles MomOMZ puis M. m.M

2™

1

Premiére étape Deuxiéme étape



- o

Question 12 : Etablir que 1'aire du polygone M M.M.M.M. inscrit ainsi obtenu
RS 03724
est o :S(]'{“l]
2 2L 4 1"

Troisiéme &tape : on procéde comme pour la premiére étape en remplacant M.M
p + 0™

successivement par MO 3 M3M2, MZMQ’ MAM].

On obtient ainsi une valeur approchée par défaut de Z;qui est

s 1,2
<‘~*3“"z‘!ﬂ*z*‘z)_}

On continue ainsi.

A 1'étape n, on obtient une valeur approchée par défaut de Z qui est

4 _ S 1 1,2 1.n-1
D(n‘“z‘[}*”zr‘}'(z) +...+(‘4‘) J

uesti : . _2S _ 25,1,n
Q Ton 13 : Montrer que : A =37 <§w( )

(:) Polygones circonscrits

Question 14 : En s'inspirant des dessins qui suivent, &tablir les valeurs

approchées par excés B], ‘32’ ces B, de 2: indiquées.

Premiére étape Deuxiéme étape
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e S 5

B] =S - (étape 1)
e _S S .

62 S-7 2 (étape 2)
_c_ S _ S S -

,Bn =S Z -;2 “eee Zn (etape n)

Montrer que : (3 = 5= +-% ()"

a) Veérifier que pour tout entier naturel n, on a :

2S
&y <3 <~’Bn

b) Calculer en fonction de n et de S 1a Tongueur de
1'intervalle [(yn ; Bn]

c) On suppose S = 10. En utilisant la calculatrice, trouver
a partir de quel entier n, la longueur de [tyn ; [3n]

est inférieure 3 107°

L'étude précédente montre qui n est suffisamment grand,
25

alors o, et Bn sont aussi voisins qu'on le désire de 7

ce qui conduit au résultat di a Archiméde.



7. LA SPHERE

Les formules qui permettent de calculer la surface d'une shére de rayon R et son
volume sont :

S=4mR% et oy - dop

S1 vous avez une calculatrice avec la touche "cos" vous pouvez retrouver ces for-
mules avec une approximation d'autant meilleure que vous aurez plus de patience.

Un dessin a bien observer :

51 ce dessin vous suffit pour calculer une approximation de S et de V, alors 3
vos calculs, mais i1 vous est permis de chercher quelques indications dans la

suite.
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Sinon, voici nos suggestions :

12 En s'inspirant de la Terre, cette sphére peut étre découpée par des méridiens
et des paralléles

- les 24 tranches (fuseaux horaires) délimitées par les méridiens ont des sur-
faces d'aires égales ;

- la demi tranche de 1'hémisphére nord et la demi tranche de 1'hémisphére sud
ont des surfaces d'aires éqgales

d'oll S =24 x2x s
Que représente s ?

- pour estimer 1'aire s on assimile 3 un trapéze chacune des 9 surfaces dali-
mitées par les paralléles consécutifs. On confondra cordes et arcs de cer-
cle pour les calculs.

Rappel : 1'aire d'un

b
trapéze est iﬁiglh

2

2° Voici un autre dessin pour trouver comment obtenir B,b et h.

Question 1 : Quefle fraction de son paralléle 30° $0°

représente une base de trapéze ? r*§\ﬂ‘\\\if\\\

Question 2 : ir\\\‘
- Quel est Te rayon de 1'équateur ? / ////\\\

- Quel est Te rayon du paralléle 10° ?

/ s ’ -
- Quel est Tle rayon du paralléle 20° ? ST e
- etc 7 ... / T\
S o
Y /”/
y = 1S
o ¢ 0
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Question 3 :
Quelle fraction d'un grand cercle représente h ?

Question 4 :

Donner Ta formule permettant de calculer 1'aire de chacun des trapézes (le
dernier n'est plus qu'un triangle) en fonction de 7, de R, et d'un cosinus.

Question 5 :
En déduire s puis S.

Question 6 :

Avec la calculatrice qu'obtenez-vous comme coefficient 3 la place du coeffi-

cient 4 dans la formule § = 4‘WR2 ?

Question 7 :

Vous pouvez maintenant prendre des paralléles allant en 5° en 5° en vous con-
centrant bien sur vos calculs, ou en utilisant un programme.

Pour obtenir le volume, on peut découper la shére en pyramides - comme le sug-
gére le ler dessin - dont les bases seront pour notre approximation considé-
rées comme planes.

Rappel : le volume d'une pyramide est donné par la formule g%—an B repré-

sente cette fois-ci 1'aire de la base et h la hauteur de la pyramide.
Question 8 :
Quelle valeur donner & h pour notre calcul ?

Question 9 :
Comment passe-t-on de S 4V ?
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8. - "IL EST INUTILE DE CHERCHER UN OBJET LA OU IL N'EST PAS"

La résolution d'équations algébriques de degré n

n n-1
X+ a.x + ... +a = 0.
ao 1

ne peut en général pas s'effectuer en "utilisant des formules".

I1 est nécessaire d'utiliser des méthodes numériques qui donnent des valeurs appro-
chées des racines de 1'@quation avec une précision qu'on s'est fixée a 1'avance.

On perd malencontreusement du temps si on cherche des racines 13 ol elles ne sont
pas.

Une recette, utilisée en informatique, que 1'on va énoncer et qu'il faudra justi-
Sy 4x4 - 3x2 +5x -2=0

a toutes ses racines dans 1'intervalle 1-1,625 ; 1,625[

fier permet, par exemple, de savoir que 1'équation 8x

ENONCE DE LA RECETTE

Soit 1'équation 3, X+ agx + o ta =0 (1) avec a, # 0 et a #0
On caleulel oy | ey | S
% & %

Soit M le plus grand de ces nombres.

L'équation (D n'admet pas de racine a 1'extérieur de 1'intervalle ]-1-M , 1 + M]

EXERCICE 1

Retrouver, en appliquant 1'énoncé de la recette, 1'intervalle 1-1,625 1,625]

EXERCICE 2

Montrer que si a, = 0 alors on connait une racine de (1) et on peut se ramener
a une &quation de degré nlus petit.

EXERCICE 3

Vérifier qu'avec les hypothéses 2, # 0, 2, #0 leréel 0 n'est pas solution
de (1),
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DEMONSTRATION DE LA RECETTE

Soit 1'équation (1) agx +oagx S PO ta, =0 avec a, £0 et a, # 0.
On désigne par M le plus grand des nombres _il , _ig ’igl.
o N IRRSREREE aoi

Un se propose de démontrer que si Te réel x est extérieur a ]-1-M, T+M|
alors i1 n'est pas solution de (1).

Question 1 : Démontrer que (1) a les mémes solutions que
a a a a
1 2 3 n .
T T o =2t gt ... + = = -] (1)
a X a X 3 X aox”
Question 2 : Etablir que x est extérieur a ]-1-M, 1+M] si et seulement si

x| = T+M.

: % a7 %
Quest10qﬂ§ > On pose g(x) = ax t oEx2 toeeee ¥ U
R 0 0 0
) 4 ] 20 1
Démontrer que [g(x)| SOl Pl B ag x|zt +

En déduire que [g{x)| <M [ igW +!;W2 o =

: 1 1 . !
puis que [glx)| < M [:qu— Ty e +(1+M)OJ

Etablir alors que |g(x)| < 1.

En déduire que x ne peut pas étre solution de (1') donc de (1).

APPLICATION DE LA RECETTE

S0t f une fonction polyndme de degré n : si on veut résoudre 1'équation f(x)

un procédé consiste d représenter graphiquement f et étudier les intersections

de cette représentation graphique et de 1'axe des abscisses.

Malheureusement 1'étude des variations de f conduit & la résolution "inéquations

qui ne sont pas plus accessibles que 1'équation proposée.

Un procédé vient alors immédiatement 3 1'esprit : la représentation graphique de
f & 1'aide d'un ordinateur. Malheureusement 1'écran graphique posséde une dimen-
sion Timitée et i1 serait vain de tenter de représenter graphiquement f en fai-

sant varier x de -ac 3 + o= |
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On peut alors décréter de faire varier x dans un intervalle donné [a,b] et de
regarder, dans cet intervalle, les intersections de la représentation graphique
de f et de 1'axe des abscisses.

On peut, par exemple, obtenir le dessin suivant et conclure hativement !

Alors qu'une représentation graphique dans un intervalle plus grand que [a,b]
aurait peut - étre conduit a la courbe suivante :

455

\ /T \ i

encore n'est-on pas sir d'avoir ainsi obtenu toutes les intersections de la repré-
sentation graphique de f et de 1'axe des abscisses.

Le "petit jeu" ainsi amorcé pourrait durer lTongtemps !

La recette, démontrée ici, montre gue la représentation grphique de f ne peut
pas couper 1'axe des abscisses & 1'extérieur de 1'intervalle J-1-M, 1+M[ .

Remarque : Des études plus fines que la précédente permettent de trouver des inter-

valles plus petits que ]-1-M, 1+M[ contenant toutes les racines de 1'équation
f{x) = 0.
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Annexe : Pour étudier les racines de 1*équation 8x5 + 4x4 - 3x2 +5x -2 =0 ; ;
on a représenté par points la fonction f : Xi—s 8x5 + 4x4 - 3x2 +5x -2, = :
en faisant décrire @ x 1'intervalle [-2,2] avec un incrément de 0,0175.

(1'intervalle proposé contient bien sir 1-1,625, 1,625[ ).

g

puis, avec le méme incrément et sur le méme intervalle, on a représenté
par points la fonction dérivée f'.

Sans prétendre a Ta "certitude mathématique” ces deux "expériences"
permettent de penser, sans gros risque de se tromper, que 1'équation

proposée admet une racine unique.
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DX s-—-;40x4+16x3-6x+5

f‘ i
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9. RESOLUTION DE L'EQUATION DU SECOND DEGRE

2

ax= +bx+c=290 (a #0)

IM ETHODE:

Soit

xe€ R ax2 + bx +¢c = 0 & x2 +~gx+% =0
On pose % = p et % = q et on résout 1'équation : x2 + px +q =0

La ou les racines de 1'équation x“ + px + g

2

i

0 sont, si elles existent,

les abscisses des points d'intersection de :

2

- la parabole P représentative de la fonction f : X ——ax° + pX

- la droite D représentative de la fonction g : x — -q.

lQUESTIONS :

1.

Représenter P. Quelles sont les abscisses des points d'intersection de P et

de

1'axe des abscisses ? Quel est son axe de symétrie ? Quelles sont les coor-

données de son sommet ?

de

X2
a)

b)

d)

. Discuter suivant les valeurs du couple (p,q) du nombre de points d'intersection

P et de D.

- Dans le cas ou P et D ont deux points d'intersection A et B, on appelle X1 et

les abscisses de A et de B.

i

De 1'éqgalite "f(xl) f(xz)“ déduire géométriquement la valeur de x,+ x

1 72
De 1'égalite “f(x]) = g(x])" déduire alors, algébriquement, la valeur de
XTXZ.

On pose X] =

1

- :-—E
d et X 5+ d avec d > 0.

Faire apparaitre d sur le graphique.
De 1'une des égalités "f(x]) = g(x])“ ou "f(xz) = g(xz)" déduire alors,
algébriquement, les valeurs x; et X, en fonction de p et de q.

Terminer la résolution de 1'équation ax2 + bx + ¢ = 0, par ce procédé.

4. Que se passe-t-il dans le cas o P et D ont un seul point commun ?
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10 .| PROBLEME DU PLI

Le coin inférieur d'une feuille de
papier de Tlargeur a est replié de
facon a toucher le bord intérieur de

) la page.

a) Trouver la largeur x de la partie
repliée quand la longueur 1 du pli
est minimum.

b) Trouver la largeur x qui rende
la surface repliée minimum.

a) On pose x = AQ , y = AP et 1 =PQ

1° tvontrer, en calculant de deux maniéres différentes 1'aire du trapéze APA'B,

gue T'on a : aly + va(2x-a)] = 2xy + (a-x) Va(2x-a) avec x> %

2° Déauire de la relation précédente y en fonction de x et de a.

3
6 Ma 2 2X
3¢ Démontrer que 17 = e

4° Etablir que 12 passe par un minimum ; en déduire que 1 passe par un mini-

mum égal a §§“ﬁ[§:

Soit S Tla surface repliée
2
19 Montrer que S = 5——Xhé
2 Y Z2x-a
2° Pour étudier les variations de S, i1 suffit de connaitre celles de 52.
(car S> 0).
Démontrer que 52 passe par un migimgm pour x = %Evet que la surface mini-
male de la partie repliée est 4a9d_§ .

3° On pose s 1l'aire du triangle A'BQ. Exprimer s en fonction de x et
démontrer que s passe par un maximum lorsque S est minimum.
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i

11 A PERIMETRE EGAL ...

A Le but de ce travail est de démontrer le résultat suivant :
On donne un triangle équilatéral de périmétre P ; soit K son
aire. 11 existe pour chaque réel k compris entre 0 et K (0O<k <K)
exactement deux triangles isocéles de périmétre P, et d'aire k.

Remarque : P étant donné, K est connu : que vaut K en fonction de P ?

Démonstration 1

A
: Les données sont le périmétre P et 1'aire K
v x (0 < k <« K) du triangle isocéle ABC de base b.
Les inconnues sont x et b, longueurs respectives
du cO6té et de la base.
3B b c

(j) Calculer K en fonction de P.

(é) Ecrire le systéme d'équations que doivent vérifier x et b ;
En déduire une équation dont b est solution.

<:> Cette équation peut s'écrire : f(b) = 0, ot f est une fonction polynome.

Etudier les variations de la fonction f sur 1'intervalle |0 ; P ]et dé-
2

montrer que f s'annule pour deux valeurs de cet intervalle.

(:) Conclure.

* Application : P = 98 ; k = 420

Donner Tes dimensions des deux triangles isocéles obtenus, et les représenter.
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Démonstration 2 :

<:> ABC est un triangle isocéle de périmétre P.
On appelle 8 un angle de base de ce triangle.
Calculer T1'aire A(8) du triangle ABC en fonction de P et de 8.

Indications :

On pose AB = AC = x 5 BC =D

Catculer P en fonction de x et de b,

b en fonction de x et de 8 pour en déduire x
b et x en fonction d@ P et de 8

On trouvera A(8) :~E-. sin 8 cos 8 A

4 (1 + cos 8)2 B b ¢

(g) Ftudier les variations de la fonction : 6+~ A(8), pour 6 variant de 0 a ¥ ;

- . C 2
représenter graphiquement ces variations.

(§> Conclure

* Application : P = 98 ; k = 420.

Donner les dimensions des deux triangles isocéles obtenus, et les représenter.

Question complémentaire

Comparer les avantages et inconvénients des deux méthodes (démonstration et ap-
plication).

B Supplément

De tous les triangles ayant un méme périmétre,

Te triangle équilatéral a la plus grande aire.

Démonstration :

(i) Soit MBC un triangle et ABC un triangle isocéle, de base [BC] , ayant le mé-
me périmétre.

Démontrer que 1'aire du triangle ABC est supérieure a celle du triangle MBC.
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Indication : Utiliser le triangle PBC, ou P est le projeté orthogonal de M
sur la médiatrice de [BC ]

a) Comparer périmétres et aires de MBC et PBC ;
b) comparer les aires des triangles PBC et ABC ;
c) conclure.

L'étude des variations de la fonction A de la démonstration 2 démontre le ré-
sultat suivant :

Parmi tous les triangles isocéles de méme périmétre, celui qui a la plus
grande aire est équilatéral.

Conclure.

Application :

Soit Zp le périmétre d'un triangle MBC et du triangle équilatéral ABC.

1. Calculer 1'aire du triangle ABC en fonction de p ;

2. On utilise la formule de Héron pour calculer 1'aire S du triangle MBC

S =vplp - allp - b)(p - ¢)
Le théoréme précédent permet alors d'écrire une inégalité.

3.0nposep-a=x,p-b=y,p-¢=2z;

Démontrer que ’
%/ Xyz 4:5~i~1—t—5
3

Enoncer le résultat ainsi démontré.
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12 .| DEUX PROBLEMES DE MINIMUM

PERIMETRE MINIMUM

B est un point appartenant au secteur angulaire xAy.
Chercher une droite contenant B et déterminant avec Ax et Ay

un triangle de périmétre minimum.

(c)

On considére une droite passant par B qui coupe Ax en P et Ay en Q, et le
cercle (C) exinscrit dans 1'angle A du triangle APQ. Soit K le point de con-
tact de ce cercle et de la demi-droite Ay.

Question 1

Montrer que le périmétre du triangle APQ est égal a 2AK.

Le cercle (C) coupe la droite (AB) en deux points. On désigne par M celui des
deux points qui est le plus proche de A, et par (C') 1'image du cercle (C)
dans 1'homothétie de centre A qui transforme M en B.



I1

- 53 -

(c)

A ?\ x

Question 2 :

Montrer que le rapport AM est constant c'est-a-dire indépendant de la droite
(PQ) passant par B. AK

D'aprés la question 1, minimiser le périmétre du triangle APQ revient & mini-
miser AK, et d'aprés la question 2, minimiser AK revient a minimiser AM.

Question 3 :

1° A quelle position du point M ce minimum correspond-il ?
2° Construire le cercle (C) et la droite (PQ) dans ce cas 1a.

3° Conclure.

AIRE MINIMUM

M est un point appartenant au secteur angulaire xAy. ;
Chercher une droite contenant M et déterminant avec
Ax et Ay un triangle d'aire minimum
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A Solution analytique

— L —p

On choisit comme repére normé (A,i,j) avec U1 | = H3 | =1, et on pose
(1,7) =a , ol est un angle donné.

On désigne par (a,b) les coordonnées de M.

19 Exprimer 1'ordonnée de Q en fonction de 1'abscisse x de P et des réels a
et b.

2° Exprimer 1'aire S du triangle APQ en fonction de x et de ¢ .

3° - Etudier les variations de la fonction S : Xi—s S(x), et en déduire la va-
Teur de x pour laquelle S(x) est minimale.

- Quelle est la valeur de ce minimum ?

- Quelle est alors la disposition des points M,P,Q ?

B Solution géométrique
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1° Le point M étant donné, construire les points P, de Ax et Q, de Ay tels
que M soit milieu de [P.Q. ]

2° Pour démontrer que 1'aire du triangle AP,Q, est minimum, considérons une
autre sécante [PQ 1passant par M.
- soit Q] le quatriéme sommet du parallélogramme POPQOQ]. (On envisagera
deux cas selon la disposition des points A,P,,P).

Utiliser le point Q] pour montrer que 1'aire du triangle AP,Q, est infé-

rieure & celle de APQ.
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13. COMBIEN DE SOLUTIONS POUR UNE EQUATION
DU TROISIEME DEGRE

INTRODUCTION

Vous avez déja appris a résoudre une équation du second degré ; mise sous la
forme
(1) ax? +bx + ¢ = 0 , a#0

ses solutions sont celles de 1'équation

2 -
oo e 7 - e ]l g
4a

Ainsi lorsque les coefficients a,b et ¢ sont tels gue b2 - 4ac> 0 , 1'équation (1)
admet deux solutions X3 et Xo qui sont :

-b - \/b2-4ac -b + b2~4ac

X1 7 Za et XZ ) 2a

Question 1 : Que se passe-t-il lorsque b2 - dac <0 7
et Torsque b2 -4ac =07

Une telle équation est déja moins simple a résoudre qu'une équation du ler degré
-qui peut étre mise sous la forme ax + b =0 avec a # 0 - et la difficulté
va croitre avec le degré de 1'équation.

Nous allons nous accuper ici de la résolution des équations polynomiales de degré 3.
Une telle équation peut étre écrite sous la forme

2

ax3 +bx" +cx+d =0 avec a # 0.

HISTORIQUE

* Le premier probléme célébre, conduisant & la résolution d'une équation du
troisieme degré, qui fut posé est celui de la "duplication du cube" :
- Un cube servant de piédestal pour une statue est estimé trop petit. I1 faut
construire un autre cube dont le volume soit double du premier.

Ainsi, avec nos notations actuelles, A étant 1'aréte du premier cube il s'agit

de trouver x tel que x3 = 2A3.
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* MENECHME, éléve de PLATON (vers -350), a &té amené a résoudre une telle équa-
tion a propos d'un autre probléme :

- Etant donnés deux nombres A et B, déterminer deux nombres x et v tels
A _x _y 2

que @ o = v B x et y veérifient donc : x° = Ay et xy = AB, et x est
alors solution de x> = AB. )
Question 2 : Pour quelle valeur de B retrouve-t-on 1'équation relative au

probléme de la duplication du cube ?

Pour résoudre le probléme Menechme a utilisé 1'intersection de deux courbes
1 .2

géométriques. Ainsi, en considérant la parabole d'équation y = g x et
1'hyperbole d'équation y = Ag, T'abscisse du point d'intersection de ces
3 2

courbes est solution de 1'équation x” = A°B.
x PARCHIMEDE (vers -250) a posé le probléme suivant :
- Partager, & 1'aide d'une découpe plane, une sphére pleine en deux narties
telles que les volumes obtenus soient dans un rapport donné.

Lo : P - . 2
Archiméde est alors amené a résoudre une équation de la forme x3 + 4a = 3x

(en utilisant nos notations actuelles). Son exposé conduisant & cette rela-
tion est trop long pour étre donné ici mais en voici une autre explication :

Si 1'une des parties a nour hauteur
h <R 1'autre a pour hauteur h' = 2R-h>R.
Soit V} le volume de la portion de hau-

teur h et Vi celui de la portion de hau-

teur h'. I1 s'agit donc de déterminer h

tel que _%#,: k (k <1).
]
Si V désigne le volume de la sphére
a ook

k = LA a1

2 3 2
_ Th 3 5 _4mR h“(3R-h) _ k
Or vy = — (3R - h), (& admettre), et V = ——5—— donc i3 ol
clest-a-dire hS 44 K g3 . 3pp?
k+1

En se référant de préférence 3 | he t _h t L7 —fi**'a

p ce a la sphére on peut poser x = get vt =T e
On obtient 1'équation : X3 + d4a = 3x2,
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Dans les écrits des Chinois, des Hindous, des Arabes, on rencontre bien

d'autres équations du troisiéme degré avec un procédé pour résoudre chacune

d'elles. Dans chacune de ces équations les coefficients sont des nombres

précisés et positifs.

Exemple : ABU -

L - GUD (fin du Xe siécle) raméne le probléme de la connais-

sance du cOté d'un polygone régulier de 18 cotés inscrit dans un cercle de

3

rayon unité a celui de la résolution de 1'équation : x~ + 1 = 3x.

0

Voici sa méthode : dans le triangle é&lémentaire OAB, i1 inscrit une ligne

brisée ABCDE comme 1'indique la figure et telle que AB = BC = CD = DE.

Exercice 1 : 1°

20

30

40

50

Calculer les angles du triangle OED.
Que peut-on en déduire pour OE ?

En considérant les triangles OAB et BCA démontrer 1'égalité

(1) £C . A8
AB ~ OA
Démontrer 1'égalité (2) %g. - 9%

Exprimer OH et OL en fonction de OA et AB.
(Indication : OH = OA - + AC)

On pose OA =1 et AB =x
Démontrer que x vérifie 1'égalité 3+ 1 = 3x
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Exercice 2 : Dessiner un polygone réqulier de 18 cotés inscrit dans un cer-
cle ayant un rayon de 1 dm (on pourra utiliser le rapporteur).
Mesurer un c6té x de ce polygone et exprimer sa mesure en dm.
Comparer x3 + 1 et 3x.

Mais c'est Omar AL-KHAYYAM (XIe siécle) qui donne la méthode de résolution
de chacune des équations du troisiéme degré en utilisant 1'intersection
d'une parabole avec une hyperbole ou avec un cercle. Comme & cette époque
on ne considérait que des nombres positifs, i1 y avait 14 équations dis-

tinctes. En voici quelques unes : x3 = C, x3 + bx = ¢, x3 + ¢ = bx,

x3 = bx + ¢, x3 + ax2 = C, x3 + ax2 + bx = c.

Exercice 3 : Trouver les autres formes d'équation.

Exercice 4 : 1° Dessiner la parabole d'équation y = x2 + 1 et 1'hyperbole
d'équation y = %

1

2° Trouver une valeur approchée i 10° prés de 1'abscisse x

0
d'un point d'intersection de ces deux courbes.

3° Donner une &quation du troisiéme degré dont Xy est solu-

tion.

Exercice 5 : Soit & résoudre 1'équation Zx3 + x2 - x-3=0.

Proposer une méthode pour obtenir une valeur approchée a 10']
prés d'une solution ae cette équation.

Ce sont les Italiens qui ont pris la succession des Arabes dans cette étude.
Nicolo TARTAGLIA (1500-1557), Girolamo CARDANO (ou Jérdme CARDAN 1501-1576)
et Rafaele BOMBELLI (vers 1526-1573) ont abouti & la résolution algébrigue des
équations du troisiéme degré et a 1'écriture avec radicaux des solutions d'une
telle équation.
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FORMULE DE TARTAGLIA - CARDAN.

En 1530 Tartaglia réussit & résoudre un certain nombre d'équations du troisiéme
degré que Johanes COLLA lui avait proposé. Cardan demanda a Tartaglia de Tui
communiguer sa découverte, ce dernier lui donna la clef sous forme d'un poéme

de trois srophes dont voici la premiére.

Quando che'l cubo le cose appresso
Se aggualia a qualche numero discreto X~ +
Trova mi due altri differente in esso
Dappoi terrai questo per consulto
Che'l Tor produtto sempre sia eguale
Al terzo cubo delle cose netto

E1 residuo poi suo generale

Delli lor lati cubi ben sostratti

Varra la tua cosa prinzipale

Jerome Cardan donne une étude compléte de la résolution algébrique des équations
du troisiéme degré dans 1'Ars Magna publié en 1545. I1 traite les 13 équations,
autres que x3 = C, que vous avez écrites dans 1'exercice 3.

3

Considérons 1'équation x° + (c>0 et d>0)

Voici -quelque peu modifiée pour en simplifier 1'exposé- la facon dont Cardan la

cx = d

résout.
Méthode : On pose x = u + v
L'équation x3 +cx =d
stecrit  (ud + v3) + (u+v)(3uv +¢) =d
51 deux nombres u et v sont tels que 3uv + ¢ = 0 et u3 + v3 =d alors
ils vérifient (u’ + v3) + {u+v) (3uv +¢c) =d
et u + v est une solution de 1'équation x3 + cx = d.
On est donc amené & chercher deux nombres u et v tels que u3+ v3 =
uv. = -
ST uet v existent u3 et v3 vérifient : u3 + v3 =d
% u3v3 = - EE—
3 27
et sont donc solutions de 1'équation y2 - dy - %77= 0.
Le discriminant de cette équation est A = d2 + 5%3 .

IT est strictement positif donc cette équation admet deux solutions

3 3

distinctes u” et v”.
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3 . .
Exercice 6 : Calculer u” et v3 en fonction de ¢ et d. En déduire x.

Voici Ta régle énoncée par CARDAN et sa traduction algébrique en vis a vis (extrait
d'une brochure de 1'1.R.E.M. de Toulouse).

@E : x3+cx=d (n

Le tiers du nombre de la chose au cube %- ; ~%
étant obtenu on y ajoute le carré de .3 4.2
la moitié du nombre de 1'équation et SN
du tout on extrait la racine que 1'on (3)3 N (g)z
met de coté. 3 2

c. 3 d,2
Le demi-nombre que 1'on a déja élevé au \V/Ci * (5)
carré, tu ajoutes ou tu enléves i 1'au- d, EE'+ a2
tre ; tu as le bindme avec son apotome. 2 27 4

a2, L

2 27 4
En extrayant la racine cubique de 1'apo- x-—f//d +\J/:§—-;§:'QJKV/FZE-j;T 4
tome et celle de son bindme, Te résidy V2 27 7T T3
de leurs différences est la valeur de
la chose.

Remarque : Cardan fait les calculs en ayant x = u - v, et dans le poéme de Tarta-
glia u correspond a 3T et v correspond a ¥§/Ei



Exemple :
Un cube et 6 positions égale 20 X + 6x = 20
2 est le tiers de 6 2 = g
son cube est 8 23 = 3
10 est la moitié du nombre 10 = %?
10 par Tui-méme donne 100 10% = 100
100 plus 8 donne 108 100 + 8 = 108
extrait la racine de 108 : ﬁt;lOS \/108

En ajoutant, en soustrayant le demi-
nombre 10 on obtient

le bindme f{i 108 p 10 \/108 + 10
1'apotome fﬁZ 108 m 10 \/108 - 10

La :Ezv:cu. de T'apotome est inférieure Comme

d celle du bindme, leur différence est 3 3
la valeur de la chose : \/ qus -0 < \/ \/108 + 10
3 . 3
Bpvco B 108010 0 Ry view Fr0amio | x=3/\ios « 10 - \/\fios - 10

Mais considérons maintenant 1'équation 3 - cx +d (c>0 et d=> 0).

La formule de Cardan va devenir :

X_dd+\/d2~ cs 3 d [d_ I
A 7 27 2R S

Exercice 7 : Utiliser cette formule dans le cas de 1'&quation x3 = 9x + 12

Exercice 8 : 1° Que se passe-t-il dans le cas de 1'équation x3 = 19%x + 30

2° Reésoudre cette équation aprés en avoir trouvé une racine évidente.

Ainsi certaines équations qui admettent pourtant une solution positive, ne peuvent
étre résolues par la méthode de Cardan.

C'est Bombelli, avec 1'introduction des nombres imaginaires qui permit de mener &
son terme la résolution algébrique des équations du troisiéme degré. Mais ceci dé-
passe le niveau des connaissances de Premiére. Par contre, de nouvelles connaissan-
ces en Analyse vous permettent de résoudre avec trés bonne approximation, les équa-
tions du troisiéme degré et bien d'autres.



IV RESOLUTION PAR VALEURS APPROCHEES

Soit & résoudre dans R 1'équation:

ax3 + bx2 +cx +d =0 s, a0

a @etant non nul ses solutions sont celles de 1'équation

3 b .2 ¢ d _
X"+ R P 3 g.
Premiére étape. On pose x = X + & et on cherche & de telle sorte que le mondme
du second degré soit annulé. On obtient alors une équation, dont

1"inconnue est X, de la forme :

X3+pX+q:O

Exercice 9 : Trouver la valeur de Get les coefficients p et q dans le cas de

1'équation 3 5
2x7 + 3x" - 4x - 5 = Q.

Nous sommes maintenant en présence du probléme : résoudre dans R une équation
de la forme X3 +p X +qg=0.

Deuxiéme étape. On considére ta fonction f : X — X3 +pX+q

Exercice 10 : Etudier Tles variations de f. (Deux cas se présentent. Donner le ta-
bleau de variations de f dans chacun de ces deux cas)

Question 3 : Lorsque P> 0, que peut-on dire du nombre de solution de 1'équation
f(X) =07

Exercice 11 : Donner 1a représentation graphique de Ta fonction f : X — X3 + X + 3,

et une valeur approchée 3 10—] prés de la solution de 1'équation f(X) = 0.

Question 4 : Lorsque P <0, quelle va étre 1'allure de ]a courbe ? Combien de solu-
—.-‘*———“__
tions voyez-vous pour 1'équation f(X) =0 2



Exercice 12 :

e —————————

Exercice 13 :

Exercice 14 :

Exercice 15 :

et e e,

Exercice 16 :
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19 Quelle conclusion donner dans le cas ol
£ (\/j;)x f(— \/g)>0?

2° Quelle conclusion donner dans le cas ou
f( -%)x f(k- \/’"‘_g_’): 02

3° Quelle conclusion donner dans le cas ol

f (\Fg‘) ot '%)“”
Calculer f (\/_g)x f(- % )

A quelle condition une équation de la forme X3

+p X +q =0 admet-
elle trois solutions distinctes ?

Donner une valeur approchée & 10-] prés de chacune des solutions
de 1'équation x3 - 6x + 1 =0.

Donner une valeur approchée i 70'] prés de chacune des solutions

3. 15,2, 21

de 1'équation : 2x Tox + 14 =0

1° Donner une valeur approchée a 10_2 prés de chacune des solutions

de 1'équation x3 - 7x2 + 14x -7 =0

2° Les solutions SERY et X3 -dans 1'ordre croissant- de cette éaqua-
tion sont positives.
Donner une valeur approchées de « = \/x], g = \/XZ s V=, X3

3° Inscrire dans un cercle de rayon 1 dm, un heptagone (7 cotés)
régulier convexe ABCDEFG.
Donner une valeur approchée de 1a mesure en dm de AB, de AC, et
de AD. Comparer ces valeurs a o > 3ety.
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14 .| NE SOYONS PAS AVARE D’ECONOMIE

PEU DE TERMINOLOGIE

Le coit total

La production d'une quantité q d'un certain produit entraine dans une entre-
prise une série de dépenses (salaires du personnel, matiéres premiéres, frais
d'entretien, frais généraux, etc...). La somme de toutes ces dépenses est ap-
pelée "colt total" de production. On note Clq) Te colGt total de production
d'une quantité gq. Dans ce coGt total interviennent deux sortes de colts :
- les colts fixes qui ne dépendent pas de la quantité produite q (frais
d'assurances, de location de locaux etc...j.
~ les colts variables qui en dépendent (matiéres premiéres,...)
on note c(q) Ta somme des coidts variables correspondants a la quantité q
produite.

Eﬁg@glgml : Pour une imprimerie, 1'impression et la reliure de livres entraine
des frais fixes de 4000 F et des frais proportionnels de 16 F par
livre fabriqueé.

Question 1 : Calculer le coit total C(q) de la production d'une quantité q.

Exemple 2 : Dans la pratique il est fréquent que le codt total soit une fonction

polynome du troisieme degré de la quantité produite.

En voici une : C(q) = 0,001 q3 - 0,03 q2 + 0,4q.

Le coiut moyen

On utilise aussi en économie la notion de colt moyen (ou prix de revient uni-

taire) : le "codt moyen" pour la production d'une quantité g, est égal par
e _ Clq)

définition & G la) = T

Question 2 : Calculer Cm(q) dans chacun des deux exemples précédents.

Le colt marginal

Une entreprise a aussi souvent besoin de savoir ce que lui colterait la fabri-
cation d'une unité supplémentaire, c'est-a-dire ce que coldterait la production
d'une (q + 1)™ unite alors qu'elle a déja produit G unités. C'est ce qu'on
appelle le "colt marginal™. I1 est égal a :
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on a donc

Coala) =
(
On reconnait ici le taux de variation de la fonction coit total entre q et (g+1).
Pour plus de commodités de calcul, on confond ce coit marginal avec la dérivée
C'(q).

Question 3 : Calculer Cma(q) et C'(q) en fonction de q dans les deux exemples
précédents.

4° Remarques

* la variable q désigne une quantité positive ; le coit total, le coidt moyen
et le colt marginal sont positifs. Les représentations graphiques se feront
donc dans le premier quadrant (x >0 y>0)

* le colt moyen et le coit marginal sont des coits unitaires (rapport d'un
colt a une quantité produite).

IT- DEUX PROBLEMES

Probléme 1 : La fonction de colt total d'une usine électrique est :

Cla) = 16,68 + 0,125 q + 0,00439 q°
(Taissons de coté les unités qui deviendraient intéressantes pour une étude éco-
nomigue)

19 Déterminer la fonction de coit moyen Cm et la fonction de coit marginal C'.

2° Donner une représentation graphique de chacune de ces deux fonctions (g> 0)
dans un méme repére en choisissant convenablement 1'unité de fagon qu'on
observe les variations des fonctions et qu'on puisse faire une lecture correc-
te au voisinage du minimum de Cm.

3% Pour quelle valeur de q a-t-on C'(q) = Cm(q) ?

4% Quel est le sens de variation de Cm(q) lorsque C'(q) <:Cm(q) ?

Quel est le sens de variation de Cm(q) lorsque C'(qg) > Cm(q) ?

Probléme 2 : Une entreprise a observé que pour un produit donné le colt total ¢C
(en milliers de francs) de la production variait en fonction de 1a quantité pro-
duite g (en milliers de piéces) de la fagon suivante :

3 2

C(q) = q” - 3g° + 10,48 q
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19 Quelle doit étre Tla production q si 1'entreprise cherche 3 minimiser le
coGt moyen ?

2° Vérifier que pour la valeur q qui minimise le coit moyen, le codt marginal
est égal au colt moyen (minimum).

3° Construire les deux courbes : "colt moyen" et “colt marginal" dans un méme
repére,

4° Comment varie Cm Torsque C'(q) <:Cm(q) ?
Comment varie C, Torsque C'(q):>-Cm(q) ?

5% L'entreprise vend 1'article au prix unitaire p=11,8F.
Exprimer le bénéfice B en fonction de q. Quelle doit étre la production q
si l'entreprise cherche & maximiser ce bénéfice ? Est-ce la méme valeur de
g qui minimise le colt moyen ?

QUELQUES RESULTATS GENERAUX

1) Etudier le signe de Cn (@) dans le cas général, c'est-i-dire en prenant

_ Clq)
C (q) B

En déduire que Cm décroit lorsque le coilt marginal est inférieur au cout moyen
et que Cm croit dans le cas contraire.
Que se passe t-i1 pour Cm lTorsque le colt marginal est é&gal au coit moyen ?

4

2) La figure qui suit représente le graphe C d'une fonction codt total.
!

On y a placé d'autres &léments géomé-
triques :

- la droite OM joignant 1'origine 2
un point M de C d'abscisse quelconque
g

- la tangente en M & C

i
!
« - la droite particuliére OMO.
f

0 q i .

Le colt moyen Cm(q), le colt marginal C'(q), le codt moyen minimurm s'inter-
prétent comme pentes de ces diverses droites : quelle droite correspond a
1'interprétation géométrique de chaque nombre ?
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3) On suppose que, pour des raisons économiques, le colt total augmente d'une
valeur proportionnelle a la quantité q : le colGt total pour la quantité g

produite passe de C(q) a C](q) = C(q) + aq.
Comparer les valeurs de g qui minimisent les codts moyens dans les deux cas.



15 | PROBLEMES DU SECOND DEGRE

1- Le cadeau

On dispose d'une boite parallélipipédique non cubique de volume }dm3 et d'une
ficelle de 12 dm de longueur.

Peut-on ficeler la boite comme ci-dessous. (On ne tient pas compte des noeuds).

i

(I) Un appelle x, y, z les trois dimensions de la boite. Montrer que le probléme
revient d résoudre le systéme[x + y+z ¢ 3
Sxyz = ]
x>0 ,y>0,z2>0

(:) Démontrer que le systéme précédent implique :

2

yx2 +(y" - 3ylx + 10

(3 Considérer le trindme du second degré en x :

PUx) = yx% & (y2 - 3y) + 1

et démontrer qu'il ne peut prendre des valeurs négatives que si son discrimi-
nant A est positif ou nul.

(:) Démontrer que A - yly = 4)(y - 1) 2
Conclure.

*kokokok
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2- L'orthogone de Lill

On se propose de résoudre graphiquement toute équation du second degré, soit :

Dans un repére othonormé (0

A tout point P de coordonnées (0,& ) on associe le point N de la droite BC

ax2 +bx +c=20

- B
» 1, J) on place les points I,A,B et C définis par :
- = -

- o B -
=13 IA=a.i; AB =b.jet BC =c.i.
e N 8
\\
\
Qi
. \
J
T I
0 / A
P

par la construction indiquée.

]O
20
30

Calculer Tes coordonnées de M, puis de N.
Montrer que, pour que N soit en C, i1 faut et il suffit que ac(2 + bk + ¢ =

En déduire une construction géométrique permettant de résoudre graphiquement
une équation du second degré.

Appliquer cette méthode pour résoudre
Bx° - 2x -3 -0 3 3% - Ax + 2 -0 92 - 12x + 4 = 0.

Retrouver géométriquement la condition d'existence des racines d'une équation
du second degré.

*kkokok

0.
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3- Modeste et Prudence

Voici deux solutions différentes d'un méme exercice. Corrigez les deux devoirs
proposés en justifiant la note attribuée & chacun.

Enoncé : p et q étant deux réels non nuls, on considére 1'équation X2 px + g =0 (1)
Trouver Tes valeurs de p et g pour lesquelles p et g sont solutions de
1'équation (1)

Solution de Modeste :

i

Pour que p soit solution de (1), il faut et i1 suffit que : p2 +p.p+gq

1

Pour que q soit solution de (1), i1 faut et i1 suffit que : q2 +p.q+g

Donc, pour que p et g soient solutions de (1) i1 faut et i1 suffit que :
2 e 2

gp tp +g=0 2p”+q=0 (3)

[ 2 =

(g" +pg+qg=0 qlg +p+1) =0 (4)
Comme g # 0,

(4)=q+p+1 =0 q-=-p-1
En portant la valeur trouvée pour q dans (3) on obtient :
2p2 -p-1=0 (5)
(5) est une équation du second degré en p dont le discriminant & est égal & :

A=14+4x2=9

Les solutions de (5) sont alors : p' = 1 et p" = ”%u

Si p=1 alors q=-p -1 = -2,
. 1 1
Si p =5 alors q = -p -1 = A

Finalement :
p =1 et q = -2
ou

o
f
|
PO et
4}
phes
0
H
|
N vt

Solution de Prudence :

Soit (1) : x° = pX = q =0
S1 cette équation admet des racines x' et x" alors :
xl + xll - _p

XIXH - q
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Donc, pour que (1) admette p et q comme racines, i1 faut et i1 suffit que :

P*tq=-p 2p+q =0
C >

PG = 9 pg = g
Comme q # 0, (pg =q)=p =1
St op=1 alors 2p+q=0&=2+q-=0q-=-2
Ainsi

p =1 et q = -2

*kkkk

- "Quelques classiques”

Deux ouvriers doivent effectuer un travail ; le premier en fait la moitié puis
le second fait le reste. Le travail est ainsi terminé en 25 Jours. Si Tes deux
ouvriers avaient travaillé ensemble, ils auraient fini en 12 jours. Combien cha-
cun d'eux mettrait-il pour effectuer tout le travail ?

Un récipient contient 250 litres d'eau. On préléve x Tlitres que 1'on remplace
par x litres d'alcool. Du mélange on préléve x litres que 1'on remplace par x
litres d'alcool. Le mélange obtenu contient de 1'eau et de 1'alcool dans la pro-

portion de<lg. Trouver x et Ta quantité d'eau prélevée 3 la deuxiéme fois.

Sans oublier les balances

Un épicier posséde une balance & plateaux, fausse, dont il se sert pour 1'achat
et la vente de ses marchandises, de facon & réaliser un bénéfice surpassant de
11 % le gain légitime qu'il aurait réalisé si la balance était juste. Si on in-
tervertissait 1'ordre des plateaux dans lesquels les marchandises sont achetées
et vendues, le bénéfice serait nul. Déterminer le bénéfice légitime pour 100 F.

Fkkkk



- 73 -

5- Excursion

La compagnie IREM (Internationale Rhénane des Exploitations Mercantiles) a décidé
d'organiser une excursion en bateau pour récompenser les animateurs les plus
méritants de la société (20 % du personnel est concerné).

Le bateau part & 9h15 min. d'Amontville pour Avalstadt (distante de 12 km par le

chemin fluvial). Le retour est prévu pour 18h30 min. aprés une escale de 8 h i
Avalstadt. La vitesse du courant est constante et égale a 4 km/h.

Quelle est Ta vitesse propre (supposée constante) du bateau ?

kokokokek

6- L'échelle

Une échelle de longueur 1 s'appuie comme
T'indique 1la figure, en A au sol, en B 3
un mur vertical et en C sur 1'aréte d'un

bloc cubique de coté c.

Calculer a en fonction de 1 et c.
(Discuter suivant les valeurs de 1 et de c)

Application numérique : 1 = 7m et ¢ = 2,4m.

Indication : on peut prendre comme inconnues

auxiliaires S = a+b et p = ab.

Kokok ok ok

/- Histoire de billes

Un récipient cylindrique de 10 cm de rayon et de 20 cm de hauteur contient une
bille métallique de rayon r.

On verse de 1'eau dans le récipient Jjusqu'a recouvrir exactement la bille. On
retire la bille du récipient (sans enlever d'eau). On y met une autre bille de

rayon R, et 1'on s'apercoit que 1'eau recouvre encore exactement cette deuxiéme
bille !



Exprimer R en fonction de r et discuter suivant les valeurs de r.

- Volume d'une sphére de

rayon R :
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_4 3
v =3 ™ R™.

- Volume d'un cylindre de hauteur h et de rayon P : V' o= ﬂ'@zh

*kkkk

8- Bijection N~ N2

La premiére question met en évidence la "méthode de Gauss" permettant de calculer

la somme des n premiers naturels. On se sert de ce résultat dans la deuxiéme

question ol T'on est amené & résoudre des inéquations du second degré.

décrite permet de démontrer que @ est dénombrable.

12 On se propose de calculer Ta somme S =1+ 2+ 3+ ... +n

En écrivant S =n + (n-1) + ...

2° On numérote les éléments de N2

+ 2+ 1 calculer 2S puis S.

comme 1'indique la figure.

Déterminer le couple (x,y) de N2 qui porte le numéro 1986.

§ | 193¢
‘5«
4
-9 -k
§-5-8=
41— ~4 -7 41
0013 -6-10
0 4 & 3 & 5. N

*kkkk

* %ok ok ok

La méthode

100 000

HE
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16.| DES SECTIONS DU CUBE

On se propose d'étudier les sections d'un cube par un plan orthogonal & une de

ses diagenales, selon la position de ce plan.

On considére la diagonale (AA') et on s'intéresse aux plans perpendiculaires a
cette diagonale.

A/ EXAMEN DE CAS PARTICULIERS

1)

2)

Démontrer que le plan (BCD) est orthogonal & (AA') (il y a de nombreuses
démonstrations possibles). Quelle est la section du cube par ce plan ?
Mémes questions en remplacant le plan (BCD) par le plan (B'C'D').

On prend le plan ADA'D' comme plan de figure. Construire les intersections

Het H' de (AA') avec les plans (BCD) et (B'C'D') et &tudier 1a disposition

. - IV
des points AHH'A'. Démontrer que AH = 3 AR,

B/ CALCUL/DE LA DIAGONALE AA'

Montrer que AA' = a 3.

C/ COMMENT VARIE LA SECTION

1)

S1 0 <d AH ou AH' << d << AA'  c'est-a-dire si

0 <d < E¥%§ ou 2a3J§ £ d< a3, montrer que la section est

un triangle équilatéral. On a représenté une telle section MNP (figure 2).

a J§ 2a \/3

Si AH < d < AH! c'est-a-dire si —— < d <:———§—~, montrer que la
section est un hexagone.

a) La figure 3 est faite dans le cas od  AH < d AD. On a représenté la
section LVTSRQ. Les Points M, N, P sont les intersections du plan de
section et des droites (AB), (AC), (AD). Dans ce cas on montrera que VPT,
RSN et LMQ sont équilatéraux, de méme coté.

b) On a représenté figure 4 le cube de la figure 3 et les points M, N, P en
le projetant orthogonalement dans un plan perpendiculaire & (AA') et en
utilisant les régles habituelles de ponctuation.

Construire sur cette figure la section du cube par le plan MNP,

(Dans cette représentation la section sera vue en "vraie grandeur").
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C) Remarquer que le cas A0 <d < AH' s'obtient en échangeant les roles
des points ABCD et A'B'C'D'.

d) Montrer que le périmétre de la section reste constant, et le calculer
en fonction de a.

3) Cas particulier d'une section hexagonale réguliére.
a) Montrer gue 1'hexagone LVTSRQ est régulier dans le cas ol L,V,T,5,R,Q
sont les milieux des arétes [BC'], [C'D], [DB'], [B'C], [CD'], [D'B].

b) Montrer que le plan de section passe alors par le centre 0 du cube .

En résumé,

.S 0 <«d gaéﬁ ou 2a3/§ £ d< a\/§ : la section est un triangle
équilatéral
si a3 2a V3

-5 < d < 3 : la section est un hexagone
Cas particulier : si d = EQ%E la section est un hexagone régulier.

D/ ETUDE DES VARIATIONS DE L'AIRE DE LA SECTION EN FONCTION DE LA POSITION DU
PLAN SECANT

Désignons par S : d ~—— S(d) la fonction qui & d fait correspondre 1'aire
S(d) de la section.

S(d), montrer que la courbe

i

Question préliminaire : Comme S(ay3 - d)

représentative_de S sera symétrique par rapport & la droite (A ) d'équa-
tion d = E?@ , et qu'il suffira donc d'étudier S sur [0, 12@1 ouis

d'effectuer la symétrie de la courbe par rapport a (A).

Si 0<d < Eézg, la section est un triangle équilatéral MNP

Sk désigne le rapport de 1'homothétie h transformant le triangle BCD'
en triangle MNP, on sait que

aire MNP

_ 2 .
aire BCD' ~ k™ = |

d 2
m )






19 Calculer 1'aire MNP.

20

30

.513§-@<d<

a \/§

7 > la section est un hexagone QRSTVL
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Alors S(d) = aire MNP - 3 aire RSN

Montrer que S(d) =

J3 o2
V(M

- 3 RND)

RN, et terminer le calcul de S(d).

Etudier les variations de S :

d > S(d) sur

représentation graphique sur [0, a V3].

En déduire la section d'aire maximale.

3

; utiliser le fait que MR = BC pour &valuer

E?JEJ, puis construire sa
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17. | LA COPIE DE BERGSON

La photocopie qui suit reproduit la solution donnée par Monsieur Henri BERGSON
a un exercice dont 1'énoncé est inscrit en début. (Photocopie tirée de 1'QUVERT
n° 24). /

Au Tieu de proposer le méme &noncé aux éléves, il est possible de leur fournir
cette photocopie et de leur demander de lire le raisonnement, de le comprendre
et de voir s'ils donneraient, avec les connaissances qu'ils ont, les mémes expli-
cations que Monsieur BERGSON.

L'exercice comprend deux parties :

- pour la premiére partie on pourra demander aux &ldves de donner un résumé des
diverses situations qui se présentent dans cette coupe d'un cube par un plan
avec un dessin qui illustre chacune de ces situations ;

- la résolution de la deuxiéme question fait référence aux résultats obtenus dans
la premiére. On pourra demander aux &léves de donner une représentation graphi-
que de la fonction qui & d fait correspondre S(d), pour laquelle il faut tenir
compte d'une définition par intervalles, d'une symétrie, et d'un bon choix des
unités (le résultat du maximum est 1a pour prévoir).
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18. | PARTAGEONS

PROBLEME p est un nombre impair ; [AB] est un segment.
Le but est de partager [AB] en p segments de méme longueur.

METHODE 1

Le nombre p est impair ; donc on peut écrire : p = 2n-1, avec n entier, n 1.
On marque un point C] non aligné avec A et B ;

On construit sur la droite (BC) les points CZ’ C3, cees Cn, tels que :

—> —

BC] = C]C2 = .. 0=
On construit le symétrique Dn de Cn par rapport a A ;
On marque 1'intersection M de(DnCn—l) et (AB).

QUESTION : Démontrer que AB = p.AM

Indication : On peut tracer la paralléle & (BC) passant par A et on pourra utiliser

soit le théoréme de Thalés soit des homothéties. On peut aussi utiliser
Te calcul barycentrique.

METHODE 2

Etape 1 : Partage de [AB] en trois segments de méme Tongueur.
On marque un point C non aligné avec A et B ;
On marque D] milieu de [BC]
-~ —

P Lk o1ses . ]
E] défini par 1'égalité : E] = ?’AD1

On marque 1'intersection M, de (CE]) et (AB).

QUESTION : Démontrer que AB = 3 AM].

Etape 2 : Partage de [AB] en cing segments de méme longueur.
On utilise la figure précédente ;
On marque D, milieu de [BD,]
2 o ] —d -] —
E2 défini par 1'égalité : AEZ =7 AD

On marque 1'intersection M2 de (CEZ) et (AB).

23




QUESTION : Démontrer que AB = 5 AM,.
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2

Etape 3 : Partage de [AB]| en "?" segments de méme longueur.

On utilise la fiqure précédente ;

On marque Dy, milieu de [BDZJ

3
On marque M, intersection de (CE3) et (AB).

E3 défini par 1'égalité : AE, = 3 AD3 ;

QUESTION : En combien de segments égaux a [AM3] est partagé [AB] ?

*%% (On passe de 1'étape k a 1'étape k + 1 de facon analogue a celle dont on

est passé de 1'étape 1 & 1'étape 2, ainsi que de 1'étape 2 a 1'étape 3.

QUESTION : En combien de segments égaux a [AMk] est partagé [AB] ?

‘METHODE

3

(:) Etape 1

Etape 2

On
On

Si
Si

On
de
Si
Si

marque M, un point arbitraire de [AB] ;
construit les points suivants :

1’ milieu de [BM]] ;
milieu de [BI]] ; ‘
milieu de [AJ1] ;
milieu de [AK]].

I
Jys
K1,
MZ’
M2 = M] , on s'arréte

M2 # M, , on passe a 1'étape suivante :

construit M3 a partir de MZ’ comme 1'on a construit M2 a partir
M].
M, = MZ’ on s'arréte

3
My # M

3 os ON passe a 1'étape suivante.

**% De facon générale, 1'étape k permet de construire le point Mk+1 a partir

du point Mk’ comme 1'étape 1 permettait de construire M2 a partir de M1.

QUESTION 1 :

Matérialiser le segment [AB] par une bande de papier et construire

différents points Mk par pliage : on marquera au crayon les points

et
En

B, ainsi que les points Mk au fur et a mesure de leur obtention.
combien de segments égaux, ce procédé semble-t-il permettre de

partager [AB] ?

les
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QUESTION 2 : Imaginer un procédé analogue pour partager par pliages une bande de
QUESTIUN £ P
papier en trois parties égales.

(:) ETUDE MATHEMATIQUE DE LA METHODE 3 :

On choisit (A,B) comme repére de la droite (AB)

QUESTIONS

a) Compléter le tableau suivant :

x
Cs
=

POINTS l A B M

ABSCISSES , X

On obtient ainsi 1'abscisse X4 de Mk

de Mk‘

1 en fonction de 1'abscisse xk

1 . I
b) Calculer X p1 =5 €N fonction de X =T

Calculer Xee1 = X €N fonction de x, - X1

Interpréter les résultats obtenus.

c) Une bande de papier mesure 297 mm de long. La manipulation précédente ne
permet pas de distinguer deux plis distants de moins d'un mm. En combien
d'étapes obtient-on deux plis indiscernables ?
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19 | AIRE ET LONGUEUR D’UNE ARCHE DE CYCLOIDE

I Introduction

Une cycloide est la courbe décrite par un point fixé sur un cercle, lorsque
ce cercle roule sans glisser sur une droite d. Une arche de cycloide est 1la
portion de la courbe décrite par ce point entre deux contactscercle-droite au

point qui nous intéresse.

T

N\ >

Ty

Si 1'on remplace le cercle par un polygone régulier & n cotés, un sommet fixé

de ce polygone décrit une "cycloide approchée".

On a représenté ci-dessus une arche de la cycloide approchée obtenue en fai-
sant basculer un pentagone régulier.

Questions : 1. Quel est 1'angle de la rotation de centre A5 qui donne de
A]A2A3A4A5 1'image A'1A‘2A'3A‘4A'5 ?

2. Veérifier que la somme des aires des triangles hachurés est
égale a celle du pentagone.
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Probléme : La cycloide approchée étant décrite par un polygone régulier a n co6-

tés, calculer en fonction de n et du rayon R du cercle circonscrit au
polygone, Ta longueur Ln d'une arche de la cycloide approchée, et
1'aire Sn limitée par une arche de la cycloide approchée et la droi-
te d.

Approche

1.

Hexagone

Dessiner la figure obtenue en faisant basculer un hexagone régulier au
lieu d'un pentagone. R étant Te rayon du cercle circonscrit & cet hexagone
calculer L6 et 56 en fonction de R.

Donner une valeur approchée 3 10“3 prés du coefficient de R dans L6 et du

coefficient de R2 dans S6.

. Octogone

Rappel préliminaire : dans un triangle ABC quelconque on a 1la relation :

~
az = b2 + c2 - 2bc cos A

avec la notation : a = BC, b = CA, ¢ = AB.

Dessiner la figure obtenue en faisant basculer un octogone régqulier au
Tieu d'un hexagone.

R étant le rayon du cercle circonscrit a 1'octogone régulier, calculer en
fonction de R 1a Tongueur d'un coté de 1'octogone ainsi que les Tlongueurs
de chacune des diagonales.

En déduire L8 et 58'

Donner une valeur approchée 3 10—3 prés du coefficient de R dans L, et

8
du coefficient de R2 dans 58'

. Dodécagone

On se dispensera de faire la figure de 1'arche de cycloide approchée ob-
tenue dans Te cas d'un dodécagone car elle est difficile 3 réaliser et i
exploiter.

Dessiner un dodécagone régulier inscrit dans un cercle de rayon R. Calcu-
ler en fonction de R Ta longueur d'un c6té du dodécagone ainsi que les
longueurs de chacune des diagonales.

En déduire L]2 et 512'



Donner une valeur approchée a 10'3 prés du coefficient de R dans L]
du coefficient de R2 dans 512’
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2 et

111 Cas général

Soit

AlAZ"‘An un polygone régulier ayant n coOtés, et soit & le cercle de

centre 0 et de rayon R circonscrit a ce polygone.

1. Calcul de S

a)

Démontrer que 1'on a :
Sy % Syo1 t Ty 2R [1 - cos2T+ 1 - cos 2 2T 4 1-cos 3. 2T,
P n n n n
+ 1 - cos(n-T1) Zﬂ.] ol
n
Spo] désigne 1'aire du polygone régulier A]AZ"'An
hovd a4 . . T
Dans le repére orthonormé (0, i = j ) de sens direct, o0 i est Tle vecteur
unitaire colinéaire au vecteur OA] et de méme sens que OA], quelles sont
les abscisses des vecteurs OA], 5E;, OA3, e OA ?
Que peut-on dire, pour n pair, de la somme OA] + OA2 + ...+ OAn ?

en déduire une expression simplifiée de Sn dans ce cas.

2. Calcul de L

a)

b)

c)

Démontrer que 1'on a :

L, = MR V2 »/1—005 a, /1—c052 Zﬂf+\ 1 - cos 3-T 4
n n \' noou n

+¥/1 - cos(n- 1)2ﬂ‘]

EE) en fonction de sin k . X
n n

Exprimer (1 - cos k .

Transformer Ln.

Soit A = sin x + sin 2x + ... + sin px
Calculer A . sin X . (Aprés calculs A . sin Z(—~peut s'exprimer simple-
2

ment comme un produit de deux sinus).
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d) Quelles sont les valeurs de x et de p dans Ln ?
En déduire une expression simplifiée de Ln. T

IV Cycloide

Le cercle & de centre 0 et de rayon R peut étre considéré comme limite de 1la
suite des polygones réguliers, ayant n cOtés, incrits dans ce cercle, lorsque

n tend vers +oo,

1. Calculer Tim Spo]’ En déduire 1im Sn

n = +x n —» + o°

Quelle est 1'aire de la surface comprise entre 1'arche d'une cycloide décri-
te par un cercle de rayon R, et la droite d sur Taquelle roule ce cercle ?

& ]

2. Sachant que T1im et limcosa = 1, calculer lim Ln
-0 sina o0

n—> +

Quelle est la longueur d'une arche de cycloide décrite par un cercle de
rayon R ?

Remarque a 1'attention des professeurs

L = 2R [sinlr ¢ osin 2T 4 gin 37 +...+s1’n(—n.j_)jf]

n
n n n n
s LT . T . n- <
Or — |sin = + sin &8 + ... + sin i-llﬂ; correspond & une somme de
n n n n
Riemann relativement & la fonction sin X pour le pas o (avec sin ' = g)
n n

Au lieu de penser comme tout le monde :
"une approximation, c'est ce qui n'est pas exact!
il faudrait répliquer, en renversant les termes :
"qu'est-ce qu'un calcul exact ?
~un calcul o I'on n'a pas besoin d'approximation’
Et 1'on pourrait, & la maniére des linguistes, dire :

le calcul exact n'est que le "Degré Zéro de 1'Approximation’

G. Th. GUILBAUD
Lecons d'A-peu-prés
Christian Bourgois, 1985



Soit un triangle ABC. Soit D le point défini
—
par AD = =

rapport a B.
Les droites (A'D) et (BC) se coupent en 0.

Le but de cet exercice est de démontrer par
plusieurs procédés différents que 0 est le
milieu de[BC].

Procédé 1

- S
AC et A' le symétrique de A par

20. | ETUDE D'UNE FIGURE

: Utilisation du parallélisme et des projections.

Procéde 2 :

Procédé 3 :

Procedé 4 :

Procédé b :

Indication : utiliser deux projections successives.

Utilisation du calcul vectoriel

Indication : Le point 0 étant 1'intersection des droites (BC)

et (A'D) exprimer KB de deux fagons différentes en fonction de
— —
AB et AC.

Utilisation du calcul barycentrique.

Indication : le point 0 étant 1'intersection des droites (BC)
et (A'D) interpréter 0 comme barycentre de (A, @), (B, B),
(c,7) 00(1,6,’y sont des coefficients convenablement choisis,
puis utiliser 1'associativité des barycentres.

Utilisation d'homothéties.

Indication : trouver deux homothéties dont on précisera le cen-

tre et le rapport de facon a compléter le schéma suivant :

C > A
hom(...,...) hom(...,...)

w
jow]

puis étudier la composée de ces deux homothéties.

Géométrie analytique.

Indication : choisir un repére et calculer les coordonnées de

0, intersection de (BC) et (A'D).




Procédé
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CLES POUR LE DOCUMENT

2 clé 1 : projeter B sur (AC) parallélement a (A'D)

Procédé

—
:clé 1 : écrire AD

clé 2 : projeter D sur (BC) parallélement a (A'D)

—> ~ e e
AB + kBC = ... AB + ...AC

Procéde

H

— —p — —
2AB + k'A'D = ... AB + ...AC
— >
clé 3 : les coordonnées de 0 dans le repére (A,AB,AC) sont

. . —
clé 2 : écrire AQ

uniques donc k et k' vérifient deux &galités : on trouve ainsi
—p
k et k' donc AO.

: clé 1 : le point B est le barycentre de (A, ), et (A', 3)

Procédé

quelles valeurs peut-on donner i o et B
Quelle valeur donner alors &7 pour que D soit barycentre de
Ala) et C(Y).

2 clé 1 : les centres des homothéties cherchées sont deux des

cing points A, B, A', D, C.
clé 2 : le cenire de la composée h, o h, de deux homothéties

et h,.

est aligné avec les centres des homothéties h] 2



21, | PLUSIEURS PISTES POUR UN MEME ALIGNEMENT

On donne : - Deux droites A4 et 4, sécantes en I
- A et C deux points de 4, ;
B et D deux points de Az tels que (AB) // (CD)
- J intersection de (AD) et (BC)
- K (resp. L) milieu de (A,B) (resp. (C,D))
A démontrer Les points I, J, K, L sont alignés.

PAR CALCUL VECTORIEL -

a/ Traduire la conclusion et 1'hypothése par des égalités vectorielles entre
vecteurs d'origine I, et montrer que (I,K,L) sont alignés.

b/ Montrer que (J,K,L) sont alignés.

c/ Conclure quant & 1'alignement (I,J,K,L)

@ PAR CALCUL BARYCENTRIQUE

a/ Faire une figure.

b/ K milieu de (A,B), est barycentre du systéme de points §(A,cx) ; (B, 5)€3
de méme I, milieu de (C,D), est barycentre du systéme de points ;(C,B) ;
(D,{g)g. Montrer qu'on peut choisir les réels o et 3 pour que I soit bary-
centre du systéme 3(A, a) 5 (B,a) 5 (C,B) ; (D,B)f.

¢/ En déduire que 1 appartient a (KL).
d/ Démontrer que J appartient & (KL).

e/ Conclure quant a 1'alignement (I,J,K,L).

(:) EN TERMES D'HOMOTHETIE

a/ Faire la figure

b/ Montrer qu'il existe une homothétie de centre I qui transforme K en L,
et conclure a 1'alignement de I, K, L.

c/ Démontrer 1'alignement de J, K, L.

d/ Conclure quant & 1'alignement de I, J, K,L.



(4) EN TERMES D'HOMOTHETIES

a/ Faire la figure.

b/ Utiliser deux homothéties, 1'une h], 1'autre hZ’ que 1'on composera, pour e
conclure a 1'alignement I,J,K.

¢/ Démontrer 1'alignement I1,J,L.

d/ Conclure quant a 1'alignement I,J,K,L.

PAR L'ANALYTIQUE

a/ Faire une figure.

e
b/ Choisir comme repére (I, IA, IB).

Désigner par c 1'abscisse de C, et montrer que les points . K et L sont
sur (1J)

@ EN TERMES DE SYMETRIE OBLIQUES

a/ Faire la figure.
b/ Prouver que I appartient & (KL) en utilisant une symétrie S d'axe (KL).
¢/ Prouver que J appartient 3 (KL).

d/ Conclure quant & 1'alignement I,J,K,L.

Application

Deux droites tracées sur une feuille de papier se

\\T\\\\\é; coupent en dehors de cette feuille ; K est un

K point de la feuille.

. On demande de tracer la droite passant par K et

par le point d'intersection des deux droites.

Indication : A partir du point K et des deux droites, reconstituer la figure

étudiée précédemment.
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CLES POUR LE DOCUMENT

Clefs pour (:)
- - -3
Clef (1) IA + IB = 2IK traduit que Kest milieu de (A,B)
(penser a la "régle du parallélogramme")
Clef (2)  Penser & utiliser le théoréme de Thalés
Clef (3) Penser & effectuer des additions d'égalités vectorielles
Clefs pour Ca
Clef (1) La projection concerve le barycentre
Clef (2) Utiliser "1'associativité" du barycentre
Clefs pour (:)
Clef (1) Toute homothetie "conserve les barycentres" donc les milieux.
Clef (2) Utiliser la position particuliére du point I et le parallélisme
(AB) // (CD) pour définir 1'homothetie de centre I.
Clefs pour (3
Clef (1) Utiliser la position particuliére du point I, ainsi que Tle paral-
181isme (AB) // (CD) pour définir hy.
Clef (2)  Ecrire les points et leurs images de maniére a pouvoir aisément
composer hl et h,.
Clef (Ql Quelle est en fait la transformation h2 0 h] ?
Utiliser 1'alignement des centres d'homothéties pour conclure.
Clefs pour (EZ_*
Clef (1)  Exprimer en fonction de ¢ les coordonnées des divers points de
la figure.
Clef (2) Ecrire une équation de (IJ), puis montrer que K et L Ta vérifient.
Clef (3)  Pour trouver les coordonnées de J, Ecrire une équation des droites

(BC) et (AD).
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Clefs pour (:)

Clef (1) Utiliser le fait qu'une droite et son image se coupent sur 1'axe

de symétrie.

Clef (2)  Un choix "évident" pour la direction de S est celui de Ta direction
de (AB).
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2 2. | QUESTION DE MILIEUX

ENONCE

ABC est un triangle. M est un point quelconque du plan (ABC).

On appelle P, Q et R les symétriques de M par rapport aux milieux des segments
[BC] , [CAJet[AB] ; G est Tle centre de gravité du triangle ABC, et K est
celui du triangle PQR.

a) Montrer que [AP], [BQ] et [CR] ont méme milieu ; on le note L.
b) Quel est le milieu de [GK] ?

c) Quel est le milieu de [MK] ?

P C

Sur la figure initiale, placer les points G,K,L sans faire apparaitre les
lignes de construction (pour ne pas surcharger la figure). Deviner les
réponses aux questions b) et c).



Méthode 1 : Utilisation des parallélogrammes.

La définition du point P suggére un parallélogramme : le représenter en
couleur sur Ta figure initiale. Dessiner en utilisant des couleurs diffé-
rentes les parallélogrammes analogues correspondants aux points Q et R.
Démontrer alors la question a).

Méthode 2 : Utilisation du calcul vectoriel.

1) Démontrer le résultat préliminaire suivant :

- = 5 -
[XY] et [ZT] ont méme milieu si et seulement si OX + OY = 0Z + OT

(0 désignant un point quelconque).

2) Traduire hypothéses et conclusions de 1'énoncé en utilisant uniquement
des vecteurs d'origine 0 et en se servant du résultat préliminaire, cha-
gue fois que cela est possible.

3) Démontrer les résultats demandés.

Méthode 3 : Utilisation des homothéties.

Reprendre la figure initiale et tracer en couleurs les triangles ABC, PQR,
et A'B'C', ol A',B' et C' désignent les milieux respectifs de [BC], [CA]
et [AB].

Montrer qu'il existe une homothétie h]qﬂ transforme le triangle ABC en le
triangle A'B'C' et une homothétie h2 qui transforme le triangle A'B'C' en
le triangle PQR.

Etudier hzoh]. Etudier les images de G par ces différentes homothéties.
Répondre alors aux questions posées.

METHODE 4 : Utilisation des barycentres.

On affecte A, B, C de coefficients égaux a 1.

De quel coefficient m faut-il affecter M pour que P soit barycentre de
1(B,1) 5 (C,1) (M,m)$ ? Montrer que pour cette valeur de m ,Q est bary-
centre de %(C,I) s (A1) (M,m)% et R barycentre de 3(A,1) ; (B,1) (M,m)f

Répondre alors aux questions a) b) et c¢)
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CLES POUR LE DOCUMENT

Méthode 2
C1€ 0, pour la question préliminaire : donner un milieu de [XY] et [ZT]

Clé 1, pour a) : il y a deux égalités vectorielles ; les démontrer 1'une
aprés 1'autre.

Clé 2, pour a) : 1'égalité 0X + OV = 07 + 0T est équivalente & 1'égalité
—3 ~ 3 ~3
0X - 0Z = 0T - 0Ov.
- = — -
Clé 3, pour b) : Calculer 0G + OK ... ou 30G + 30K, et utiliser a)
Clé 4, pour c) : Calculer 6ﬁ + 5? ... ou 30M + 30K.

Méthode 3

C1é 1 : Si h] existe et transforme A en A', B en B' et C en C', son centre
est intersection de ... et son rapport est égal a ...
Vérifier. Méme raisonnement pour hZ‘
cle 2 : h2 0 h1 est une homothétie de rapport ... donc une ...
son centre est donc...

Clé 3 : Une homothétie conserve le centre de gravité d'un triangle.

Méthode 4

Clé : Utiliser et réutiliser "l1'associativité" des barycentres.
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23 PLUSIEURS DEMONSTRATIONS POUR UN MEME ORTHOCENTRE

La rédaction de chaque partie est "classique", en ce sens que la niéme
question est posée pour faciliter la réponse & la (n+1)éme.

L'"intérét réside dans la diversité des outils permettant de démontrer un
méme résultat, et dans la méme démarche nécessaire pour conclure dans (i)

QD « ©®.

On sait que les médiatrices et les médianes d'un triangle sont concouran-
tes ; on veut montrer que les hauteurs d'un triangle sont concourantes, et
ceci de différentes facons.

(i} ABC est un triangle.
dn méne par A une droite d] parallele a (BC), par B une droite d2 paral-

Tele a (CA) et par C une droite d paralléle a (AB).
d1 et d2 se coupent en C', d2 et d3 se coupent en A', d3 et d1 se cou-
pent en B'.

Questions : 1) Faire la figure ;
2) Démontrer que A est milieu de [B'C'] ;
3) Que représentent dans le triangle A'B'C', les hauteurs
du triangle ABC ?
4) Conclure.

(:) ABC est un triangle.
0 est le point de concours des médiatrices.

Questions : 1) Faire la figure ;
— e e S S S
2) On pose OA + OB + OC = 0l + OC = 0S ;
construire I et montrer que S appartient & la hauteur
issue de C ;
3) S'inspirer de 2) pour conclure

(:) ABC est un triangle.
G est Te point de concours des médianes.

Questions : 1) Faire la figure ;
2) Quelles sont les images des médiatrices par 1'homothétie
de centre G et de rapport -2 ?
3) Conclure.
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(@) ABC est un triangle.
Aa est la hauteur issue de A, A' est le milieu de [BC].

Questions : 1) Faire la figure ;
2) Soit M un point et m sa projection othogonale sur (BC) ;
. o B - 2 Z bre -4 > >
Justifier les égalités : MB™ - MC™ = 2MA'.CB = 2mA'.CB .
3) Montrer que : M €(ha)&MB% - mc? = ap? - Ac?
(on utilisera 2))
4) Utiliser 3) pour montrer que le point d'intersection de

deux hauteurs appartient & la troisiéme.

(:) ABC est un triangle dont les angles sont aigus.
Aa est la hauteur issue de A

Questions : 1) Ca]su1erA g%- en fonction des lignes trigonométriques
de B et C.

2) Déterminer (3 ety . tels gue a soit barycentre de (B, B)
et (C,7).

3) S'inspirer de 2) pour conclure.

(® Soient A,B,C,D quatre points du plan.
Questions : 1) Démontrer que :
AB . CD+AC . DB+ AD . BC =0

2) Utiliser le résultat précédent pour conclure.

Application
~\\\\\\\\ Deux droites tracées sur une feuille de papier se coupent
< en dehors de cette feuille ; K est un point de la feuille.
////////// On demande de tracer la droite passant par K et par le
point d'intersection des deux droites.
Indication : Considérer K comme 1'orthocentre d'un triangle dont un sommet

est le point d'intersection des deux droites.



24.
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RECHERCHE D’ENSEMBLES DE POINTS

I- MODE D'EMPLOI

(:) UN CERTAIN NOMBRE D'ENSEMBLES SONT CONSIDERES COMME CONNUS :

a) L'ensemble des points équidistants de deux points A et B est 1a médiatrice

du segment [AB]. (droite perpendiculaire a [AB] en son milieu).

b) L'ensemble des points dont la distance & un point I est un nombre positif R,

est le cercle de centre I et de rayon R.

¢) L'ensemble des sommets M des triangles MAB rectangles en M, est le cercle

de diamétre [AB].

d) Etant donnés une droite d et un point H de d, 1'ensemble des points qui se
projettent orthogonalement en H sur d, est la droite perpendiculaire i d

en H.

* Application :

Exercice N° O

(:) EXERCICE RESOLU ET COMMENTE :

a) Enoncé

(A,B,

C,D) est un parallélogramme. B et D sont deux points fixes.

A décrit une droite d. Quel est 1'ensemble des points C ?

b) Solution 1) Figure :

2)

AI

Démonstration :

I milieu de [BD] est fixe car B et D le sont. La symétrie cen-
trale de centre [ transforme A en C car (A,B,C,D) est un
parallélogramme. Cette symétrie transforme d en d',. droite
parallele & d. A décrit la droite d, donc C décrit la droite
d'. L'ensemble des points C est donc la droite d' symétrique

de d par rapport au centre du parallélogramme (A,B,C,D).



- 102 -

c) Commentaires

* Une telle question est résolue lorsqu'on a réussi a déterminer une
TRANSFORMATION :
1/ qui transforme le point “mobile " (ici A) qui décrit un ensemble

donné (ici d) en le point (ici C) dont on demande 1'ensemble décrit.

2/ qui soit définie uniquement & partir des éléments "fixes" de 1la
figure : ici, par exemple, 1'utilisation d'une translation de vec-
-y
teur AC n'aurait aucun sens.

** C'est une telle méthode de résolution que 1'on emploiera sytématique-
ment dans les exercices 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8 et 9.
Les transformations a utiliser seront des translations, ou des Symé-
tries centrales, ou des symétries axiales ou des homothéties.

*** La figure n'est pas toujours aussi "simple"
1/ une étude approfondie (observation et démonstration) des proprié-
tés de la figure est nécessaire ;
2/ la construction graphique de plusieurs positions du point dont
on demande 1'ensemble peut permettre de deviner et faciliter la
résolution de 1'exercice.

@ POUR TERMINER

Nous vous proposons un exercice : 1'énoncé 10,

- qui utilise d'abord les résultats de (:) et Ta méthode de (:) ,
- qui demande ensuite un ensemble de points dont la recherche nécessite une
autre méthode, laquelle est indiquée.



EXERCICE O

EXERCICE 1

EXERCICE 2

EXERCICE 3

EXERCICE 4

EXERCICE 5
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IT- EXERCICES

Soient A et B deux points fixes. Un cercle ¢ passe par A et B, w est
Te centre de ce cerle et D est le point diamétralement opposé a A

sur .

Quels sont les ensembles des points w et D, lorsque ¥ varie ?

(A,B,C,D) et (A,D,B,E) sont des parallélogrammes. Les points B et D
sont fixes. Le point A décrit un cercle ¢ de centre D.

Trouver 1'ensemble des points C et 1'ensemble des points E.

ABC est un triangle ; B' et C' sont les milieux de (A,C) et (A,B).
On suppose les points B et C fixes, et les médianes (BB') et (CC')
perpendiculaires.,

On demande 1'ensemble des points A.

- =
Soient A,B,C trois points alignés tels que AC = 3 AB.
Un point M décrit le cercle de diamétre [BC]. On méne pas B la paral-
1éle a (CM) qui coupe la droite (AM) en P.

Quel est 1'ensemble des points ?

ABC est un triangle, B' et C' sont les milieux de [AC] et de [AB].
G est le centre de gravité du triangle. Les points B et C sont fixes.

Déterminer les ensembles des points B', C' et G dans les cas suivants :

1° Le pied H de la hauteur issue de A est fixe
2° H varie, mais la hauteur [AH] garde une longueur constante.

Soient quatre points alignés A,B,C,D tels que [AB] et [CD] aient
méme milieu. Soit E un point de la perpendiculaire en A 3 (AB), 0 le
milieu de [EB] et K celui de [EC]. On suppose que A et 0 sont fixes
et que D décrit une droite d donnée ne passant ni par 0 ni par A.

Déterminer 1'ensemble des points K.



EXERCICE 6

*EXERCICE 7

*EXERCICE 8

*EXERCICE 9

*EXERCICE 10
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(A,B,C,D) est un parallélogramme. Le point A est fixe. B et D décri-
vent le cercle de centre 0 et de rayon OA, privé du point A. La
Tongueur BD est constante. On désigne par I le milieu de [BD], par
K et H les orthocentres des triangles BDC et ABD.

1° Montrer que le point K est fixe.
2° Trouver les ensembles des points I, C et H.

ABC est un triangle isocéle (AB = AC). Le sommet B est fixe et le
point mobile C appartient a une droite fixe d passant par B.

Le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC est un nombre R cons-
tant. On appelle O le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.
Trouver

a) 1'ensemble des points 0
b) 1'ensemble des points C
c) 1'ensemble des points A.

ABC est un triangle et Q? son cercle circonscrit, de centre 0. Les
points B et C sont fixes ; le point A décrit le cercle ¥ privé des
points B et C. On appelle H 1'orthocentre du triangle ABC.

On demande 1'ensemble des points H.

Soient O,A et B trois points fixes alignés, et g’un cercle de centre
0 ne passant ni par A ni par B. Une droite variable passant par 0
mais non par A coupe Pen P et Q. Les droites (AP) et (BQ) se coupent
en M.

Quel est 1'ensemble des points M ?

On donne deux points A et 0. Soit M un point du plan distinct de A.
On désigne par I le milieu de[AM], par d la médiatrice de [AM] et par
K le projeté orthogonal de 0 sur d. Le point K est dit "associé a M".

1° Quel est 1'ensemble des points M dont 1'associé est 0 ?
2° Soit K un point qui n'appartient pas au cercle de diamétre [AQ].
a/ - démontrer que K est 1'associé d'un point M distinct de A.
- construire M connaissant K.
b/ - que se passerait-il si K appartenait au cercle de diamétre
[AO] ?
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3° Soit f'un cercle de centre 0 ne passant pas par A. On désigne par
Rson rayon.
a/ - Quel est 1'ensemble x des points I Torsque M décrit ¢
b/ - Démontrer que si M appartient a ??, alors son associé K
appartient 3 ¢ '.
c/ - Démontrer que tout point K de ¥' est 1'associé d'un point
M de ff.

d/ - Trouver 1'ensemble des points K lorsque M décrit @.
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"Clés” pour certains des exercices indiqués par un astérisque.

EXERCICE 7

EXERCICE 8

EXERCICE 9

Clé pour b) : Trouver 1'ensemble des points A', A' étant milieu de
(B,C).

1ére méthode :

Soit D, le point diamétralement opposé au point A sur le cercle £?~

. Démontrer que (B,C) et (H,D) ont méme milieu
. Trouver 1'ensemble des points H.

2e méthode :

e T
Utiliser 1a relation OH = OA + OB + OC (voir fiche d'activités :

"Plusieurs démonstrations pour un méme orthocentre").

3e méthode :

Considérer le point H' symétrique du point H par rapport & la droite
(BC).

Clé :
La paralléele a (PQ) passant par M coupe (AB) en 0'.
Montrer que 0' est fixe.



®
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25. | PROBLEMES D'ALIGNEMENT

a) Dans le plan muni d'un repére, on considére les points A(3,5) et
B(-3,4) et C(6,11).
Les points A, B, C sont-ils alignés ?

16

b) Soit e point D(6, 7?). Les points A, B, D sont-ils alignés ?

Etant donné un triangle ABC, on définit le point D tel que (A,B,D,C)
soit un parallélogramme, et le point E tel que (A,B,C,E) soit un paral-
1élogramme.

Démontrer 1'alignement C, D, E.

Soit un parallélogramme (A,B,C,D) et I le milieu de (A,D).
Soit 0 le symétrique de I par rapport a A. Soit K le point défini par
1

Kglz-j Kg. Démontrer 1'alignement 0,K,C.

Soit un triangle ABC, et I le barycentre du systéme de points(A(Z) :

B(l)); soit J le milieu de (B,C), et K Te milieu de (A,J).
Démontrer 1'alignement C,K,I.

(C) est un cercle de centre 0, (C') un cercle de centre 0'. (C) et (C')
se coupent en A et B ; E est le point diamétralement opposé & B sur (C)
et F le point diamétralement opposé & B sur (C').

Démontrer que les points A, E, F sont alignés.

Soient A, B, C, D, quatre points du plan. G est le barycentre des
points pondérés A(1), B(2), C(2), D(1).
Démontrer 1'alignement du milieu de (A,D), du milieu de (B,C), et de

G.

Soit un triangle ABC, et un point K défini par BK L BC
Soit également un point D tel que AD = 2AB + AC.
Démontrer que les points A, K, D sont alignés.

=
i
)
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Soit h T1'homothétie de centre 0 et de rapport 3. Soient A et B deux
points du plan, ayant respectivement pour images par h les points A’
et B'. Le point I est défini par AT = EE, et le point J par AU = AB.
Démontrer 1'alignement des points G, I, J.

o} —

(A,B,C,D) est un carré de centre 0. Soit E le point intérieur au carré,
tel que le triangle CDE soit équilatéral. Soit F le point extérieur au
carré tel que le triangle BCF soit équilatéral. Soit G le point exté-
rieur au carré tel que le triangle ADG soit rectangle isocéle en G.

a) F, G, 0 sont alignés. Pourquoi ?
b) Démontrer que les points A, E, F sont alignés.
c) Les points B, E, G sont-ils alignés ?

Soient A, B, C trois points d'une droite d tels que BC = —%—EK. Par

A, B et C on méne trois droites paralléles d,, d, et d., distinctes de

17 72
d.

Soit P un point de d]. La paralléle a (CP) issue de A coupe d2 en M et

39

d3 en N.
0 étant le milieu de [BM}, démontrer que les points P,0 et N sont ali-
gnés.

. . S, < P . . . }
Pour moi, si j'ai trouvé quelques vérités dans les sciences je puis dire
que ce ne sont que des suites et des dépendances de cing ou six principa-

les difficultés que j'ai surmontées et que je compte pour autant de batailles

o j'ai eu l'heur de mon cété."

René DESCARTES

"Discours de la Méthode'
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26 .| ETUDE D'UNE CONFIGURATION

Soit un triangle EBC.

Soit A un point de [EB} et D un point de [ECJ-

On suppose que la droite (AD) coupe (BC) en F.

On désigne par 1,J,K les milieux respectifs des
segments [EF), (BD) et [AC).

l.e but de ce probléme est de démontrer que les

points I, J et K sont alignés.

Pour résoudre ce probléme un procédé consiste i construire les images de I,J et
K dans 1'homothétie H de centre A qui transforme K en C, et de démontrer que les
images de [,J et K par cette homothétie sont trois points alignés.

1° Construire les pcints S et T, images respectives de I et J par H et étudier
Tes quadrilatéres AFSE et ABTD.

2° Les droites (BT) et (DT) coupent respectivement (CE) et (BC) en H et L.
On désigne par h, 1'homothétie de centre C qui transforme L en B et par h
1'homothétie de centre C qui transforme H en D.

2

a) Trouver le point h}(D) ainsi que le point h

b) Etablir que hy ohy =h, 0hy

c) Soit h 1'homothétie h = h] 0 h2 (on a aussi h = h2 ) h]) trouver Tles
points h(L) et h(H).

o(B).

En déduire les transformées des droites (BH) et (DL) par h puis démontrer que
h(T) = S.

3° Démontrer que les points SCT sont alignés puis que les points I,J,K sont ali-
gnés.



®
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27.

ACTIVITES SUR LES PROBLEMES DE CONCOURS

®

Soit ABC un triangle et M le milieu de

Soit ABC wun triangle. Chacun de ses
cOtés est partagé en trois segments
I,J,K,

L,M et N sont définis par le dessin

de méme Tongueur. Les points
ci-contre.
Montrer que les droites (IL), (JM) et

(KN) sont concourantes.

[BC]. Soient A' le symétrique de A par

rapport a la droite (BC) et A" le symétrique de A par rapport au point M.

Montrer que les droites (CA') et (BA") d'une part, (BA') et (CA") d'autre

part se coupent sur la médiatrice de [B

Soit ABC un triangle. Les points A',
[BC], [CA] et [AB], et le point E est d

c].

B' et C' sont les milieux des cotés
éfini par EE -1 AB.

3

Montrer que les droites (AA'), (B'C') et (CE) sont concourantes.

Soit ABC un triangle.

1° Placer les points I, J et K tels que :

* 1 € (BC) Et~=fr= -

* J € (CA) et === -
* K e (AB) et

2° Démontrer que les droites (Al), (BJ)

Soient A,B,C et D quatre points non ali

On appelle G le centre de gravité du triangle ABC, I le milieu de [AB], J le

iy ;
milieu de [BC], K le point défini par CK = T f%, et L le point défini par

——»’}-——a
?L f szA.

et (CK) sont concourantes.

gnés.

3
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(§> On donne quatre points A,B,C et D sur un cercle & de centre 0. Montrer que

les six droites passant par le milieu d'une corde et perpendiculaire a la
corde opposée sont concourantes.

Soit ABCD un quadrilatére. Chacun de ses

cOtés est partagé en trois segments de méme
longueur. Les points I,J,KLL,M,N,0 et P
sont définis par le dessin ci-contre.

Comment faut-il choisir le quadrilatére
ABCD pour que les quatre droites (IM),
(JN), (KO) et (LP) soient concourantes ?

HYPOTHESES : (AB')//(BC')//(CA')
Al / [o’ (AA')//(BB')//(CC")

/ / 1. Montrer que dans le cas ol (AC') et

)
~
E\\

(BA') ont un point commun I (cas de 1la
figure) les droites (AC'), (BA') et (CB')
sont concourantes.

e ]

Indication :

Scient h? 1'homothétie de centre I qui transforme C' en A

et hz 1'homothétie de centre I qui transforme A' en B.

Justifier dans ce cas [|'égalité h,oh, = h]oh et montrer que cette homothétie

2°™ 2
transforme C en B'.

2. Faire une figure illustrant le cas ot (AC') et (BA') sont paralléles.
Que peut-on dire alors de (CB') ? Justifier.
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CLES POUR LE DOCUMENT : PROBLEMES DE CONCOURS

<:> Clé 1 : Reconnaitre des parallélogrammes dans cette figure. —
Cle 2 : N'utiliserque des parallélogrammes dont les sommets sont 3 choisir
parmi les points I, J, K, L, M, N.

(:) Clé : Utiliser une symétrie axiale.

(g) Clé T : Montrer que le point S d'intersection de (AA') et de (B'C') appartient
a la droite (CE).
Clé 2 : Trouver le nombre réel a tel que S soit barycentre du systéme A(a),
B(1), C(1).
Clé 3 : Utiliser 1'associativité du barycentre pour montrer que le point S
appartient a (CE).

P
1
e}
el

: Traduire les trois hypothéses en termes de barycentre.

Cle 2 : Utiliser 1'associativité du barycentre.

Clé 3 : Montrer que le point de concours cherché est le barycentre du
systéme A(3), B(4), C(2).

(:) Cle : Affecter A, B, C, D de coefficients convenables pour que le bary-
centre du systéme obtenu soit le point de concours cherché.
(:) Méthode 1 : Calcul vectoriel

Clé 1 : Tracer deux des six droites. Désigner par S leur point d'intersection.
Calculer le vecteur 6§ en fonction de 61, 5§, 56 et 55.

Clé 2 : Remarquer que le point S ne dépend pas du choix des deux droites
précédentes et conclure,

Méthode 2 : Transformations

Clé : Soit w le centre du parallélogramme dont les sommets sont les milieux
des cOtés du quadrilatére ABCD. Utiliser 1la symétrie de centre w

(i) Clé : Utiliser des parallélogrammes.
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28.| UN PROBLEME DE NAPOLEON

(T) est un cercle dont on a "perdu" le centre : on cherche i le retrou-
ver a 1'aide d'un compas, & 1'exclusion de tout autre instrument de des-
sin.

Voici Ta solution qu'en donna 1'abbé Mascheroni en 1797, 3 Bonaparte
Tors d'un de ses voyages en Italie. Depuis, ce probléme porte - curieu-
sement - le nom de probléme de Napoléon.

On procéde comme suit :
- on trace un cercle (7Y ) centré en un point A quelconque de (T')
(Y ) coupe le cercle (T") en B et C.

- on trace les cercles de centres B et C passant par A : ils se
coupent en D.

- on trace le cercle de centre D passant pas A : il coupe (7Y)
en £ et F.

- on trace les cercles de centres E et F, passant par A : ils se
recoupent en 0.

Questions :
(j) Démontrer que BEM: 59
AC  AE
En déduire que A8 - AD
A0 AB

(@) Utiliser ce dernier résultat pour
démontrer que le triangle AOB
est isocéle

(3) Conclure que 0 est le centre de (T*)

(:) Est-on sir que le cercle de centre D
passant par A coupe (7Y ) en deux
points ?
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29.| PSEUDO-CARRES

(:) Soit ABCD un carré. On sait que ses diagonales [AC] et [BD] vérifient les
propriétés suivantes :

(1) AC = BD
(2) (AC) | (BD)
(3) [AC] et [BD] se coupent en leur milieu

Question 1 : Démontrer qu'un quadrilatére ABCD dont les diagonales [AC] et
[BD] possédent les propriétés (1) (2) et (3), est un carré.

(:) On considére désormais des quadrilatéres ABCD dont les diagonales [AC] et [BD]
verifient les propriétés (1) et (2) mais non la propriété (3).

Question 2 : Représenter un tel quadrilatére.

Definition : un tel quadrilatére s'appelle un pseudo-carré.

(:) Soit  ABCD un pseudo-carré.
Soit I le point d'intersection de ses diagonales [AC] et [BD].

On appelle K, L, M, N, P, Q, les milieux respectifs de [AB],[BC], [CA], [DB],
[DC], [DAT.

Question 3 : a) Les médiatrices des cotés opposés [AB] et [CD] se coupent en
E, celles des cdtés opposées [BC] et [DA] se coupent en F.
Démontrer que les triangles EAB et ECD sont rectangles iso-
céles.

Indication : On pourra considérer une rotation qui transforme le segment [AC]

en le segment [BD].

Enoncer un résultat analogue pour deux triangles dont F est
un sommet.

b) Démontrer que (IE) et (IF) sont les bissectrices de 1'angle
formé par les deux diagonales (AC) et (BD).
c) Que peut-on dire du quadrilatére EMFN ?
d) 1° Que peut-on dire du quadrilatére KLPQ ?
2° Réciproquement, soit STUV un carré, et A un point quelconque,
On appelle B le symétrique de A par rapport a S, C celui de
B par rapport & T, D celui de C par rapport a U.
Que peut-on dire du quadrilatére ABCD ?
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e) Démontrer que les droites (EF), (MN), (KP), et (QL) sont
concourantes.
f) On appelle A' le symétrique de E par rapport a K ; B'

celui de F par rapport a L ; C' celui de E par rapport
a P ; D' celui de F par rapport a Q.

Démontrer que A'B'C'D' est un pseudo-carré.

Dans le pseudo-carré ABCD, E et F sont les intersections
des médiatrices des cotés opposés, M et N sont les milieux
des diagonales qui se coupent en I.

Démontrer que dans le pseudo-carré A'B'C'D', E et F sont

les milieux des diagonales qui se coupent en I, et que M
posés.

et N sont les intersections des médiatrices des cotés op-

e,
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30. LES AUTOROUTES DE MONSIEUR FERMAT

de longueur totale minimum, et qui permette de se rendre de 1'une quelconque des
villes & chacune des 2 autres.

Une premiére idée consiste & construire 1'autoroute en suivant les cGtés du tri-
angle ; mais, en supprimant 1'un des cdtés, on peut quand méme passer d'une vil-
le a T'autre, et 1'autoroute ainsi construite sera plus courte que la précédente.

On peut encore faire mieux :

Question 1

Calcul de quelques longueurs d'autoroutes possibles dans le cas d'un triangle
équilatéral (on prendra comme unité le coté du triangle).

Tracé longueur
R
/
)/ (1)
Bt - —
s R
/
’ (2)
7/
B—— -~
1A

:Bc// \\C (4)

S1 on construit 3 troncons d'autoroute présentant un noeud au centre de gravite

du triangle, on obtient une longueur totale de réseau routier égale a GA+GB+GC,
inférieure aux trois autres.

On peut alors se poser la question :
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Etant donné un triangle, trouver le point qui réalise le mi-

nimum de la somme des distances aux trois sommets.

Ce probleme a été posé par Pierre FERMAT, mathématicien francais du XVIIe siécle
et résolu par 1'italien Evangelista TORICELLI, contemporain de FERMAT, é&léve de
GALILEE et inventeur du barométre. '

Résolution du probléme

{ On appelle A,B et C les sommets du triangle de telle fagon que :

5% KQAB),/C\ &

) On supposera, pour des raisons que 1'on découvrira en cours d'étude,
% que Ta mesure de A est au plus égale a 120°.

~

Questﬁon z

On pose BC = a, CA = b, AB = c - Montrer que a » b » c.

Nous allons étudier la fonction
foi@Me f(M) = MA + MB + MC

1 Le point M est un point extérieur au triangle ABC
A. Nous utiliserons le résultat préliminaire suivant :

§ On considére un triangle PQR et un point N
3 1vintérieur de ce triangle. On a :
% NQ + NR < PQ + PR

Qggstioqﬁg

Démontrer ce résultat. On pourra pour cela introduire le point Q', intersection
de (QN) et (PR) et montrer d'abord que NQ + NR < Q@' + Q'R, & 1'aide de 1'inéga-
1ité triangulaire.

B. Lles droites (AB), (BC) et (CA) partagent le plan en sept régions dont elles
sont les frontiéres.

(Voir dessin page suivante).
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Montrer que :

1) Si M est situé dans la région (2) , alors f(M)> f(A)

2) Si M est situé dans la région (3) , alors f(M)> f(I)
o I est Te point d'intersection de [MC] et [AB ]

Noter les résultats concernant les autres régions extérieures au triangle ABC.

Conclusion

Le point cherché ne peut étre extérieur au triangle ABC.

2 Le point M est un point intérieur au triangle ABC ou appartenant a 1'un de
ses cotés.

A.* On construit a 1'extérieur du triangle ABC les triangles équilatéraux ACB'
et CBA', et on appelle T le point d'intersection des droites (AA') et (BB')

Question 5

Expliquer pourquoi T est intérieur au triangle ABC.
** 0On considére la rotation r de centre C qui transforme B en A'.
Question 6 :

a) Quel est 1'image par r du point B' ?

b) Un désigne par T' 1'image de T par r.
1° Montrer que T' appartient 3 [AA'] puis que T'g_[TA'] ;
2° Quelle est la nature du triangle CTT' ?



Question 7 :
-o/\ — --»/\-»- —
a)  Calculer les angles (TA ,TB), (TB,TC) et (TC,TA): on montrera que chacun

d'eux est égal a 120° (en supposant que ABC est direct).
. "\—Q
Indication : pour Tle calcul de (TB,TC) on utilisera la rotation r et les
résultats acquis & la question précédente.

b)  En déduire que si BAC' est le triangle équilatéral construit a 1'extérieur
du triangle ABC, alors T appartient & [CC']

Ce point T, point de concours des droites (AA'), (BB') et (cc'y,
s'appelle le point de TORICELLI du triangle ABC.

Question § :

Quel est le point de Toricelli d'un triangle équilatéral ?
Quel est Te point de Toricelli d'un triangle dont un angle est égal & 120° ?

B. On construit le triangle A]B]C] dont les cotés B]C], C]A] et A]B] sont res-

pectivement perpendiculaires en A,B et C aux droites (TA) (TB) et (TC).

Question 9

Démontrer, par des considérations d'angles, que le triangle A]B]C] est équilaté-
ral

Question 10 :

a) Représenter un triangle é&quilatéral PQR. On appelle h, sa hauteur. Soit M
un point intérieur au triangle et M],MZ,M3 ses projetés orthogonaux sur PQ,

QR et RP. Montrer que MM] + MM2A+MM3 = h. (Théoréme de VIVIANI, XVIIe siécle)

Indication :
Un peut écrire que 1'aire du triangle PQR est la somme des aires de trois
triangles de sommet M.

b) En déduire que f(T) est &gal & la hauteur du triangle A1B}C].

Question 11 :

Soit M un point intérieur au triangle ABC ou appartenant a 1'un de ses cdtés ;
on appellecxlﬁet Y les projetés orthogonaux de M sur (Blcl)’ (ClAl) et (A1B]).
Montrer que MA + MB + MC» Mo + M3 + MY

En déduire que f(M)» f(T)
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Question [g

Enoncer le résultat démontré dans cette étude,

3

Complément : Encore un "probléme de Napoléon®

On censtruit extérieurement au triangle ABC, les triangles équilatéraux BCA'
ACB' et ABC'.

3

Soient X,Y,Z les centres respectifs de ces trois triangles.

Le résultat suivant est connu sous le nom de "théoréme de Napoléon" :

XYZ est un triangle équilatéral !

Pour le démontrer, on peut répondre aux questions suivantes

1° Construire les droites (QR), (RP) et (PQ) respectivement perpendiculaires

a& (TA) en A, a4 (TB) en B et 3 (TC) en C. Que peut-on dire des cercles cir-
conscrits aux triangles ABR BCP et CAQ ?

2° Calculer les angles du triangle PQR

3° Considérer une homothétie de centre T.

"L 'un des principaux objectifs de l'enseignement mathématique, doit étre de
développer chez 1'éléve l'aptitude & poser et résoudre des problémes. ..

L'essentiel est, pour le maitre, de perdre la regrettable habitude de révé-
ler la réponse. L'éléeve doit acquérir progressivement le goiit de chercher

M 1 epra ps . ) . . '
seul, dit-il réfléchir un mois ou deux avant d'arriver & une réponse.

Georges GLAESER

"Mathématiques pour 1'éléve professeur'
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31. LE PROBLEME DE FAGNANO
ET QUELQUES APPLICATIONS

En 1775 le comte Giulio Cesare FAGNANO DEI TASCHI a posé le probléme suivant :

- ABC est un triangle dont les angles sont aigus. Est-i1 possible de
choisir les points P,Q et R respectivement sur [BC],[CA] et [AB] de
sorte que le périmétre du triangle PQR soit minimum ? -

I LUne résolution de ce probléme]

A/1° Soient ABC un triangle dont Tles angles sont aigus, P un point de [BC] ,
Q un point de [AC], et R un point de [AB].
On désigne par P1 Te symétrique

A

de P par rapport & (AB) et par
P, le symétrique de P par rapport Q
a (AC). Montrer que le périmétre
du triangle PQR est égal & la
Tongueur de la ligne brisée
PIRQP,.

B P

2° 0On se donne un point P de [BC] ; construire les points Q et R pour
que la longueur de Ta ligne P]RQP2 soit minimale.

3° Calculer la longueur P]P2 en fonction de Ta longueur AP et de sin A.
En déduire la position P, du point P puis les positions Q, et R, des
points Q et R pour que le périmétre de triangle PQR soit minimum.

B/ Soit ABC un triangle dont les angles sont aigus. On désigne par :
- H], HZ’ H3 les pieds des hauteurs issues respectivement de A, B et C
- I, J les projetés orthogonaux de H] sur (AC) et (AB) respectivement
- K Te point d'intersection de (CH3) et (I1J)
- H'T et H"; les symétriques de Hy par rapport & (AB) et (AC).



- 122 -

1° Démontrer que les droites (IJ) et(H2H3)sont paralléles.

2° Soit h 1'homothétie de centre C qui transforme H] en B.
Quelle est 1'image de I par h ?
Quelle est 1'image de la droite (IJ) par h ?
Quelle est 1'image de K par h ?
Quelle est 1'image de la droite (KH]) par h ?

3° En déduire que H]KH3J est un parallélogramme.

4° En déduire Te rapport de 1'homothétie de centre H] qui transforme la
droite (1J) en la droite (H2H3).

5° Que peut-on alors dire des points H'], H3, HZ’ H”] ?

C/ Que représentent les points P,, Q, at R, trouvés dans la partie A/ pour le
triangle ABC 7

{

IT | Des applications

S—

Notations : ABC est un triangle. On désigne par :

~

* a,b,c les longueurs des cdtés opposés a A, §, ¢ ;
*p = a+to+c

2
* S son aire

son demi-périmétre ;

* R et r les rayons des cercles circonscrits et inscrits ;
* A', B' et C' Tes milieux respectifs de [BC], [CA], et [AB];
* H‘, H2 et H3 les pieds des hauteurs issues de A,B et C.



Préliminaire :

On rappelle que :
a b C

= = et S

o~

s ~
sin A sin B sin C

En vous inspirant des dessins ci-dessous en déduire les résultats

suivants

a _ b _ c

~ ”~ )

sin A sin B sin C

@ -

4R

®s-

pr

Application 1

On note 2p' le périmétre du triangle H]H

Démontrer & 1

3"
‘aide de ce qui a été fait a la

H

~N

2p' = 2AH; x sin [

1 N
= — bc sin A
2

question I.A/ que :

En déduire que 2p' = }€~ et S =

[

<p
R
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Application 2: On compare le périmétre de H]HZHB a celui de A'B'C’

D'aprés la conclusion du probléme de Fagnano, on sait que
AIBI +BICI +C|AI> _ZwS_
R

En utilisant une des formules préliminaires en déduire que :

% Ry 2r

Existe-t-il un triangle ABC pour lequel on ait 1'égalité : R = 2r ?

Application 3 :

On appelle I le centre du cercle inscrit ; D,E et F sont les points de contact
de ce cercle avec [ABI], [BC]et [CAT.
On compare le périmétre de H]H2H3 a celui de DEF.

On sait d'aprés la conclusion du probléme de Fagnano que :

DE + EF + FD » 22
R N
Faire une figure et calculer DE en fonction de r et B
2
En déduire DE + EF + FD et démontrer que :
A 5. .t . - -
Cos — + c0sS = + ¢0S —» sin A+ sin B + sin C
2 2 2

Existe-t-il un triangle ABC pour Tequel on ait 1'égalité :
A + COS B + Cos E»: sin A + sin @ + sin 6 ?
2 2 2
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32.| LE PROBLEME DE FAGNANO (bis)

En 1775 le comte Giulio Cesare FAGNANO DEI TASCHI a posé le probléme suivant

ABC est un triangle dont les angles sont aigus. Est-il possible de
choisir les points P,Q et R respectivement sur [BC], [CA ] et[AB|de
sorte que le périmétre du triangle PQR soit minimum ?

Une méthode de résolution de ce probléme a été donnée dans la fiche précédente.

En voici une autre.

TO

20

Soient M et N deux points situés dans

M

Soient d et d' deux droites sécantes

le méme demi-plan de frontiére d. Trou-
ver le chemin MQ + QN minimum, Q étant
un point de la droite d.

(Indication : utiliser le point N' ima-
ge de N dans la symétrie d'axe d).

en 0, et M et N deux points situés dans
T'un des secteurs angulaires aigus for-
mé par les deux droites d et d'.

a - Trouver Tle chemin MQ + QR + RN mi-
nimum, M étant un point de la droite d
et N un point de la droite d'.

b - Démontrer que ce trajet minimum a
la Tongueur MN" oG N" est 1'image de
N dans Ta transformation Sdosd' (Sd
désigne la symétrie d'axe d et Sd. la
symétrie d'axe d').

c - Quelle est la transformation

f = SdOSdI ?
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3° Soit ABC un triangle dont les angles sont aigus. On se donne un point P du
4 cdté [BC]. Trouver les points Q de [AC ]
et R de [AB]tels que le périmétre du
triangle PQR soit minimum.

q (Indication : le point P prend la place
R des points M et N de la question 2°).

B P ¢

4° a - Calculer en fonction de AP le périmétre du triangle PQR obtenu & la ques-
tion 3°
b - Quel est le point P, de [BC] et quels sont les points Q. et R, qui cor-
respondent au triangle P,Q,R, de périmétre minimum ?

5° De tous les triangles PQR, il y en a un qui réalise le minimum du périmétre :
PoQoRo .

a - Quelle est la place du point P, ?

b - En imaginant qu'on reprenne la démonstration en partant du point Q, quel-
le est Ta place du point Q, ?

¢ - En imaginant qu'on reprenne la démonstration en partant du point R, quel-
le est Ta place du point R, ?

Remarque : 1'explication donnée dans cette question n°5 pourrait remplacer
Te 1.B/ de la fiche précédente.
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33.| "VOIR DANS L'ESPACE”

Enoncé On dispose d'un tétraédre réqulier et d'une pyramide 3 base carrée,

d'aréte a. On colle ces deux solides de maniére & faire coincider deux
de leurs faces égales.

On fabrique ainsi un nouveau polyédre.

Combien a-t-il de faces ?

K est milieu de
[CB], et L milieu

de [IH] .

- Couper le polyédre obtenu par le plan médiateur de [IHJ.

"'O

20

30

Enumérer tous les points de la figure qui appartiennent & ce plan, et repré-
senter, en géométrie plane, la section du polyédre par ce plan.

Montrer que cette section est en fait un parallélogramme et en déduire que
E, D, G, Hd'une part, E, D, F, I d'autre part, sont coplanaires.
- Quel est alors le nombre de faces du polyédre obtenu ?

Mettre en évidence (refaire une figure au besoin) la nature de ce polyédre,
ainsi que la nature de chacune de ses faces.




(:) Dessiner 1'intersection des plans

(DBE) et (CDHG)

(:) Dessiner les contours de 1'inter-

34.
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DESSINER L'ESPACE

section du cube avec le plan paral-

1éle a (DBE) passant par X

(:) Dessiner les contours de 1'inter-

1

section du cube avec le plan paral-

1éle & (DBE) passant par Xy

D C
|
s
R ; B
|
{
z
|
Hio - d - _ . _lg
P
~
o L
E r
. e
| e
: d
] | A
|
!
o
e ‘7{;—
-~
L
b =
P Ay C
s
' e
s
{
A | 5}
{
|
L |
L - - - — = ¢
- -
//
- F
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(:) Dessiner les contours de 1'inter-
section du plan (PQR) et du té-
traédre ABCD.

<:> P est sur la face (ABC).
Dessiner les contours de 1'inter-
section du plan (PQR) et du té-
traédre ABCD.

<:> P est sur la face ABC, Q est sur
la face ACD, R est sur la face ABD.
Dessiner les contours de 1'inter-
section du plan (PQR) et du tétra-
édre ABCD.
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(:) Un bloc de bois a la forme d'un pavé. Sur 3 de ses faces ayant un sommet
commun, on marque un point. On se propose de scier le bloc de bois suivant

le plan passant par ces 3 points.

Trouver une construction géométrique du contour de la section sur le parallé-

1épipéde.

Soient Pl’ PZ’ P3 les points marqués respectivement sour les faces notées

F], FZ’ F3. On désigne par e plan (P] P2 P3).

1° En supposant par exemple que (P] P3) n‘est pas paralléle & FZ’

rechercher une construction de (P'] P'3), image de (P] P3) par projection

rechercher

orthogonale sur F2'
En déduire 1'intersection R de (P]P3) et F,.
2° Terminer la construction de la section du parallélépipéde par le plan

3° Comment résoudre le probléme si (PlPB) est paralléle a FZ ?



Compléter le dessin de maniére & indiquer
clairement quelle droite se trouve devant

1'autre.




35 CALCULS DE DISTANCES ET D'ANGLES
EN GEOMETRIE DANS L'ESPACE

Probléme : Trouver pour chacun des polyédres réguliers de PLATON le centre de la
sphére circonscrite a ce polyédre ainsi que son rayon, les angles au
centre définis par deux sommets du polyédre, consécutifs ou non, et
1'angle de deux faces adjacentes du polyédre.

| 1 LE CcuBE |

On prend comme unité la longueur de 1'aréte.

B C
i
-\
by
h L y)
AN
z ;X%
i O\
:]/ \\\\ ;
6 e _\.. 14— T=Jc
/ ‘\
r4 3

”
rd
a‘/ /

Le point d'intersection des diagonales du cube est centre de la sphére circons-
crite a ce cube.

Question 1 : Le démontrer et en déduire le rayon R
de cette sphére.

* Les angles au centre 3 calculer sont : AEB, ASE, Aﬁt'

AN N
Question 2 : Calculer 1'angle AOB. (Indication : On peut déterminer cos AOB

en se plagant dans le triangle AOB dont les c6tés sont connus).

A .
En déduire 1'angle AOC. Que vaut 1'angle AOC' ?



* L'angle de deux faces adjacentes du cube est 1'angle obtenu en menant par un

point de 1'aréte commune les perpendiculaires & cette aréte dans les plans
des faces.

Question 3 : Montrer que 1'angle BAA' correspond & 1'angle des faces ABCD
et AA'D'D.

Quel est cet angle ?

2 LE TETRAEDRE |

On prend comme unité la longueur de 1'aréte. Le probléme peut étre traité direc-
tement dans un tétraédre régulier ABCD, mais on se simplifie la tache en considé-
rant ce tétraédre inscrit dans un cube comme 1'indique la figure ci-dessous.

Ly

* Le centre de la sphére circonscrite au tétraddre est celui de la sphére circons-
crite au cube. Soit 0 ce centre.

Question 1 : Calculer 1'aréte du cube et en déduire le rayon R, de la

2
sphére circonscrite au tétraédre.

* Les angles au centre ont tous méme mesure :

N\ N

—~ AN AN PN
AOB = AOC = AOD = BOC = BOD = COD



Question 2 :
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o~
Calculer AOB
S

(Indication : on peut déterminer cos AOB en se placant dans

le triangle AOB ou en calculant (OR + 6%)2.

* L'angle de deux faces adjacentes du tétraédre est 1'angle obtenu en menant par

un point d'une aréte les perpendiculaires a cette aréte dans les plans des fa-

ces.

Question 3 :

3 L'OCTAEDRE

On prend comme unité

Question 1

Question 2 :

Soit I le milieu de [AC ]

~
1° Montrer que 1'angle BID correspond a 1'angle des faces
ABC et ADC.

N
2° Calculer 1'angle BID.

la Tongueur de 1'aréte.

Démontrer que les points B,C,D et E appartiennent au plan
médiateur de [ AF ], puis que les quadrilatéres BCDE et ACFE
sont les carrés.

Quel est le centre de la sphére circonscrite a3 1'octaédre ?
Calculer le rayon R3 de cette sphére.
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o~ P
Question 3 : Calculer les angles AOB et AQD.
Question 4 Calculer 1'angle de deux faces adjacentes de 1'octaédre.

4 LE DODECAEDRE

On prend comme unité la longueur de 1'aréte

* On peut inscrire dans le dodécaédre un cube d'aréte d, diagonale d'une des fa-

ces, et on sait que d =¢ (9 = nombre d'or). Le dodécédre et le cube ont la
méme sphére circonscrite.

Question 1 : Calculer le rayon R4 de la sphére circonscrite au dodécaédre

en fonction de ¢ .

* Les angles au centre & calculer sont :

NP ATEPA A
AOB, AOC, AOD et AOE
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Question 2 : Calculer Tes angles AOB et RoC .
" En déduire AOD et déterminer AOE. —_—

* Pour le calcul des angles de deux faces adjacentes, on considérera que e do-
décaédre est Ta réunion d'un cube d'aréte d = ® et de six "toits" (voir dessin).
Ainsi, 1'angle de deux faces adjacentes sera :

N P
BHF = IHJ
Question 3 : Montrer en utilisant la relation 4;2 =& + 1, que
2 2
- + 1
T KR N W
2 4
S 2 -‘2
Question 4 : En déduire que cos IHJ = 1 - 2¢ - 1-0
T+@2 ]+<§2

Déterminer alors fﬁﬁ.



5 L'ICOSAEDRE |

Il est réunion de 20 tétraédres, chacun d'eux ayant pour base une face de

1'icosaédre et pour 4éme sommet le centre de la sphére circonscrite.

La section de 1'icosaédre par un plan de symétrie est un hexagone dont deux
cotés sont des arétes de 1'icosaédre, et les quatre autres des hauteurs de
triangles équilatéraux.

Le cercle intersection de Ta sphére circonscrite & 1'icosaédre et du plan de
symétrie a pour diamétre [AL] , la droite (AL) coupant le plan du pentagone
BCDEF en M et celui de GHIJK en N,

Question 1 : Calculer les longueurs AM, MN et NL.
En déduire que le rayon de la sphére circonscrite est :
g =138 L
2 \/4@'&3 o~
. Pour Te calcul des angles, i1 faudra déterminer AOB,
N\ N P
AOH = BOL, et AOL.



Question 2 :

Question 3 :
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o 1
Montrer que cos AOB = 1 - ____

2
5

N
,» et en déduire AOB.

2R

PN

En déduire AOQH
N
Calculer AOL

AN
Vérifier que 1'angle de deux faces adjacentes est BJ'L,

et montrer que :

S 2 2
cos BJ'L =1 - £& (4R5 - 1)
3
I

Déterminer ainsi BJ'L



36 | LES TRONCATURES DU CUBE

Quand on coupe les "coins" du cube initial d'aréte a, par un plan perpendiculaire

a une diagonale du cube, on “remplace" chaque sommet par un petit triangle équi-

latéral, ou éventuellement par un hexagone (voir fiche précédente).

On ne s'intéressera ici qu'aux cas od la section est un triangle.

"O

20

30

C'est cette opération qu'on appellera "tronquer" le cube (troncature)
On ne retiendra désormais que le cas ol les polyddres obtenus ont
des arétes de méme longueur.

Le premier polyédre obtenu est le | cube tronqué

- a - Dans ce polyédre, que sont devenus les "restes" des faces carrées cu
cube ?

- b - Dessiner un de ces polygones et calculer en fonction de a la longueur
de 1'aréte du cube tronqué.

- ¢ - Calculer le volume du cube tronqué en fonction du vo]umeVQcm cube ini-
tial.

En coupant davantage les "coins", vous faites grandir les triangles équila-
téraux. I1 arrive un moment ol les triangles correspondant & deux sommets

consécutifs du cube ont un sommet commun : c'est le Lguboctaédre l

- a - Calculer son aréte en fonction de 1'aréte a du cube initial.

- b - Calculer son volume en fonction du volume \G du cube 1initial.

En coupant plus avant les coins du cube, les carrés restant sur les faces du
cube s'amenuisent et les milieux des arétes sont remplacés par des segments.

- a - Quelle est la nature des faces du polyédre obtenu ?

Ce polyédre est un | octaddre tronqué |

- b - Calculer son aréte

- ¢ - Calculer son volume en fonction de \Q .






- 141 -

4° Lorsque les restes des faces carrées du cube initial "disparaissent”, il res-

te ll‘octaédre régulier |

- a - Quelle est la nature de ses faces ?
- b - Quelle est son aréte 7

- ¢ - Quel est son volume en fonction de V% ?

5¢ Compléter le tableau suivant :

F A S nom des code
Polyédres | nombre de| nombre |nambre de aréte volume
faces | d'arétes | sommets faces sommet

cube 4-4-4 a

cube
tronqué

cuboctaédre

octaédre
tronqué

octaédre

Remarque : le code sommet donne le nombre de cotés de chaque face en tournant autour
d'un sommet.

6° Reprendre le cuboctaédre obtenu au 2° et démontrer qu'il est possible :

1) de placer douze sphéres de méme rayon, chacune ayant son centre a un som-
met du cuboctaédre et étant tangente & ses quatre voisines

2) de placer au centre une autre sphére ayant méme rayon que les douze pré-
cédentes et tangente a chacune d'entre elles.

Remarques :

- En 1952, Von der Woerden et Schitte ont démontré qu'on ne peut pas entou-
rer une boule de treize autres boules de sa taille qui la touchent.



- La disposition donnée ci-dessus n'est pas la seule permettant de placer
douze boules de méme taille que la boule centrale et qui 1'entourent et la —
touchent.

3 ) Donner la coupe du cuboctaédre et des 13 sphéres par le plan (ADHL), puis cel-

Te per le plan (BDI).






