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engendrent le groupe G des isométries directes qui conservent le pavage. On a 17 1 10 = Id.
On peut montrer que toute relation entre 1y, 1, et 1o est une conséquence des quatre relations :

I'QS = I'A4 = I'J2 =T1Ta o™ 1d.

Dans la figure 17, on montre, dans le disque de Poincaré, un pentagone régulier ABCDE
de centre O et les dix pentagones adjacents obtenus & partir du premier par symétrie par
rapport 4 un c6té ou par demi-tour autour d'un sommet.

11 reste donc a développer la géométrie de ce pavage et a en déduire quelques propriétés
essentielles du plan hyperbolique... une affaire & suivre donc.

Figure 17 — Trois syméiries orthogonales qui engendrent le groupe du pavage du plan hyperbolique
par des pentagones réguliers a angles droits.
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Résumé

Nous avons cherché a rédiger, dans un groupe de 'TREM de Rennes, un chapitre sur les suites pour les éléves
de Premiére ou Ihistoire était imbriquée dans la partie proprement mathématique du cours. Aprés avoir
considéré un exemple (la conjecture de Syracuse) et défini ce qu’est une suite, nous étudions deux types
particuliers de suites : les suites arithmétiques et les suites géométriques. Ces deux suites sont étudiées & partir
d’extraits d’un livre d’algebre intitulé Elémens d’algébre, publié par Leonhard Euler en 1770 et traduit en
frangais en 1784. La notion de récurrence est abordée : pour montrer, dans un exemple, la croissance d’une suite,
on utilise un raisonnement par récurrence. Le chapitre se termine par une série d’exercices dont certains
présentent un aspect historique. A noter aussi que dans ce chapitre, il n’intervient aucune connaissance sur la
dérivation et que la notion de limite n’est pas abordée.

Introduction

Pinchinette prit sa baguette, une jolie
baguette en ivoire doré que lui avait donnée la
marraine, et traga sur le sable la longue suite
de chiffres que voici :

324.549.672.815.

Jean Macé

Tout éléve de premiére admet volontiers que lorsqu’on écrit les nombres 0, 1, 2, 3, 4, etc.,
on écrit bien une suite de nombres. Mais quel sens donne-t-on en mathématiques au mot
suite ? Que faut-il penser, par exemple, de la définition suivante donnée dans un Larousse
universel datant de 1923 : Suite. Math. Termes qui se succédent suivant une certaine loi ?
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Aprés avoir exposé de maniére assez classique les généralités sur les suites, il nous a paru
intéressant de traiter les suites arithmétiques et les suites géométriques en utilisant des textes
historiques.

Les textes ont été choisis dans un livre écrit par Leonhard Euler (1707-1783). Si nous
avons choisi ce mathématicien, ce n’est pas par hasard : nous avons estimé que les extraits
étaient d’une telle clarté que la majorité des éléves n’aurait pas trop de mal a4 comprendre ce
qu’un mathématicien avait écrit il y a un peu plus de deux siécles. De fait, les éléves se sont
bien investis dans I’étude de ces textes historiques qui ont suscité chez eux une motivation
supplémentaire pour apprendre le cours. Le fait, pour les éléves, de voir qu’ils arrivaient eux-
mémes a comprendre un cours a partir d’extraits choisis dans un livre ancien a contribué a les
valoriser.

La compréhension des documents ne leur posant pas trop de problémes, le travail du
professeur a été essentiellement un travail de synthése.

Voici le plan que nous avons adopté.

1. Le probléme 34+1

2. Généralités sur les suites
2.1 Définitions - Notations
2.2 Exemples
2.3 Différentes fagons de définir une suite
2.4 Représentations graphiques des termes d’une suite sur un axe
2.5 Suite croissante - Suite décroissante
2.6 Un exemple de raisonnement par récurrence
2.7 Suite majorée, suite minorée, suite bornée

3. Suites arithmétiques
3.1 Introduction
3.2 Définition
3.3 Expression du terme général en fonction de »
3.4 Somme de termes consécutifs

4. Suites géométriques
4.1 Introduction
4.2 Définition
4.3 Expression du terme général en fonction de n
4.4 Somme de termes consécutifs

5. Exercices
5.1 D’aprés Leonhard Euler
5.2 Probléme égyptien

5.3 Lalégende du jeu d’échecs
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5.4 Un bon tuyau

5.5 Tableau de nombres

5.6 Tableau de nombres (bis)
5.7 D’aprés Leonhard Euler
5.8 Les piles de boulets

5.9 Fractions et suites

1. Le probléme 34+1

Enoncé du probléme

On prend un nombre entier positif A. S'il est pair, on le divise par 2, s'il est impair, on le
multiplie par 3 et on ajoute 1.

On recommence avec le nouveau nombre et ainsi de suite.

Que se passe-t-il ?

A On part, par exemple, du nombre 4 = 17.

On obtient successivement 3x17+1 =52;52:2=26;26:2=13;3x13+1 =40;
40:2=20:20:2=10;10:2=5;3x5+1=16;16:2=8;8:2=4;4:2=2;2:2=1,
3xl+1=4;4:2=2;2:2=1.

Que se passe-t-il alors ?

Plagons les résultats dans un tableau en introduisant une notation pour chacun des nombres
obtenus.

Etape 0/1|2|3|4|5|67|8[9]10(11]12113|14[15}...|n

Nombre | 17 |52 126 1131402010 5 |16| 8 | 4 201 (421 oo

Notation | ug | uy | s | U3 | Us | Us | Us | U7 | Ug | Yo |Uro | Ut1 | Utz | Y13 | Y14 | Y15 |- [Un| ...

A Faire les calculs pour 4 = 11, 4 = 19, 4 = 27, en utilisant éventuellement une
calculatrice.

A On obtient & chaque fois une suite de nombres. Quelle conjecture peut-on faire ?

"% Remarque

Cette conjecture est parfois appelée conjecture de Syracuse (I'université de Syracuse se
trouve aux Etats-Unis dans 1'état de New - York).
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Bien siir, ce n’est pas parce que votre conjecture est vérifiée pour les nombres 17, 11,
19, 27, qu’elle est vérifiée pour tout nombre entier naturel.

Pour explorer plus rapidement d’autres cas, nous vous proposons d’écrire un programme
sur calculatrice. Ce programme, €crit pour une TI 83, pourra &ire adapté a d’autres
calculatrices. Il permet de connaitre :

A le nombre minimal d’étapes pour arriver & la valeur 1 ;

A la valeur maximale obtenue durant les étapes successives.

Algorithme Programme PUITS (sur TI 83)
Choisir un entier naturel 4. PROGRAM : PUITS
:Prompt A
A Si 4 est différent de 1 alors : 0->N:0->M
‘While A>1
» si 4 est pair JA>M:A->M
remplacer 4 par 4/2 If (A - 2 x int (A/2))=0
» si A est impair -Then
remplacer 4 par 3 x 4+1 (A2) A
:Else
A Sidestégalal (13 x A) = A
:End
> arréter. N+ — N
:End
:Disp « N=», N, « Max=», M, « A=», A
:Prgm PUITS

A Prendre A =31 ou d’autres valeurs (on pourra essayer les nombres 703 et 871).
Un peu d’histoire

Ce probléme est un probléme récent. Personne ne semble étre capable de dire qui I’a
formulé, peut-étre le mathématicien allemand Lothar Collatz, de I’université de Hambourg
dans les années 1930, mais certains pensent plutdt que c’était vers 1950.

A ce jour, personne n’a été capable de prouver ni d’infirmer la conjecture :

{On arrive 4 la valeur 1 quel que soit le nombre de départ)
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On a vérifié sur des ordinateurs puissants que, pour tout A4<2", 1a conjecture était vraie ;
mais ceci n’est pas suffisant pour établir un résultat général. Le probleme reste donc ouvert.

Notations

Le nombre obtenu a 1’étape n est noté u, , ce qui se lit «  indice n » ou par abréviation
CU ... BD.

Cette notation définit le nombre correspondant & une étape comme on définit la valeur
d’une fonction en un point.

Cette nouvelle notation permet d’écrire autrement 1’énoncé du probléme.
Second énoncé du probléme
On donne ug=17.
Si & I’étape n correspond le nombre up, alors a I’étape n+1 correspond le nombre tn+

défini de la maniére suivante :

. , U,
> si uy, est pair, alors e = 7" ;
» 5i uy, est impair, alors e = 3 u; 1.

Que se passe-t-il 7

== Attention ! Ne pas confondre u+; et u,+1.

> Document

Un article de Jeffrey C. Lagarias est paru sur ce sujet dans la revue American
Mathematical Monthly, January 1985.

The 3x+1 problem and its generalizations
The 3x+1 problem, also known as the Collatz problem, the Syracuse problem,
Kakutani’s problem, Hasse’s algorithm, and Ulam’s problem, concerns the behavior of the
iterates of the function which takes odd integers n to 3n+1 and even integers » to n/2. The
3x+1 Conjecture asserts that, starting from any positive integer n, repeated iteration of this

function eventually produces the value 1.
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2. Généralités sur les suites

2.1 Définitions - Notations

aire
Une suite u est une fonction de IN dans R : unité
u: N->R
n - u(n) -

On note u(n) = u,.

Le réel u, est le terme de rang # et est appelé terme général de la suite.

La suite u se note aussi (#n)nz0. T3 T4

1> Remarque

Soit (uy) la suite de terme général u, = \/ n—4.

Le terme u, est défini pour #>24. On dit que la suite (u,) est définie & partir du rang 4. La
suite est alors notée (14,)ns4-

Calculer a1, az, a3, as, @s. Que remarque-t-on 7 I

Exprimer a, en fonction de .

E Un capital Cy est placé, le 1% Janvier 1999, au taux annuel de 4 %.

Dans la suite du cours, on ne s’intéresse qu’aux suites définies a partir d’un certain

rang. C, désigne le capital le 1 janvier de I’année (1999+n).

Exprimer Ci, C;, Cs, Csen fonction de Cy puis Cy+ €n fonction de C,.
2.2 Exemples

Conjecturer une relation entre C, et Cy.

EI Soit (uy) la suite définie par : u, = 3n—4. Si le capital initial est de 5 000 F, en quelle année le capital atteindra-t-il 10 000 F ?

]__t_eJ On considére la suite (u,) telle que u; = 8 et, pour tout #>0 :

n 0 1 2 3 4 |...1 12 | .. 100 | 1000 101
==y -3
m | <41 <1 2 | 5 ] 8 |..[32..|29%]299% [310"-4 el = 5 n
Calculer les 5 premiers termes de la suite. Pouvez-vous calculer usg, uso ?
[b] Soit (vnyes 12 suite definie par : v, nd 2.3 Différentes facons de définir une suite

© Le terme u, est exprimé explicitement en fonction de n par u, = f (n) ol fest une

Calculer les 10 premiers termes de cette suite.
fonction de R dans IR. C’est le cas des suites (uy), (v») et (a,) définies en |a|, E! et E]

El Soit (ay) la suite des aires des triangles ci-dessous (a, désigne I’aire du triangle 7,,) :
)pom@f(n)=un avecf1xt—>3x—-4

x+1
> =, :
pourE]f(n) v avec f x+—>x_4

X

)pourElf(n)=a,, avecf:xr—)2 5
|

La suite (a,,) est définie & partir d’une situation géométrique.

® La suite (u,) est définie par la donnée de son premier terme et d’une relation de
récurrence de la forme w4+ = f (u,) ol fest une fonction de R dans R.
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C’est le cas des suites (Cy) et (u,) définies en EI et E]

>» pour [_(i], le 17 terme est Cy et Cpiy = 1,04 Cp, ¢’est-a-dire que Pona: Cpiy = JF(Cy
avec fix)= 1,04 x.

» pour E], le 1% terme est up = 8 et upy =%un— 3 = fluy,) avec f(x) =-§-x— 3.

© Beaucoup d’autres fagons sont possibles, mais ne font pas ’objet de ce cours.
Donnons quelques exemples de telles suites :
» la suite 34+1 (voir paragraphe 1).
» la suite des décimales du nombre TT : les problémes concernant la probabilité de
I’apparition d’un chiffre donné ne sont pas actuellement résolus.

» la suite des distances au Soleil, année aprés année, d’une planéte du systéme solaire
intéresserait beaucoup les astronomes ; mais le probléme est extrémement difficile et il est
impossible de prévoir si, 4 long terme, une planéte ne risque pas d’étre expulsée du systéme
solaire.

» la suite de Léonard de Pise (vers 1170-1240), dite de Fibonacci, définie par :
{uo =Ly =1

Upip = Upiy + U,

2.4 Représentations graphiques des termes d’une suite sur un axe

Dans certains cas, il est intéressant de représenter graphiquement les termes d’une suite
sur un axe.

Exemple 1

Reprenons la suite () définie en B par u, = 3n—4 pour n=0.

¥
U4=8 p-rmmmcmceamnm

7 )
1
1
N5 i
i
P . U3=5 o !
On représente la fonction i E
.4 1 t
fix>3x-4. o
3 A
Les termes u,=f(n) sont o
3 3 . r = 1 ]
ainsi représentés sur 1’axe ) U222 poo HE
des ordonnées. . ‘ 1 A T
1 ' 1
0 YRR
2 3 4
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Exemple 2
Reprenons la suite (1,) définie en E}, pour tout >0, par:

Uy =8

1

==y, -3
Upi 2 n
On a up+; = fluy) avec f1 X > %—x—-3.

Dans un repére orthonormal, on trace la droite D représentative de la fonction fainsi que la
droite A d’équation y = x.

On cherche a représenter les termes u1, Uz, U3, Us, ...... sur Paxe des abscisses.

Us u4 U3

T
1

- -4 -3

<

-6

P —

P VU PP ——

Quelles conjectures peut-on faire d’aprés cette représentation graphique ?

2.5 Suite croissante - Suite décroissante
Définitions
Une suite (un)ns0 €5t :
» croissante si, pour tout entier 7 : UnStini1
» décroissante si, pour tout entier 7. U2Uni1 ;

» constante si, pour tout entier » : Up = Upti.
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Toute suite croissante, ainsi que toute suite décroissante, est dite monotone.
Méthode usuelle pour étudier les variations d’une suite : étude du signe de un.1—un

» si pour tout 71, Uy+1—Un 2 0, alors la suite (u,) est croissante.

» si pour tout n, U+~ < 0, alors la suite () est décroissante.

» si u,+1—U, n’a pas un signe constant, alors la suite (u,) n’est ni croissante ni
décroissante : on dit qu’elle n’est pas monotone.

Exemple 1
Reprenons la suite E’ du paragraphe 2.2 : v, = L}E—i— pour n=5.
i = (n+1H+1 =n~!-2
" m+1)-4 n-3
ST . Y (2.0 W (m2)(n=A) -t D(n-3) _ n’-2n-8-n’+2n+3
T 3 n4 (n=3)(n—4) (n-3) (n-4)
-5

Pour #>5, on a n—3 > 0, n—4 > 0 donc v+ 1~v,<0.
La suite (v,) est donc décroissante.

Les résultats obtenus pour la suite IE du paragraphe 2.2 permettent de vérifier cette

propriété sur les dix premiers termes.
Exemple 2
Soit la suite ()0 définie par : u,=n.
La fonction f: x > x étant croissante, pour tout 7 I’inégalité n < n+1 implique 1’inégalité
fin) < fin+1) c’est-a-dire u, < u,+1. La suite (un) est donc croissante.
Méthode pour I’étude des suites définies par : u, = f{n)

> Si fest croissante sur [0;+ee[, I'inégalité n < n+1 implique fn) < fn+1), c’est-a-dire
Un < Un+1. La suite (uy) est donc croissante.

» Si fest décroissante sur [0;+oof, I'inégalité n < n+1 implique fr) > f (n+1), c’est-a-dire
Uy > up+y, La suite (u,) est donc décroissante.

= Attention ! Cette méthode ne s’applique pas aux suites définies par up+1 = fu,) (voir

exemple 2 du paragraphe 2.4 ou la fonction fest croissante et ol I’observation de la suite
montre que celle-ci n’est pas croissante).

Exemple 3 Cas des suites monotones & partir d’un certain rang
Considérons la suite (#,)ns0 définie par : u, = 2n—60n+13.

Uty = 2(n+1)Y—60(n+1)+13
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U=ty = 2[(n+1) 1 1-60[ (n+1)-n]
Uni1—Uy = 2(2n+1)-60
Upr1—Un = 4158
Un+1—Un>0 dés que #>15.
On dit que la suite (u,) est croissante a partir du rang 15.

Cette conclusion peut aussi étre obtenue en étudiant le comportement de la fonction
définie, pour x 2 0, par : x = 2x*—60x+13.

2.6 Un exemple de raisonnement par récurrence

Reprenons la suite EI du paragraphe 2.2 définie par u, = 8 et, pour tout 7>0 :
1

Uy 41 3514" -3.

Us U4 U3

<

45 44 -3

-6

R —

i
i
]
]
1
]
3
i
]
¥
]
I
1
I
)
)
i
)
1
1

e ——————————— = = o

L’étude graphique de la suite permet de conjecturer que, pour tout 7, u, > -6, autrement
dit : u,+6 > 0 pour tout entier n.

Montrons-le a I’aide d’un raisonnement par récurrence que nous allons expliciter. C’est
la premiére fois que nous utilisons un raisonnement par récurrence : un tel raisonnement
comporte trois étapes.

Etape 1
Ug+6 = 8+6 = 14, donc upt+6 > 0, autrement dit : #,+6 > 0 pour n= 0.




498 Jean-Yves Hély

Etape 2

Supposons que, pour un certain rang k, ux+6 > 0. On a alors :

Upr1t6 =% u— 3+6

g6 =2 (ue+6)

done w1 +6 > 0.

On a ainsi montré qu’a chaque fois que ug+6 > 0 alors uz+1+6 > 0.

Etape 3 : Conclusion

On conclut que, pour tout # de IN, on a u,+6 > 0. En effet :
» on sait que ug+6 > 0, donc #,+6 > 0 d’aprés I’étape 2 avec k= 0.
» on sait maintenant que u;+6 > 0, donc uy+6 > 0 d’aprés I’étape 2 avec k= 1.
» on sait maintenant que #,+6 > 0, donc u3+6 > 0 d’aprés I’étape 2 avec k= 2.
> etc.

Ce résultat permet d’étudier les variations de la suite ().

Comme s, —Uy = % U3~y =— % U3 =— % (u+6) on en déduit que, pour tout # de IN :

Upr1—Up < 0.

Par conséquent la suite (u,) est bien décroissante.

=l Voici ce que disait Henri Poincaré (1854 - 1912) dans le chapitre I de son ouvrage
La Science et ’Hypothése dont la premiére édition date de 1902.
Dans le paragraphe V du chapitre I, intitulé Sur la nature du raisonnement mathématique,

Poincaré montre 1’intérét du raisonnement par récurrence qui est, selon lui un instrument qui
permet de passer du fini a I'infini.
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20 LA BCIENCE ET L'EYPOTEESS

v

Le caractére essentiel du raisonnement par récur-
rence c'est qu’il contient, condensés pour ainsi
dire en une formule unique, une infinité de sylio-
gismes. - -

Pour qu’on s'en puisse mieux rendre compte, je

vais énoncer les uns aprés les autres ces syllo-
gismes qui sont, si I'ont veut me passer Vexpression, -

disposés en cascade.
Ce sont bien entendu des syllogismes hypothé-
liques.

Le théoréme est vrai du nombre 1.

Or #'il est vrai de 1, il est vrai de 2.

Donc il-est vrai de 2.

Or s'il -est vrai de 2, il est vrai de 3.

Donc il est vrai de 3, et ainsi de suite.

On voit que la conclusion de chaque syllogisme
sert de mineure au suivant.

De plus les majeures de tous nos syllogismes
peuvent étre ramenées & une formule unique.

Si le théordme est vrai de n—1, il Fest de n.

On voit dome que, dans les raisonnements par
récurrence, on se borne i énoncer la mineure du
premier syllogisme, et la formule gémérale qui
contient comme cas particuliers toutes les majeures.

Cette auite de syllogismes qui ne finirait jamais
se trouve ainsi réduite & une phrase de quelques
lignes.

11 est facile maintenant de comprendre pourquoi |

toute conséquence particulidre d'un théordme peut,
comme je I'a* expliqué plus haut, étre vérifiée par
des procédés purement analytiques.

Si au lien de montrer que notre théordme est
vrai de tous les nombres, nous voulons seulement
faire voir qu’il est vrai du nombre 6 par exemple,
il nous suffira d’établir les 5 premiers syllogismes
de notre cascade; il nous en faudrait 9 si nous

voulions démontrer le théoréme pour le nombre 10; *
il nous en faudrait davantage encore pour un *

nombre plus grand; mais quelque grand que soit
¢e nombre nous finirions toujours par I'atteindre,
et la vérification analytique serait possible.
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Et cependant, quelque loin que nous allions
ainsi, nous ne nous éléverions jamais jusqu'aa
théordme général, applicable & tous les nombres,
qui seul peut étre objet de science. Pour y arriver,
il fandrait une infinité de syllogismes, il faudrait
franchir un abime que la patience de I'analyste,
réduit aux seules ressources de la logique formelle,
ne parviendra jamais 4 combler.

Jo demandais au début pourquoi on ne saurait
concevoir un esprit assez puissant pour apercevoir

; d'un seul coup d'ceil I'ensemble des vérités mathé-

matiques.

La réponse ost aisée maintenant; un joueur
d’échecs peut combiner quatre coups, cing coups
d’avance, mais, si extraordinaire qu’on le suppose,
il n'en préparera jamais qu'un nombre fimi; il
applique ses facultés & P'arithmétique, il ne pourra
en apércevoir les vérités générales d'une seule intui-
tion directe; pour parvenir su plus petit théoréme,
il ne pourra s’affranchir de I'aide du raisonnement
par récurrence parce gque c’est un instrument- qui
permet de passer du fini & Pinfini.

Cet instrument est toujours utile, puisque, nous
faisant franchir d’un bond autant d'étapes que nou
le voulons, il nous dispense de vérifications longues,
fastidieuses et monotones qui deviendraient rapids
ment impraticables. Mai¢ il devient indispensable
dds qu’'on vise au théoréme général, dont la vérifi-
cation analytique nous rapprocherait sans cesse,
sans nous permettre de l'atteindre.

Dans ce domaine de 'arithmétique, on peut se
eroire bion loin de Panalyse infinitdsimale, et,
eependant, nous venons de l¢ voir, I'idée de l'infin:
mathématique joue déjd un réle prépondérant, et
sans elle il 0’y aurait pas de science parce quil n'y -
aurait rien de général. ‘
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2.7 Suite majorée, suite minorée, suite bornée 3.2 Définition

La suite précédente posséde d’autres propriétés intéressantes. Une suite (4,)nc v €St arithmétique s°il existe un réel r tel que, pour tout 7 de IN :

> Elle est majorée par le nombre 8, ¢’est-a-dire que pour tout n on a #,<8 puisque la suite
est décroissante et que zy=8.

On dit que 8 est un majorant de la suite. . .
Le réel r est appelé raison de la suite.

De méme 10, ou tout autre nombre réel supérieur a 8, est un majorant de la suite.
% Remarques

> Elle est minorée par le nombre —6, ¢’est-a-dire que pour tout » on a u, > —6, puisque | . .
4y +6 > 0. ~ @ La raison r est appelée différence par Euler. En effeton a : r = upi—up.

® Dans une suite arithmétique, la différence entre deux termes consécutifs est une

On dit que 6 est un minorant de la suite. ; |
constante. On en déduit que : I

De méme 10, ou tout autre nombre réel inférieur 4 —6, est un minorant de la suite. . . .
» si r> 0 alors la suite est croissante ;

> Une telle suite qui est a la fois majorée et minorde est dite bornée. . . o I
» si r <0 alors la suite est décroissante ; |

» si r =0 alors la suite est constante.

3. Suites arithmétiques | Exemple |
{ Reprenons la suite (a,) des aires des triangles (voir 2.2 E|). ‘;
3.1 Introduction ~ |
M B | On a montré que a, = g ‘
x| Voici un extrait d’un livre d’algébre, Elémens d’algébre, publié par Leonhard ,
Euler en 1770 et traduit en frang:ais en 1784. Donc azr—a, = n;r_l - ';l* = % ce qui prouve que la suite (a,) est une suite arithmétique de raison

402,
Des Proarqﬂ' fons Arzt/zmetzgue.v.
l Qovs avons infinué qu'on nomme pro—

greﬂ‘ on arithmétique une fuite. de nombres
compofee d’autant de termés qu’on veur

lefquels crmﬂ'ent ou décroiffent toujours

d’une méme quantité,

A_mﬁ les: nombres nfturels ecnts par
ordre comme 1,2,35,4,5,6,7,8,
9,10, &c. forment une progreflion ar1th~
métique ; parce qu'ils augmentent towjours

de I'unité 5 & la fuite 25, 22, . 195 16,.

13,10,7,4, 1,_&c eft auffi une telle

progreﬁion » puifque ces nombres dimi-.

nuent conftamment de’ 3.
403
Le nombre oula quantlte dont les termes
d'une progreffion amhmenque deviennent
plus: grands ou plus petits, fe nomme Ia

“différence. Ainfi quand le premier terme eft
donné avec la différence , on peut conti-

nuer la progreffion arithmétique auffi loin
qu'on voudra. Soit ,.par exemple, le pre-

. mhier terme =.2 ,. & la différence = 3

on_aura [a progreflion’ croiffante qui fuit.;

2,5,8511,14,17520,23, 26,29 y&c/

ot chaque terme fe trouve en ajoutant la -

différence au terme’ précédent; -

404.

< On a-coutume d’écrire les nombres natu-

tels, 1, 2, 3., 45 5, &e. au-deflus des
. termes d’une tellé progreffion arithmérique ,

afin quon reconnoiffe :d’abord.le rang olt
un terme quelconque: fe. trouve étre- dans
la progreffion.-On peut nommer ces noms
bres écrits au-deflus des termes , des ine

“dices 5 amﬁ l’exemple .¢ité gécrira comme

dl . faic

- Indices, T1325,3,455:6,7,8,9,10
,Prog arithm. 2,558, 1 5514,17,20,25,26,29
&zc.-oll Pon wvoit que 29 eft le dmeme
terme. ,

r= % et qu’elle est croissante.

3.3 Expression du

terme général en fonction de n

" 405.

Scit a le-premier terre’, & 4 la diffé-

rence , la‘ progreffion- arithmétique .conti

nuera dans cet-ordre: ... .
1 2 3 4 .i§570.6 7

ajatd, ot ad,atydyatad oty d,ar6d 8.

par lequel on woit qu'il eft facile de: trous
-ver auffi-tét un terme- quelconqne de la
ptogreﬁion fans "quil® foit néceflzire de
connoitre- fous les termes “précédens, &
uniquemient par lé moyen du premier terine

a & de la différence d.'P,art‘gxer‘nple ,-le”
dixieme terme fera==a-}-9d ; le céntieme '
terme==a-}-99d , & en -général le ‘terme -

n quelconque fera =a-{n—1)d
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Soit () une suite arithmétique de raison r.

» Sile rang du premier terme est égal a 1, | > Si le rang du premier terme est égal 4 0
en procédant comme Euler, ona : les termes de la suite sont :
Uy

Uy Uy = ugtr

U = uytr Up = Ugt2r

U3 = uyt2r U3 = upt+3r

us = u+H3r Us = ugtar

U0 = uy+9r uyo = upt+10r

un=uyt(n—Dr Uy = uptnr

On admettra : On admettra :

pour tout n21, u, = uy+(n -Lyr pour tout #n>0, u, = uptnr

Exercice 3.1 D’aprés Leonhard Euler (Extrait du n° 406 page 324)

Suppofez , par exemple, une progreffion
arithmétique de cent ‘termes, dont le pre-
mier ==4 5 & que la. différence. {oit = 3,
le dernier terme feraz=g9.3-F4==301.

Vérifier I’affirmation d’Euler.
Exercice 3.2 Le 100 *™ nombre impair est-il 199 ou 201 ?

Exprimer, en fonction de #, le n-iéme nombre impair.

3.4 Somme de termes consécutifs

412,

O“N a fouvent befoin aufli de préndre
la: fomiiie d’ane-progreflion arithmétigue.
Ontla trouveroit en ajoutant enfemble tous
‘les termes; 1nais comme cette addition
feroit trés-prolixe , quand la progreffion
confifte ‘en un grand nombre de termes,
on a imaginé une regle, par.le fecours de
laquelle on trouve trés-facilement la fomme
dont nous parlons.
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413

. Nots confidérerons d’abord une progref=
fion-de cette efpece qui {oit donnée:,: &
telle que le premier terme=2, “Ta:diffé-
rence==14+"le dernier terme =129, & le.
nOmbr‘e "‘dés"termes =1oi.n -

2,5,8, 11, B4y 17y zo 13,26 29.

Nousvoyons: que dans cette progreff jon
la fomme duapremler & du dernier - terme
==131; la fomme du* fecond: & du penul—
tieme == 31; la fomme du troifieme & de
1antepenult1eme.._3x & ainfi de fuite ;
& nous e conclugons.que la fomme:: de
deux termes quclconques egalement elm—
gnés. Pun. du. premier & lautre. (du,dernier
terme ; eft. toujours,. egale dla fomme du
premier. &: du.dernier. “terme.

414

A eft facile. d’en- faifir la. raifon. Car fi
nous {uppofons le premier terme =—ag le
dernier =z, & la différence d, la fomme
du premier 8¢ du dernierterme e{’c ...-a-}—{ 3
& le fecond terme érant- ==d--d Belepé-
nultleme_“{——d la fomme- de cés .deux
termeseft aufli ==a-}-7.-Enfuite le troifieme

terme étant a-f2d ;.8 l'antepqnultxeme.

=1 —2d il eft clair que ces deux-tefmes

ajoutés enfemble font auffi a-}4. On dé-
montrera.la méme chofe de tous les autres.
415.

" Pour parvemr donc & determmer Ia
fomme de la progreﬂion propofée on écrira
deffous, terme. pour terme, Ja méme
progrefﬁqn prife a rebours , & on fera
Padditidn destermes cotrefpondans, comme
il fuit :

2 4y .+8+II+_14+I7;}-2Q+23+_:;6+;_9 _
294+26+234+204174+14+ 11+ 8+ §4 2

3I43 143 143 1+3 143143 I+3 14 31+31

Cette fuiite de termés-égaux eft &videm-
‘ment égale au double de la fomme de Ia
progreflion propofée ; or-le nombre de
ces termes égaux eft 10, comme dans la
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progreffion , & leur fomme, par confé-
quent , ==10.31==310. Ainfi, puifque
cette fomme eft le double de la fomme de
la progreffion arithmétique , il faut que
cette fomme cherchée foit=s55.

4106,

51 on procede de. la méme maniere a
I'égard d’une progreﬂion anthmeuque quel-
conque , dont le premier terme foit==a,
e derniér =7, & le nombre des térmes
w=n en écrivant fous la progreflion don-

"née la méime progreﬂion‘ én retrogradam: »

onaura, en faifant 1’add1t1oti terme A terine ,
une fuite de n termes, dont chacun  fera
==a-ds la fomme: de cette fuite fera par
coriféquent =n (a3, & elle fera- le
‘double de 1a fomme de la progreﬂion arith-

métique - propofee ; celle- -ci- fera donc

n(a+z)
=T

.41 7.

Ce reffulfat fournit une méthode facile
pour trouver la fomme d’une progreﬁion
anthmenque quelconque 5 elle fe réduit'a
cette regle

Multlphez la fomme du premier & du
dermer terme par Ie nombre- des termes,
Ia moiti¢ du produit mdlquera a -fomme
de toute la progreffion.

. Ou, ce qui revientau-méme , multipliez.

12 fomme du _premier & du dernier terme
par la ‘moitié du mombre des. termes.

Ou bien, multlphez la moirié. de Ia
fomme du premier & du dernier terme par
Ie nombre total des termes, Ces deux ma-
nieres @énoncer la: regle, donnent également
la fomme de la-progreflion.

. 418,

1l fera ‘néceflaire” d’éclaircir cette regle
par. quelques exemples.

Soit d’abord la progreflion des nombres
naturels, 1,°2 ; 3 &c. jufqua Ioo, ‘dont
il s'agiffe de trouver-la fomme. Celle-ci

100.101

Aera par la premiere regle—="="-— =50

. 101 ==§0§0.
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Soit (u,) une suite arithmétique et .S la somme d’un certain nombre de termes consécutifs,

Ona:

Ainsi :

On retiendra le cas particulier suivant :

Exercice 3.3
Calculer 8+11+14+17+............ +158+161+164.

4. Suites géométriques

4.1 Introduction
‘-!!' Voici un autre extrait du livre d’algébre Elémens d’algébre publié par
Léonhard Euler en 1770.

Des Progreffions géométrigues.
505.

UN,E fuite de-nombres qui deviennent
toujours un, méme nombre de,fois.‘pl'ui
grands. on_ plus petits., fe:nomme une
 progre[fion géométrique , patce’ que chaque
terme :eft conftamment au fuivant dans le
méme rapport géométrique,: Et le.nombre
quiiindique combien-de fois .chaque: terme
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eft plus grand que le précédent , Sappelle

_ %’ee;pofan(, Ainfi, quand l¢ premier terme
eft 18 l'expofant = 2, la progreflion géo-
métrique devient : _
Termes ¥42,3,4, 5, 65 7, 8, 9 &e.
Progr. 1,2,4,8,16,32,64,128,256 8c.
les nombres 1, 2, 3 &c. marquant .tou-

_jours les quantiemes termes de la pro-
greffion.

4.2 Définition

Une suite (#,)n>0 €St géométrique s’il existe un réel g tel que, pour tout nde IN :

Le réel ¢ s’appelle la raison de la suite.

> Remarque

Soit (u)n0 une suite géométrique de raison g.

Si g = 0, alors tous les termes de la suite sont nuls sauf, peut-étre, le premier terme w.

Désormais, on ne considérera que les  suites géométriques (uy) dont le 17 terme etla
raison sont non nuls. Dans ce cas, aucun terme de la suite n’est nul.

Exemple 1
Reprenons la suite (C,) des capitaux (voir 2.2 E]).

On a montré que : Cypr = 1,04 C,.,
Donc (uy) est une suite géométrique de raison q = 1,04 et de 1° terme Cy.

Exemple 2

1]
Soit (u,) la suite de terme général u, = G) .

+1
La suite (u,) est géométrique car : Uy = @-)" = @) @)ﬂ = % Up.

0
Laraison est g = % et le premier terme up = @) =1.

De méme, pour tout g nonnul, ona: g =qxq".

Donc la suite (u,) définie par 4, = ¢" est une suite géométrique de raison g.
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Exercice 4.1 D’aprés Leonhard Euler (Extrait du n° 507 pages 404 et 405)

4.3 Expression du terme général en fonction de n _
Si-on demandoit doncsle 50° terme de

la progreflion géométrique 1, 2, 4, §,
&ec..on auroit a==1, b==2 & n==jo0;
par conféquent le 50° terme == 1%, Or 27
étant = §12'; 2'° fera—=1024. Donc le
~quatré de 2'°,’ou 2*°, =1048576, & le
quarré de ce nombre, ou 1099511627776
=12*°. Multipliant done cette' valeur de-
242 par 2° ou par 512, on a 2% égalant
561949953421312.
Vérifier le calcul d’Euler.

Exercice 4.2

§500.
Si on fuppofe, en g"énéral:' le premer
terme=ga & l'expofant==4, on ala pro-
greflion géométrique fuivante’s.
152,35 4, 5‘2 ’ 7, 8ann
Progr. ayab,ab’,ably abt, ab’, ab®, ab’,. abm,
Ainfi ; quand cette’ progreﬁion éft de n
termes;, le dernier terme eft ===ab*; Il faut
remarquer i¢i, v}que ft Iexpoﬁmt b eftplus
grand quex-l umte, 5 ‘1és termiés aagmentent
| @oritinuellefiéh ; 5 que fi l’expofanré__r 5
‘ Tes termes font tous-égaux ; -enfin, ‘que fi
| Pexpofant belt ‘plus'petit-que 1, on-qu'il ait
e fraBtion; lés termes decrcnﬁ'ent fans

L’épaisseur d’une feuille de papier est de 50 p (1000 u = 1 mm).

On plie successivement cette feuille en deux 50 fois.

Quelle épaisseur obtient-on ?

ceffe. Ainfi quand a==1 & b=7,ona Combien faut-il faire de pliages pour dépasser la hauteur de la tour Eiffel, la distance de la

cetre. progreflion geomemque : Terre 4 la Lune ?

} 4 1 1 T I ¥
1,557 51 % FrEl%1 5y &

4.4 Somme de termes consécutifs

Soit (u,) une suite géométrique de raison g.

» Si le rang du premier terme est égal »Si le rang du premier terme est égal 4 0,
a 1, en procédant comme Euler, ona: les termes de la suite sont :
Uy

ui U1 = uog

U =u1q Ww=uq

u3==u1q2 u3=uoq3

u4=u1q3 Us = Ug g

Ui = U1 q9 ulo—uoqm

U=t ¢ Up=1Upq"

On admettra : On admettra :

Pour tout =1, u, = uyxq"™> pour tout #20, u, = ugxq"

5;08.

Une des prmc1pales que{hons qui fe pré-
fentent dans cette matiere, Ceft de trouver
1a. fomm_e de fous les: termes d’uné pro-

greflion géométrique ; nous allons donc'en .

expliquer la'méthode. Soit donnée d’abord

la progreffion fuivante,. compofee de dix’
termes :

1,254,8,16,32,64,128; 256, glz,

dont nous 1nd1quemns la: fomme par [»de

forte que: '
f.,_1+z+4+8+16+.3z+64+r18+256,
+5 12 ; Nous aurons:, en prenant le double
de part & d'autre, 2/==2-}4-F8-+F16-432

6441 18-1256-f512-4-1024. Otantde

ceci. la progreffion indiquée par /), il refle

J[=1024—1 ==1023; donc la fomme

cherchée == 1023.

509.

Suppofons maintenant que dans la méme .

progreffion le nombre des térmes {ojt indé-

terminé 8 =n, de facon que la fomme en
queftion, ou [, foit == 1222024
2%, Si on multiplie par 2, ona 2/=2
222l 027, & fouftrayant de
cette égalitéla précédente , ona f=2"—1..
On voit donc que la fomme cherchée fe
trouve , en multiplian le dernier terme,
27t par 'expofant 2, afin avoir. 2" , &
en fouﬁrayant de ce produ1t Punité,.

§14.

Suppofons maintenant , en général , le
premier terme ==a , l'expofant =4, le
nombre - des termes =, & leur fomme
==, en-forte que - . o
J=a-}abt-ababJabt ..., abo,
- 81 nous’ multiplio'ns pai 4, nous avons
bf=ab+-ab*~ab’ e abtA-ab ‘v_-[—.... ab”,

& fouftrayant I'égalité précédente il refte

(b—1 )f_.. ab*—a; d’oli nous tirons faci--

ab" —a
by

lement la fomme chierchée f =
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Soit (u,) une suite géométrique de » termes, de raison g et de premier terme a.

3 14
Euler a montré que la somme S de ces n termes est égale 4 : |.S=a g

= Ce résultat n’est valable que si g#1 : pourg=1,ona:S=na.

On retiendra, pour ¢ # 1, la formule suivante :

En particulier, poura= l,ona:

Exercice 4.3 Calculer 1+ % + i— + 1 + L

e —
8 4096

5. Exercices

5.1 D’apreés Leonhard Euler

SII.

On propofe ordinairement dans cette
matiere la queftion qui fuit: Un homme
" propofe de vendre fon cheval par les clous,,
qui font au nombre de 32 ; il demande
1 liard pqu{- le premier clow, 2 liards pour
le fecond clou, 4 liards pour le troifieme
clou , 8 liards pour le quatrieme , & ainfi
de fuite , en demandant pour chaque clow
le double du prix du précédent. On.de-
mande quel feroit le prix du cheval ?
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5.2 Probléme égyptien

Extrait du papyrus Rhind (écrit vers —1650, acheté a Louksor en 1858 par ’Ecossais Henry
Rhind et conservé au British Museum).

Comment diviser 100 pains entre 5 hommes de fagon que les 5 parts forment une suite
arithmétique et que le septiéme de la somme des trois plus grandes parts soit égal 4 la somme
des deux plus petites ?

5.3 La légende du jeu d’échecs

Asaphad, historien arabe, raconte que Sessa présenta le jeu d’échecs qu’il venait d’inventer
4 Schéran, prince de ’'Inde.

Celui-ci lui demanda ce qu’il voulait comme récompense. Sessa répondit :

Que Votre Majesté daigne me donner 1 grain de blé pour la 1 ére case, 2 grains pour
la 2°™, 4 grains pour la 3°™, 8 grains pour la 4™ et ainsi de suite en doublant towjours
Jusqu'a la 64°™ case.

Charmé de la modestie de I’inventeur, le prince ordonna que I’on récompense Sessa sur le

champ...

® Combien de grains de blé le prince doit-il donner ? Trouver un ordre de grandeur du
résultat en prenant 219~ 107

© Sachant que 16 grains de blé pésent 1 gramme, calculer le poids total des grains de blé.

® On peut estimer la production mondiale annuelle de blé a 500 millions de tonnes.
Comparer cette production avec la récompense.

On peut estimer la production frangaise annuelle de bl¢ 4 32 millions de tonnes. Comparer
cette production avec la récompense.

5.4 Un bon tuyau

Des tuyaux cylindriques dont le diameétre
extérieur est de 50 ¢m sont stockés de la
maniére suivante :

— une rangée de 10 tuyaux mis cote a cOte
est placée entre deux butées ;

— sur cette rangée sont disposés 9 tuyaux
reposant sur la premiére rangée comme
I’indique la figure et ainsi de suite.

O Combien y a-t-il de rangées ?

® Quel est le nombre maximal de tuyaux
que I’on peut stocker en un seul tas ?
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5.5 Tableau de nombres

2 4 n
On considére le tableau de # lignes et n
colonnes ci-contre. 2 4 - ntl
Que! est le dernier nombre qu’il faut écrire 4 6 .. nt2
surlademniére ligne? | L
Calculer la somme de tous les nombres | ..
alors écrits dans le tableau.
n ntl nt2 nt3 ?
5.6 Tableau de nombres (bis) " 7 -
On considére le tableau de n lignes et n 5 )
colonnes ci-contre. - oen
Quel est le dernier nombre qu’il faut écrire 12 ... 3n
surlademiéreligne?
Calculer la somme de tous les nombres | o
alors écrits dans le tableau.
n 2n 3n in....... ?

5.7 D’aprés Leﬁnhard Euler

Dans son ouvrage intitulé Introduction a I’analyse infinitésimale écrit en 1748, Euler pose
le probléme suivant :

Un particulier doit 400 000 florins, dont il est convenu de payer tous les ans I'intérét
& 5 % ; il acquitte tous les ans 25 000 florins ; on demande aprés combien d’années sa
dette sera entiérement éteinte.

Pour résoudre le probléme, on pose Sy = 400 000 la somme en florins qu’on supposera
empruntée le 1/1/1999.

On appelle S, la somme restant & rembourser au 1% janvier de I’année (1999+n), n € IN.
0 a. Expliquer pourquoi S; = 395 000.

b. Calculer le montant des intéréts pour ’année (1999+n) en fonction de S,. En déduire,
pour tout entier naturel », 1a relation : S, = 1,05 5,25 000.

® On pose, pour tout entier naturel », T, = S,~500 000.

a. Montrer que la suite (7,) est géométrique de premier terme (—100 000) et de raison
1,05.

b. Exprimer T, en fonction de 7 et en déduire que S, = 100 000 (5-1,05").

® La conclusion donnée par Euler est :
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Le nombre d’années sera un peu moindre que 33 ; ¢’est-a-dire qu’au bout de 33 ans la

L ; L 4, .
dette sera non seulement acquittée mais le créancier sera tenu de rendre 318 5 florins.

Justifier cette conclusion.

5.8 Les piles de boulets
Partie A Somme des carrés des n premiers nombres entiers
On pose :
S =1+2+3+...... +n
Sy = 142243 ... +i?

On se propose de calculer S, qui est la somme des carrés des n premiers nombres entiers,
en procédant comme suit.

Pour ce faire, on écrit les égalités successives suivantes :

0+1* = 0 + 0 + 0 + 1
a+n* = 1 + x4+ 3xl o+ 1
et = 22+ 2P+ 32+ 1
¢+t = 3 + 337+ 33+ 1

= @)+ 31 + 3l + 1
1)) = B+ 3+ Im + 1

Ajoutons membre a membre les (n+1) égalités ci-dessus.

Apreés avoir simplifié les cubes en caractéres gras il nous reste :
(n+1)? =3 $p+381+n+1.

» Connaissant I’expression de S; en fonction de » en déduire que :

_ n(n+1)(2n+1)

S
2 6

Partie B Les piles de boulets

- Piles a bases carrées

Une pile a base carrée se compose de boulets arrangés en forme de carrés superposés de
maniére & former une pyramide.

Si le carré inférieur a n boulets de c6té, celui au-dessus en a n—1, le suivant »—2 et ainsi de
suite, de telle sorte que la pile se termine par un seul boulet.

Calculer le nombre total de boulets contenus dans une pile & base carrée lorsque :

» le carré inférieur a 5 boulets de ¢oté ;
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» le carré inférieur a 10 boulets de c6té ;

» le carré inférieur a n boulets de coté.

A Piles a bases triangulaires

Une pile a base triangulaire se compose de boulets arrangés en forme de triangles
équilatéraux superposés de maniére 4 former une pyramide.

Si le triangle inférieur a n boulets de c6té, celui au-dessus en a n-1, le suivant n-2 et ainsi
de suite, de telle sorte que la pile se termine par un seul boulet.

Calculer le nombre total de boulets contenus dans une pile triangulaire lorsque :
» le triangle inférieur a 5 boulets de coté ;

» le triangle inférieur a 10 boulets de coté ;

» le triangle inférieur a » boulets de coté.

5.9 Fractions et suites

Onpose,pournZl,Sn=1+l+-2—+§+i+...+—n—.
2 4 8 16 2"

Les numérateurs des n fractions forment une suite arithmétique finie de premier terme égal
a 1 et de raison » = 1, alors que les dénominateurs forment une suite géométrique finie de
premier terme égal a 2 et de raison g = 2.

Exprimer S, uniquement en fonction de n.

Vérifier pour n=1, n=2 et n =3 la formule obtenue.
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Introduction

Un objectif possible de ’enseignement de ’Histoire de la Philosophie est que les éléves
comprennent la naissance de la philosophie comme la construction collective d’un type de
discours avec ses concepts, relations et usages rhétoriques. A ses débuts, le langage
philosophique n’étant pas séparé du mythico-religieux, on peut rechercher I’origine des
termes philosophiques a partir d’expériences rituelles ou techniques, de coutumes, de récits
mythopoétiques ou de situations politiques, d’usages médicaux ou juridiques. II est intéressant
que les éléves constatent la relative unité et généralité du savoir philosophique de I’époque en
comparaison avec la pluralité et la spécialisation des sciences actuelles, car je crois que nous
partageons tous I’idée que Iinterdisciplinarité est un des objectifs et avantages de I’Histoire
des Sciences.

La connaissance historique, en plus d’expliquer le passé, sert & rendre compte du présent,
en faisant prendre conscience de I’historicité de notre propre époque. Et vice-versa : dans
I’enseignement de ’histoire des sciences, on ne peut esquiver le fait que les éléves ont
certaines connaissances sur les sciences et, en conséquence, une idéologie implicite & son
sujet. Ils nourrissent des croyances et perspectives, extraient des valeurs et des méthodes ; en
définitive, nous savons que la science est aujourd’hui une des sources du sens de la vie, C’est
pourquoi il ne me parait pas approprié de réduire cette discipline 4 un systéme formel
d’énoncés sur des objets et événements ou de présenter la science comme un systéme
axiologiquement neutre dans un monde aseptique idéal. Il faut montrer que, dans 1’ Antiquité
comme maintenant, la construction du savoir est travail et hasard, accumulation et crises,
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