ALGORITHMES DE CALCULS CHEZ ARCHIMEDE

Etude de “La mesure du cercle”

Martine BUHLER

11 s'agissait du récit d'une expérimentation en classe de terminale C sur le texte “La
mesure du cercle” d'Archimede :

—  les éleves ont fait les exercices joints (Annexe 1) en devoir & la maison

~  nous avons corrig€ les exercices et lu une partie du texte (Annexe 2) en classe : la
premiere partie de la démonstration de la proposition 3 : “Le périmétre de tout
cercle est supérieur au triple du diametre augmenté d'une valeur supérieure 2 la
dix-soixante et onzi¢me partie du diametre”.

~  nous avons examiné (trop) rapidement quelques méthodes d'approximation de
racines carrées a I'époque d'Archimede ... et a la nbtre.

(En tout : 3 heures de travail en classe)

1 LECTURE DU TEXTE

La lecture du texte d'Archimede est intéressante a plus d'un titre.

La formulation entiérement géométrique de la proposition et de sa démonstration
surprend les €leves. Archiméde ne s'occupe pas d'un nombre (pour nous : m) mais du
rapport du périmetre au diametre.

On voit parfaitement en lisant le texte que le procédé d'Archiméde est itératif :
connaissant la longueur du c6té d'un polygone régulier circonscrit au cercle, il donne
une méthode du calcul du c6té d'un polygone régulier circonscrit ayant le double de
cotés.
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Algorithmes de calcul chez Archiméde

En termes (trop) modernes :

e,
(EH) : bissectrice de l'angle ZEI™
[ZI] : demi-c6té d'un polygone régulier
H circonscrit au cercle
[[H] : demi-c6té du polygone ayant le
le double de c6tés

Fig. 64 du texte

™
Ona ._E_:E - iE_ (car (EH) est la bissectrice de ZEI" ; ceci avait été

T'H ZH démontré antérieurement en exercice

El ZE+El  ZE+FEl
Donc == = =
'H ~ZH+TH 7T

D'autre part : — = 1 + —— (théoreme de Pythagore)
I'H 'y

S,
Autrement dit, pour un angle au centre T'EZ donné,

on pose :
coté adjacent hypoténuse
e g — V T e——
n coté opposé n c6té opposé
T,

Alors, pour l'angle “suivant”, i.e. moitié de 'EZ, on a:

u =4 +V
n+1 n n

2
v = 1+u
n+l n+1

Connaissant u, et v, (Archimede part d'un angle de 30° : “Le tiers d'un droit™), on peut calculer
u, et vy, ce qui donnera une majoration de

P
) (rapport du périmétre du cercle au diamétre).

En effet, le coté opposé de l'angle au centre est le demi-c6té du polygone et
I'hypoténuse est le demi-diaméetre.
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D A
Donc v, = ol avec Cn : ¢oté du polygone.
n

D .
On obtient donc ainsi T ol Pn est le périmetre du polygone,
P P n

or —
D D

2 Approximations utilisées

Pour arriver a I'approximation

10 rlera rtP
77 Pourie rapport 5,

Archimede calcule le rapport du périmetre du polygone a 96 cOtés (circonscrit au cercle) au
diametre du cercle, par approx1mat10ns successives des rapports (vus en 1) relatifs aux
polygones a 6, 12, 24, 48 cOtés.

P

n _, . . . N ; . .
Comme le calcul final de ) hécessite une approximation par exces, il nous faut des approximations

par défaut de ce que j'ai appelé u.

Le calcul d'Archiméde est mené avec rigueur et on peut s'intéresser aux approximations
de racines carrées utilisées.

2
Par exemple, Archimede utilise-i—g—g- pourﬁ (ligne 8 p. 1 du texte),

en précisant bien, quand cela est nécessaire, qu'il sagit d'une approximation par défaut
(ligne 12). Quels sont, a I'poque d'Archimede, les moyens d'arriver a ce résultat ? Nous
ne savons pas comment Archimede fait ce calcul, il ne I'explique pas. Nous ne pouvons
que conjecturer des moyens possibles.

Théon de Smyrne (Ile sizcle aprés J.C) compare (dans “Exposé des notions mathématiques utiles
pour lire Platon”) les carrés d'entiers et les doubles de carrés d'entiers, pour trouver des

proximations de V2. Le méme procédé fonctionne pour trouver des approximations de
\/p il faut alors comparer les carrés de nombres entiers et les triples de ces carrés :

par exemple 48(=3 x 42) est “proche” de 49(=72)

donc l est “proche” de V3. Mais il estlong d'arriver ainsi &
265
153
de G. Th. Guilbaud)

! (On lira avec plaisir et profit les “lecons d'a peu pres”

La méthode babylonnienne ou de Héron, donne rapidement d'excellentes

approximations, mais par exces. (On peut lire un extrait des “Métriques” de Héron d'Alexandrie

(ler siecle apres J.C.) dans “Mathématiques au fil des dges” page 137). Rappelons la méthode

brievement et de maniére moderniste : partant de u,, approximation quelconque de
a(a > 0), on calcule par récurrence u,, défini par

T3 C +_1'1— )-

n
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On peut cependant, de diverses manieres, obtenir une approximation par défaut & partir
d'une approximation par exces.

La méthode de Héron, partant de 1, donne comme approximations successives de V3

5‘(1+T)=2

1
2

|95

Q+3)=

&~

2
7 3x7)_~97
4 4 7 56

(97 + 3% 56) 18817 (approximation par exces
5697 T Toged PP g
amoinsde 10 " prés! )

1
TG
1
2

Or, les Grecs connaissaient des moyens de simplifier des fractions pour obtenir de

bonnes valeurs approchées. Aristarque de Samos (Ille siécle avant J.C.) remplace - sans
explication - dans ses calculs d'astronomie

71755875 43
61735500 * 37

On peut penser qu'il a utiliser I'algorithme d'Euclide (voir a ce sujet les textes d'Ttard : “Essais
pour une histoire des mathématiques p. 46), ce qui revient pour nous a développer

71755875
61735500

en fraction continuée et & arréter le calcul a la quatriéme réduite.

18817 P - P
A partir de ——- 10361 on peut ainsi arriver aﬁ en calculant la neuviéme réduite.

Pour les courageux, on peut méme examiner les calculs que donne 1'utilisation de
l'algorithme d'Euclide :

18 817 =10 864 + 7953

10864 = 7953 +2911

7953 =2x2911+2131

2911= 21314780

2131=2x780+571
780= 571+ 209
571 =2 %209 + 153
209 = 153 +56
153 =2 x56 +41
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On néglige 41, on obtient :

153 =2 x 56

209 =3 x 56

571 =2x%x 3x 56+2x 56
=~ 8 x 56

780 =11 x 56

et en remontant les calculs 10 864 = 153 x 56
18 817 = 265 x 56

18 817 265

10864 153

Un autre moyen d'obtenir une approximation par défaut a 'aide d'une approximation
par exces est de calculer des “moyennes”.

d'ou

La méthode de Héron donne — comme approximation par exces de V3.

56
56 1 -
Alors 3 X = 0% est une approximation par défaut de V3.
97 97
Calculon 97 + 168
Hons 56+ 97
On obtient =5

approximation “intermédiaire” de V3 dont on vérifie qu'elle est par défaut :

3 x 1532 =70 227 et 2652 = 70 225.

(d'aprés une astucicuse remarque de J. Borowczyk)

Nous n'avons pas eu le temps de faire tous ces calculs en classe. Nous avons parlé de
Théon et de Héron ; nous avions d'ailleurs examiné auparavant en exercice la méthode
de Héron et une méthode proche de celle de Bombelli avec un point de vue moderne de
suites définies par récurrence convergeant vers Va et nous avons, 2 I'occasion de la
lecture de ce texte, cherché une suite récurrente convergeant vers V3.

La lecture du texte d'Archimede a beaucoup intéressé la classe ; les éléves ont montré

une grande curiosité pour les différentes méthodes de calcul de & : 'un d'eux a
d'ailleurs fait remarquer plus tard, lors du cours sur les intégrales, qu'on devait pouvoir
calculer  en calculant des intégrales puisque celles-ci servent a calculer des aires. J'ai
alors donn€ un devoir (a la maison) reprenant les calculs de Newton permettant
d'obtenir ® (Voir “La méthode des fluxions™).

En termes modemes, il s'agit de calculer une approximation de
1

4
J‘ \/ X - x2 dx en développant en série ,/ 1 - x (formule du bindme).
0

Le probleme et le texte de Newton se trouvent dans la brochure n°61 de I'lLR.E.M.
Paris 7M. : AT.H. (Mathématiques : Approche par des Textes Historiques) p. 24.
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ANNEXE 1

La mesure du cercle est un théme qui traverse 'histoire des mathématiques depuis
I'Antiquité la plus reculée jusqu'aux recherches les plus récentes d'algorithmes
performants pour calculer .

Les exercices suivants permettent de trouver un algorithme de calcul de &, en suivant la
méthode d'Archimeéde ; nous lirons d'ailleurs un extrait de “La mesure du cercle”
d'Archimede.

Exercice 1 : encadrement de 7

1°  a) Soit C un cercle de centre 0 de rayon 1. Quel est son périmétre ?

b) Inscrire dans C un hexagone régulier (A1A2A3A4A5A6). Quel est le périmetre
de I'hexagone ?

c¢) La med1at11cs;de chaque c6té [A A1+1] de 'hexagone coupe le
petit arc (AjAj+1) du cercle en un point par lequel on meéne la
tangente au cercle
Expliquer pourquoi on obtient ainsi un hexagone régulier circonscrit au cercle.
Calculer son périmetre.

d) A laide de a), b), ¢), donner un encadrement de T (décimal).

2> a) Sur la méme figure, inscrire dans C un dodécagone régulier. Calculer son
périmetre.
b) Circoncrire a C un dodécagone régulier. Calculer son périmétre.

¢) Donner un encadrement de 7.

¥  Algorithm de calcul

On appelle : . cn la longueur du cété d'un polygone régulier & 2% x 6 c6tés inscrits dans
C et p,, son périmetre (que valent cg, pg, €1, P1?)

. t, la longueur du c6té d'un polygone régulier a 2" x 6 ¢6tés circonscrit a C
et g, son périmetre (que valent tg, qg, t, q; )
a) Déterminer une relation de récurrence liant ¢, et c,_;.

b) Ecrire un programme permettant d'obtenir a l'aide de votre calculatrice une
valeur approchée de c,, et 1/2p,, pour n quelconque.

Auchoix c)ouc) bis:

¢) Déterminer une relation de récurrence liant t, et t;_;. Programmer la machine
pour obtenir 1/2p,, et 1/2q,,.

c)bis  Déterminer une relation liant ¢, et t,. Programmer la machine pour obtenir
1/2p, €t 1/2q,.
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d) Donner a l'aide de la calculatrice des valeurs approchées par défaut de 1/2py,

1/2p5 1/2p1q €t par exces de 1/2qy, 1/2qs, 1/2q1¢.
En déduire des encadrements décimaux de ©. A quelle précision avez-vous

obtenu wt ?

e) Que pensez-vous de la convergence des suites(Pp)p e N €t (A eN ?

Exercice 2 : étude des suites (pp)nc N € (Up)ne N

1° On appelle [AB] un c6té d'un polygone régulier & 2" x 6 c6tés inscrit dans un
cercle C de rayon 1 de centre 0. N

Soit 6 la mesure en radians, comprise entre 0 et 7, de I'angle non orienté AOB.
a) Déterminer 6.

b) Calculer c,, = AB a l'aide des lignes trigonométriques de 6/2. En déduire une
expression de 1/2p,,.

sin(x ) . .
®) (x étant exprimé en radians).
X

c) Rappeler la valeur de lim
x -0

Etudier la convergence et la limite de (1/2pn)n c N

2> Faire un travail analogue avec un polygone régulier & 2" x 6 c6tés circonscrit a C.

Etudier la convergence et la limite de (1/2q,)p e N-
Que savez-vous d'Archimede et de 1'époque a laquelle il vivait ? En avez-vous

entendu parler en classe ? Dans quel cours et a quelle occasion ?
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“La mesure du cercle”

imede

Arch
Traduction Ch. Mugler Ed. “Les Belles Lettres”, t1, 1970

.
.

Annexe 2

3.

Le périmétre de tout cercle est égal au triple du
diamétre, augmenté d'un segment compris entre les
dix soixante et onzidmes et le septitme du diamétre?.

Soit un cercle, AT son diamétre, E son centre, TAZ
une tangente ; que I'angle ZET soit égal au tiers d'un
angle droit ; le rapport de EZ & ZI' est donc égal au
rapportt de 306 & 153, et le rapport de El & T'Z est
égal au rapport de 265 & 153. Bissectons I'angle ZET
par EH ; dés lors ZE est & ET comme ZH est & HT,

et par permutation et par composition. Il s’ensuit que
la somme de ZE et EI' est & ZI" comme E'est 4 TH ;
le rapport de I'E & T'H est ainsi supérieur au rapport
de 571 & 153. Le rapport du carré sur EH au carré sur
HI' est donc égal au rapport de 349450 a 23409,
par conséquent EH est & HI' comme 591 1/8 est & 153.

@ W

) Fig. 64.

Bissectons de méme l'angle HEI' par E® ; pour les
mémes raisons (sc. que plus haut), le rapport de ET
4 'O est donc supérieur au rapport de 1162 1/8 4 1563 ;
il s’ensuit que le rapport de OE 4 OTI' est supérieur au
rapport de 1172 1/8 4 153. Bissectons encore !'angle
OET par EK ; le rapport de ET" 4 KI" est donc supérieur
au rapport de 2334 1/4 & 153. Bissectons encore I'angle
KET par AE; EI" a donc & AT un rapport supérieur
4 celui de 4673 14 4 153. Du moment donc que I'angle
ZET, égal au tiers d'un angle droit, a été bissecté
quatre fois, I'angle AETI" est la 48¢ partie d’un angle
droit. Donnons-nous un angle I'EM égal 3 AET de
méme sommet E!; 'angle AEM est ainsi la 24¢ partie
d’'un angle droit ; il s’ensuit que le segment de droite
AM est un cdté du polygone circonscrit au cercle ayant
96 cotés. Puisque, donc, on a démontré que le rapport

’
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