Détail de la pierre
tombale de I
Bemnoulli 2 Bale.
Remarquez que,
contrairement  au
souhait de I
Bernoulli, le
sculpteur a grave
une spirale d'Archi-
meéde et non une
spirale  admirable.
(photo André Stoll)
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Quelles sont les lignes courbes
que I’on peut recevoir en géométrie ?

Jean-Pierre Friedelmeyer

Cette question, posée par René Descartes (1596-1650) au début du Livre II de sa
Géométrie, accompagne en réalité toute I’histoire des mathématiques. Courbes mécaniques
opposées aux géométriques, courbes transcendantes opposées aux algébriques, courbes tracées
d’un mouvement libre de la main et donc “ ne suivant aucune loi » ! courbe de Peano,
courbes fractales, chaque génération de mathématiciens a eu la tentation d’exclure certaines
courbes de son champ d’étude, comme ne correspondant pas a son idéal de rationalité ou a
ses possibilités d’investigation. Ce qui nous instruit en profondeur sur cet idéal mais aussi sur
sa remise en cause, sur ces possibilités supposées comme sur 1’élargissement dont elles sont
susceptibles. Ce qui peut également rejoindre des questions d’ordre pédagogique relatives
aux courbes que nous “ pouvons recevoir ” dans nos classes.

Erreur significative : dans la présentation générale des ateliers de 1’Université d’Fté de
Nantes le mot ligne avait été oublié dans la transcription de la citation de Descartes. Cet oubli
dit bien que, si I’on n’y prend garde, nous ne sommes jamais assez circonspect dans la lecture
des textes anciens dont les mots sont compris et interprétés spontanément, dans leur acception
actuelle. Or I’historien doit s’imposer tout un travail de distanciation et de retour aux sources
pour que n’interférent pas les connaissances et les conceptions actuelles avec celles des
époques du passé. I est essentiel - disait Koyré - d’intégrer dans I’histoire d’une pensée
scientifique la maniére dont elle se comprenait elle méme et se situait par rapport a ce qui la
précédait et I’accompagnait.’ Or le concept de courbe est un de ceux qui s’est le plus modifié
et enrichi au fil de I’histoire, et d’abord dans sa nature grammaticale méme. Jusqu’au milieu
du XVII*™ siécle, le mot courbe était uniquement utilisé comme adjectif du mot ligne,
caractérisant une qualité de nature physique et opposée 4 la qualité droit. Rappelons comment
Euclide ouvre le Livre I des Eléments avec les quatre définitions suivantes :

Déf.1 : Le point est ce dont il n’y a aucune partie.

Déf:2 : Une ligne est une longueur sans largeur.

Déf:3 . Les limites d'une ligne sont des points.

Déf 4 :Une ligne droite est celle qui est placée de maniére égale par rapport aux points qui
sont sur elle.”

On congoit que ces définitions ne soient guére exploitables car elles ne sont pas assez
précises pour étre mathématiquement productives, pour permettre d’initier un raisonnement
mathématique & partir d’elles. C’est pourquoi historiquement on n’a pas étudié la ligne en
général, mais seulement des lignes particuliéres. Ces lignes sont définies comme des lieux
(des “ ensembles de points ”, dirions nous aujourd’hui) jouissant de certaines propriétés. Ou
alors elles correspondent a 1’intersection de surfaces, ou encore 4 la trajectoire d’un point dont
le mouvement est bien spécifié. De physique, de sensible, ’objet ligne courbe devient
géométrique, idéalisé, conceptualisé, la plupart du temps a partir de relations entre grandeurs.
Plus tard ces relations donneront lieu 4 des équations *qui permettront de soumettre les lignes

! Voir plus Ioin le texte n° 7, d’Euler.

ZA. Koyré, Etudes d’histoire de la pensée scientifique, p.14.

? Traduction B. Vitrac, Euclide, les Eléments, p. 151 - 154.

* Le mot équation subit lui-méme une évolution sémantique au fil de I'histoire, passant du statut de simple égalité d
celui de formulation algébrigue d’un probléme au moyen d'une inconnue, puss de relation entre des coordonnées, les deux
derniers sens continuant @ cohabiter.
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i ‘brique. La ligne courbe devient
i du calcul numérique et algébrique lign '
P et nt 13 quinsensiblement ’adjectif courbe devient

. 5 R R e
t ¢’est a ce mom 0 i
courbe analOn se diversifient & travers toute la richesse des

substantif, en méme temps que les courbes

&briques puis fonctionnelles. ‘ e
formulef\;isgi dgrriér{; I’objet ligne courbe se profilent trois re?h.tes etrorls:rlréme
interdépendantes, mais dont la relation justement va pPOSEr chaque fois un P

spécifique .

Un objet : l1a ligne courbe.
Trois réalités ?

Mathématisation ?

Géométrique

Physique

Numeérisation ?
Représentation ? Algébrisation 5

Analytique

deux va se poser un probleme d’adéquation : ‘
quelles sont celles que Pon peut définir
faire une étude géométrique au sens

Entre chacun de ces trois pdles pris deux &
LParmi les lignes physiques, matérielle§,
géométriquement, que J’on peut conceptualiser pour en
des géométres Grecs ?
2.Parmi les lignes géométriques ou p
4 une relation fonctionnelle ?

3.Une équation ou une fonction étant donnée : , ’ .
z?)dans quelle mesure y a-t-il cohérence entre les donnces fournies par la

représentation graphique et les résultats qui découlent de Pexploitation de cette

fonction ?

b) inversement, la richesse méme
toujours une traduction graph
mathématiques nous montre comment

hysiques, lesquelles se prétent & une mise en équation ou

des concepts numériques €t algébriqtlles.a—t-elle
ique et physique observable 7 L’histoire des

I’analyse va créer des objets d? plus en plus
élaborés, que intuition ne comprend plus et‘ pour lesq:aels aucun gbjeésoli::r:;‘tr)ies
ne peut plus étre mis en regard de 1’.objet calculé. (Ife-nself1 ac
mathématiques que sont les fonctiqns contn'lues null\e I:art‘c‘lerxvz; esge oute éude

Ces questions dépassent le cadre mathématique mais sont. a 1. Celu:rle:ire p'al?lamé o e

mathématique des courbes, en ce qu’elle suppose une certamne idee de rég , ,

E™ gigcle, défini par exemple dans

au sens qwil avait au XVII . le ¢
: y lemes mathématiques en les réduisant

s ilisons ici le terme anmalytiqu
o etopddh la méthode de résoudre les prob

L'Encypclopédie :Analyse est proprement
& des équations.
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loi susceptible d’étre traduite en termes géométriques ou numériques. Elles relévent de ce que
les Anciens appelaient la métaphysique, et que André Weil définit comme un ensemble
d’analogies vagues, difficilement saisissables et difficilement formulables,[...] mais ajoutant
aussitdt :Rien n'est plus fécond, tous les mathématiciens le savent, que ces obscures
analogies, ces troubles reflets d'une théorie a une autre, ces furtives caresses, ces brouilleries
inexplicables ; rien aussi ne donne plus de plaisir au chercheur. Un jour vient ou ['illusion se
dissipe ; le pressentiment se change en certitude ; les théories jumelles révélent leur source
commune avant de disparaitre ; comme I'enseigne la Gita on atteint & la connaissance et a
Uindifférence en méme temps: La métaphysique est devenue mathématique, préte a former la
matiére d’un traité dont la beauté froide ne saurait plus nous émouvoir.

Peut on mieux décrire le role des a priori philosophiques, voire idéologiques ou religieux
dans le développement des mathématiques ? Le texte qui suit, de G. W. Leibniz (1646-1716),
et que nous souhaitons mettre en prologue a cette étude, condense a merveille I’ensemble des
questions évoquées dans cette introduction.

Leibniz : Discours de métaphysique § VI

Les volontés ou actions de Dieu sont communément divisées en ordinaires ou
extraordinaires. Mais il est bon de considérer que Dieu ne fait rien hors d’ordre. Ainsi, ce qui
passe pour extraordinaire, ne [’est qu’a 1’égard de quelque ordre particulier establi parmy les
créatures. Car, quant & I’ordre universel, tout y est conforme. Ce qui est si vray que, non
seulement rien n’arrive dans le monde qui soit absolument irregulier, mais on ne sgauroit
memes rien feindre de tel. Car, supposons, par exemple que quelq’un fasse quantité de points
sur le papier a tout hasard, comme font ceux qui exercent art ridicule de la geomance. Je dis
qu’il est possible de trouver une ligne geometrique dont la notion soit constante et uniforme
suivant une certaine regle, en sorte que cette ligne passe par tous ces points, et dans le méme
ordre que la main les avait marqués.

Et si quelqu’un tracoit tout d’une suite une ligne qui seroit tantost droite, tantost cercle,
tantost d’une autre nature, il est possible de trouver une notion ou regle, ou equation commune
4 tous les points de cette ligne, en vertu de laquelle ces mémes changements doivent
arriver .Et il n’y a, par exemple, point de visage dont le contour NE FASSE PARTIE D’ UNE LIGNE
GEOMETRIQUE et ne puisse estre tracé tout d’un trait par un certain mouvement reglé. Mais quand
une regle est fort composée, ce qui luy est conforme, passe pour irregulier .

Ainsi on peut dire que, de quelque maniere que Dieu auroit créé le monde, il auroit
toujours esté regulier et dans un certain ordre general. Mais Dieu a choisi celuy qui est le plus
parfait, c’est & dire celuy qui est en méme temps le plus simple en HYPOTHESES, et le plus riche
EN PHENOMENES, comme pourroit estre une ligne de geometrie dont la construction seroit aisée et
les proprietes et effects seroient fort admirables et d*une grande étendue.’

Ainsi pour Leibniz, une courbe peut apparaitre complétement irréguliére, passant par
des points pris totalement au hasard ; il existe néanmoins un concept (notion), une régle
(relation) ou une équation qui rend compte de cette apparente irrégularité et de ce hasard.
Toute ligne a sa notion ou régle ou équation, seule la complexité de celle-ci lui donne
quelquefois son aspect irrégulier, et la ligne la plus parfaite serait celle qui serait la plus
simple en hypothéses et la plus riche en phénoménes. Une telle conception de la réalité a des
conséquences immenses au niveau de la mathématisation du réel ; rien ne semble pouvoir lui
échapper. Mais d’autres ne partagent pas cet optimisme et seront plus prudents et sélectifs :

¢ A. Weil, De la métaphysique aux mathématiques , Euvres Scientifiques, tome 2, p. 408.
" G. W. Leibniz, Discours de Métaphysique, p.32.
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tout n’est pas mathématique, tout n’est pas mathématisable. Et alors nous re’trou’vo‘ns? la
quelles sont les lignes courbes que [’on peut recevoir en geomelrie :

question de Descartes ©

Leibniz : Et il n'y a, par exemple, point de visage dont ée contour
NE FASSE PARTIE D’UNE LIGNE GEOMETRIQUE.

1l y aura en conséquence trois parties dans cette histoire qui pourrait étre aussi longue
et riche que celle méme des mathématiques.

1. De la ligne courbe vers son équation, étude qui tente de dégager les diff}cult:és, .1es
blocages qui ont freiné le passage de ’objet physique ligne courbe a sa mathématisation

géométrique ou analytique.

8 Portrait tiré du livre de Claude-Jacques Willard :Le Nombre d’or, Utilisation en mathématiques et dans les
Beaux-Arts,p. 245 .
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I. De I’équation vers la ligne, ot ’on voit comment Palgébre et le calcul infinitésimal
enrichissent et épurent le concept de courbe, en formalisant et en numérisant des propriétés
jusque 14 qualitatives (comme la continuité, I’existence de tangentes, etc...), mais qui par
ailleurs aboutissent 4 des situations en contradiction avec intuition et pergues comme
pathologiques.(courbes continues mais sans tangentes, courbes remplissant tout un carré,
etc...)

II. Vers Pélargissement du concept de courbe, paragraphe qui mettra en évidence que
Panalyse actuelle permet d’intégrer la compréhension des phénoménes pathologiques et de
les cerner, tout en donnant accés a I’étude de nouvelles situations (celles ol apparaissent
les courbes fractales, chaotiques...) longtemps exclues des possibilités d’étude
mathématique.

Cette figure est extraite d’un livie de Robert Fricke (1861-1930) et Félix Klein (1849-
1925), sur les fonctions automorphes.” Nous ne pouvons en donner ici I'explication
précise. Nous I'avons mise parce quelle présente a la fois des lignes « réguliéres » et
géométriques au sens des Anciens, telles le cercle, et une ligne purement abstraite et
pensée comme limite d’une construction itérée indéfiniment, et qui a toutes les
caractéristiques des lignes les plus sophistiquées qu’on peut rencontrer dans les
mathématiques actuelles.

' Nous n’aborderons dans cette étude que les lignes planes qui concentrent en elles toutes les questions et
toutes les étapes historiques de 'évolution du concept de courbe. Les courbes de 'espace ne posent pas de
probléme spécifique de ce point de vue.

*R. Fricke, F. Klein, Vorlesungen iiber die Theorse der Automorphe Functionen, Bd. I, p. 440.
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A partir des quatre plus grand cercles de la figure, cpns1derez lef quatrc{ee 15312521:3;
. I'un des cercles ; chacune transforme les tr01.s autrgs cercles en yeaux
codles. La com osition et i’itération a I'infini de ces inversions génere 'de proc ¢
b s CO;HCP; cercles de la figure. La ligne «irréguliére » trace la limite ent'rfef ) eutx
gf)(;rclgien}:zs é;Elile passe orthogonalement par tous les points de contact des différents

cercles.

Premiére partie : De la ligne vers son équation.

Le travail en atelier a consisté en la 1§cture commentée, et d.lscuteeugaf1 (l)iss pjgigilpsarg:
de textes choisis pour leur caractére décisif dans 1? p'roblenllfn’q;i c: e ble do rendne
présenter et que nous reproduisons au fil des pages qui suivent. § " 1; 2 possible e rencte
compte dans le détail des interventions .de’s uns et de§ alitres. (1)\] o nous contenierons e
dégager les thémes principaux qui ont g’uldgs et ponctué 1lat ecture.
sOir par le texte de Descartes qui a donné le titre de cet atelier.

r ro . 1
l exte I escar tes Lll (;eome rie, l‘;3 7 I.JV] (] SeC()lld : DELANA DES LIGNES COURBES.
(D 3y {f 'y Py NATURE )

15 316 La GEOMETRIE.
che, & quipeut fansdoute eftre aufly pasfaite touchant
ceslignes, que touchant les autres. Te ne diray pasaufly,
que cefoica canfe quils n'ont pas voula angmenter le
nombre deleurs demandes., & qu'ils o fonccontentés
qu'onleuraccordaft, qu'ils puffent ioindre deuy poins
donnés par vneligne droite , &defcrire vo cercle d'wa
centre donné, qui paffatt par va point donné, carils n'ont
Es anciens ont fort bien remarqué, qu'entre les point fzitde ferupule dcfup[:ofer outye cela,pour traiter
LProblcfmes de Geometrie, les vnsfont plans , les au- P Q']x_clles des fecions coniques ,quon ?uﬁ: coupper tout céne
wesfolides, & lesautreslineaires, c'eft adire, quelesvns ligacs donnepar vai plan donné, & iln‘eft befoin de tien fp-
peuuenteftre conftruits, ennetragant que des lignes coptbes pofer pour trager toutes les lignes courbes queicpre-
droites, & descercles; au liew que les autres ne le peu Nt e tensicy d'introduire; finon que denx ou plufieurs lignes
uenc eftre, qu'on n'y employe pour le moins quelque fe- Geomer puilfent eftre meuds I'vnc par Iautre » & queleursinter-
tionconique; nienfin les autres , qu'onn'y employe ie. fecions en marquent d'autres ; ce quine me paroift en
quelque autre ligneplus compofce. Mais ie m'eftonne rien plusdifficile. 1l e.ﬁ yray q}l’xls o'ontpas anﬁ‘y entie.
de ce qu'ilsn'ont point outre cela ditingué divers de- rementreceu les feions coniques en Jeur Gcomcmet
grds entre ces lignes plus compofées, & ie ne @auro{s &ienevenx pas enn-epx:eudre de ‘cl-fnnger les noms qui
comprendre pourquoy ils les oot nommées mecb,a.nf- ont cﬁ{appronuc’s par 'vlage; maisil eft,ceme I'embh?,
ques, platoft que Geometriques. Carde dircque ¢’ait tresclair , que prenant comme on fait pour GeomF[n.
efte, a canfe qu'il eft befoin de fe feruir de quelque ma- que ce qui eft precis & exact , & pour Me.chamque
chinepourlesdefcrire, il faudroit reietrer par mefime ce quinel’eft pas ; & confiderant la Geometrie comme
raifon les cercles & les lignes droites;vil qu'onneles de- vaeftience, qui enfeigne gen'emlex.nent aconnoiftre les
ferit farle papicr qu'auec va compas, & vae reigle, qu'on , mefores detonslescors, oun'en doit pas platoft excluri:
peut auffy nommer des machines, Ce n'eft pas non plus, leslignes lesplus compofees queles plus fimples, pourvit
acaufe que lesinftrumens, quiferuentales tracer,eftant qu'on les p}xxﬂ'cxmaglner eftre defF:fxtes paf va mo:ue.
plus compofe’s que lareigle & le compas , De peuvent ment contint, ou pargluﬁeurs quis crlltrefuxucnf A& .olu:
eftre fiinftes;car il faudroit pour cete raifon les reietter Ies derniers foient entierement reglés par ceux qui es
des Mechaniques, od la isftefle des ouurages qui fortent precedent. car par ce moyen on peut touﬁours algnr
delamaineft defirde; plutoft que dela Geometric , on vne connoiffance exacte de leur mefure, Mais pouteftre
c’eft feulement [a inftefle du raifonnemét quon rcchlcr- que ce quiaempefche les anciens Geometres de n:gz;
Rr 2 che,

LivReE SEcoND.

LA
GEOMETRIE.

LIVRE SECOND.

De la nature des bgnes conrbes.

P

' R. Descartes, La Géométrie, p. 325 4 328.

Livke Seconn, stz
voir celles qui eftoient plus compofees que lesfections
coniques, c’eft que les premieres quils ont confiderdes,
ayant par hafard efte la Spirale, Ia Quadratrice, & fem-
blables, qoi n'appartienent veritablement quaux Me-
chaniques, & nefont pointdunombre de celles que ie
penfe denoiricy eftre recenes, a canfe qu'on lesimagine
deferites par deux mouuemens fepares, & qui n'ont en.
treeuxaucun raport qu'on puiffe mefurer exactement,
bienqu'ils ayent aprés examing la Conchoide, la Ciffoi-
de, & quelque pen d'antres quienfont, toutefoisacau-
fe qu'ils n'ont peutefire pas aflés remarqué leurs pro-
prietds, ils 'en ont pas fait plusd'eftar que des premie-
res. Oubien c'eft que voyant |, qu'ils ne connoiffloient
encore, que peu de chofes touchant les fectionsconi-
ques, & qu'il leur en reftoit mefme beaucoup, touchant
ce qui fe peat faire auec fa reigle & lecompas | quiils
ignoroient, ils ontcreune deuoir pointentamer de ma-
tiere plus difficile. Mais pourceque fefperc que d'orena-

uant ceux qui auront I'adreffe de fe feruir du calcalGeo-
metrique icy propof¥, ne tromeront pas affés dequoy
s'arefter tonchant les problefmes plans, ou folides; ie
croy quiil eft a propos que ie lesinuite a d'autres re-

cherches, ot ils ne manqueront jamais d'exercice,
VoycsleslignesAB,A D, AF, & femblables quere
fuppofe anoir eft¢ deferites par layde de linftrument
YZ, quieft compofé de plufieurs rej gles tellement join-
tes, que celle qui eft marquee Y Z eftant areftee farla
ligne A N, on peut ouurir & fermer Fangle XY Z, &que
lorfquilett tout fermé »les poins B, C, D, ¥, G, Hfonr
rous affemblés au point A ; mais qu'a mefure qu'on
Rr s Touure,

45

La GromeTRrE

N g
Fouure, !a. reigle BC, quieft jointe 3 angles droits auec
XYau poine B, pouflevers Z [, reigle C D, qui coule
furY Z en faifane toufiours des angles droits agec elle, &
CDpouflie D&, qui coule rout de mefme furY X ende-

meurant parallele 5
cellecy pguﬂ'c G H.B&%D e R oo
d'autres’, qui fe poufle:

fagon, & dont les vnes facent toufiours les mefmes an-
glesauec YX, & Jes autresavec Y Z. Or pendane qu'on

Z,le poine B deftric lali

qu'on ne concoine auffy y
ment la defeription d

du
%

Les Grecs, déja, refusaient quelquefois de considérer

' ‘ comme faisant partie de la
1e certaines courbes comme |a spirale ou la quadratrice (cf. texte 2). Mais Ia raison
avancée tenait dans le fajt qu’elles sont « trop mécaniques », C’est-a-dire lides ay mouvement.
© mouvement faisait probléme pour les Grecs, comme U'infini, les deux étant d’ajlleurs

Souvent associés par exemple dans les paradoxes de Zénon. A la fois manifestation et
cgnséquence de ces difficultés, Ia science grecque s’est alors construite dans une véritable
dichotomie. D*un c6té, ou plutdt en bas, il y a la Terre et seg quatre éléments (la terre ’ean
l.’air, le feu), lieu du changement et de |a corruption : changement d°¢ ’

rnier correspondant

d
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oté Ci Smati & du méme
nature (la physique) coupée totalement, cote Ciel, des mathématiques, empéchant

€me :
i S iécle.

oup I’élaboration d’une physique mathématique telle qu’ elle se créera au XVH'; ", ;bs,«mct,'on
o Le mathématicien construit sa théorie & I'aide des objets que h;l l]l’our;u e o 16.1

] elles la
2 g j ; tout ce qui tombe sous les sens, ; / '
écule aprés avoir retranché fou ' : 1o ou la
Z’;épreté la 5ureté ou la mollesse, tels le chaud ou le froid et toutles les lc‘j.ual.zt;es ps;l:l;v cerm?ns

‘ ité ntinuité,

- il ne garde que la quantité el la co
s’opposent les unes aux autres ; 1 . ' . _ :
obilt?s suivant une dimension, pour d’autres objets suivani a"eux_ dzmenstons1 ; aisctoie d'un
! En conséquence, ot faut-il situer une courbe définie comme la tra)
3

o is 0
point telle la quadratrice étudice dans le texte 2 qui suit 7

, oo, 3
Texte 2 :Pappus d’Alexandrie, Livre IV (Collections mathématiques)

XXX

ces A s . A te
a dénomination de sa propriété méme a été adoptée par Dinostrate,

e e N tains ffectuer la quadrature du cercle ; ils l'ont

Nicomede et certains autres auteurs récents pour €

6 i t voici sa génération. .
appeléela quadiairics, ¢ Posons un carré ABI'A et décrivons V'arc BEA autour du
B

centre A Faisons mouvoir la droite AB fie telle ;0rte
que, le point A restant fixe, le point B se déplace su%vant
l'arc BEA et que la droite BI, se malnten?.nt toujc?urs
paralléle a la droite AA, accompagne le point B' qui se
déplace suivant la droite AB. De plus, que la dr01t'e AB,
se mouvant d'une maniére uniforme, parcoure langle
compris sous les droites BA, AA, clesta dire que le p01.nt
B parcoure l'arc BEA dans le méme temps ‘qu.e la droite
BI" se déplace le long de la droite c'est-a-dire que le
point B se déplace suivant la droite BA.

1l se fera évidemment que les droites AB et BT coincideront simultanément l'une et }132;1&3
. . .
avec la droite AA. En conséquence, un tel mouvement ayant lieu, les ’dr01tes ﬁB, > use 1
couperont mutuellement en un point qui est continuellement tra1;sporte avec elles, . eqleS
eri i ! & 6té, telle que BZH, dans l'espace compris en
décrira une ligne concave d'un méme cote, ompri ‘
droites BA, AA et I'arc BEA , ligne qui parait commode pour 'trouvgr un carre1 equlvzlznzt g ;1;[
9 iété principale est telle que, si une droite queiconqu
cercle donné. Du reste, sa propri€té principa ‘ ' ‘ B
menée transversalement & l'arc, la droite BA sera a la droite 76 comme l'arc entier est a l'arc

EA : car cela résulte manifestement de la génération de la ligne.

A 8] H A

XXX

1z : 1 t d
C'est a juste titre cependant, que Sporos n'a pas agree c.eFte ligne parce qu'on y assume d'abor
comme hypothése ce & quoi elle semble pouvoir étre utilisée.

. . . ils
En effet, si deux points commencent 4 se mouvoir a partir du point B, comment pourront

i éd. Di ;€ AL, p. 1061,
2 Aristote, Métaphysique, livre X, ch.Ill (Aristotelis Opera, éd. Didot, t. II.. 588 ; éd. Bekker, vol.IL, p. 1

i ’ ir, p. 53.
coll. a et b) in Duhem P, L aube du savolr, p.
3 Pappus , Collections mathématiques, Livre IV, § XXX et XXXI.

é i i ite, 'autre au point A suivant un
se stabiliser en méme temps I'un au point A suivant une droite, p
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arc, sans connaitre au préalable le rapport de la droite AB & l'arc BEA ? Car, il faut
nécessairement que les vitesses des mouvements soient dans le méme rapport. Dés qu'on use
de vitesses non ordonnées, comment ces points se stabiliseront-ils ainsi simultanément, a
moins que cela n'arrive par hasard ? Or cela n'est-il pas déraisonnable ? Ensuite, I'extrémité de
la ligne dont certains se servent pour la quadrature du cercle, c'est-a-dire le point ot la ligne
coupe la droite AA, n'est nullement trouvée. Représentons-nous d'ailleurs les choses que nous
avons dites sur la délinéation proposée : lorsque les droites I'B, BA mises en mouvement
seront stabilisées simultanément, elles s'appliqueront sur la droite AA et ne feront plus de
section entre elles ; car, la section cesse avant l'application sur la droite AA ; section qui
deviendrait, au contraire, l'extrémité de la ligne o celle-ci rencontrerait la droite AA ; @ moins
qu'on ne dise d'imaginer la ligne comme étant prolongée jusqu'a la droite AA de la maniére
dont nous établissons les lignes droites. Or, cela ne répond pas a ce qui a été supposé au début,
notamment que le point H soit pris en ayant pris au préalable le rapport de l'arc & la droite.
Diailleurs, & moins que ce rapport ne soit donné, il ne convient pas. que, se confiant a la
réputation des hommes qui 'ont inventée, l'on admette une ligne qui soit en quelque sorte trop
mécanique [et utile aux mécaniciens pour beaucoup de problémes].

Dans ce contexte, la tradition attribue & Platon I’exigence de n’accepter, pour tracer ou
construire des lignes, d’autres instruments que la régle et le compas. Ceux-ci sont en effet les
seuls a posséder la pureté idéale exigée en géométrie et la compatibilité avec ses axiomes. Cet
argument est combattu par Descartes qui explique que la régle et le compas sont aussi des
machines, et que rien n’empéche de concevoir d’autres machines abstraites mettant en jeu des
situations géométriques tout aussi rigoureuses qu’eux. C’est ce qu’il fait avec le mésolabum
ou compas a équerres glissantes(cf. fin du texte 1). Ce compas permet de construire des lignes
de plus en plus composées, sans pour autant échapper a la géométrie, car cette composition est
parfaitement réglée (1) ; par elle on peut toujours avoir une connaissance exacte de leur
mesure.

Comme une chaine déductive, si longue soit-elle, peut mener & une conclusion exacte &
condition que les régles de la méthode aient été respectées, de méme ['engendrement d'une
ligne courbe peut étre fort composé a condition que les régles de composition soient
respectées. Ces régles se raménent en Jait a une seule : que le mouvement qui fait passer
d'une courbe & Dautre soit entidrement et continuellement déterminé. Dés lors, la
connaissance certaine de la premiére induira la conngissance certaine de la seconde’.

Le terme « mesure » est i prendre ici dans le sens développé dans le Livre I de
grandeur constructible, entrainant avec elle 1idée que les lignes courbes que I'on peut
recevoir en géomérrie sont uniquement les courbes algébriques. (mais Descartes ne le dit pas
ainsi). Il s’agit de « construire » les problémes - entendez « résoudre » au moyen de lignes (cf.
le début du texte 1.). Remarquons que 1’équation des courbes tracées par le mésolabum est
assez simple 4 trouver : en posant OA = a, n I’indice du point variable, (1 pour D, 2 pour F, 3
pour H, etc..) et en désignant par x et y les coordonnées de ce point, alorson a : x*™ =
aZ(Xz +yz)zn-l
Et c’est bien la ’innovation principale de Descartes : €largir le champ des courbes que 'on
peut étudier en géométrie en I’étendant a toutes les courbes dont on sait écrire 1’équation et en
montrant comment faire cette étude au moyen du calcul algébrique. Descartes accepte par

V. Jullien, Descartes, La Géométrie de 163 7, p. 88.
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conséquent le mouvement pour définir des lignes, pourvu que le rapport entre deux
mouvements réglés entre eux soit un rapport « mesurable ». Cela exclut pour lui aussi les
courbes telles que la spirale d’Archiméde ou la quadratrice, car la relation entre les deux
mouvements qui engendrent ces courbes n’est pas mesurable : elle fait intervenir un rapport de
courbe (ici le cercle) a une droite, rapport que Descartes a toujours considéré comme
inaccessible a la raison humaine :
La proportion qui est entre les droites et les courbes n’étant pas connue, et méme je crois ne
le pouvant étre par les hommes’...(en clair, on ne peut pas calculer la longueur d’une courbe,
on ne peut pas la rectifier®).
Cet élargissement va rapidement dépasser I’objectif pour lequel Descartes I'avait créé:
résoudre des problémes de géométrie que les Grecs ne savaient pas résoudre, comme la
duplication du cube ou le probléme de Pappus. Il répond en effet également & une autre
préoccupation fondamentale du temps, celui de la mathématisation des lois de la Nature.
Galileo Galilée (1564—1642) avait proposé de lire cet immense livre qui se tient
toujours ouvert devant nos yeux, je veux dire I’Univers. Mais on ne peut le comprendre si on
ne s’applique d’abord & en comprendre la langue et a en connaiire les caractéres avec
lesquels il est écrit, Il est écrit dans la langue mathématique et ses caractéres sont des
triangles, des cercles et autres figures géométriques sans le moyen desquels il est
humainement impossible d’en comprendre un mot. Sans eux c’est une errance vaine dans un
labyrinthe obscur.” On ne saurait mieux décrire le changement intervenu par rapport a la
conception aristotélicienne de la physique : Galilée détruit la vieille cloison hermétique qui
séparait le monde physique de celui des mathématiques ; mais & nouvelle philosophie de la
nature, nouvelles mathématiques. L’outil mathématique dont dispose Galilée et qu’il croit
encore suffisant est celui de la géométrie d’Euclide, « ses triangles, ses cercles et autres
figures », alors que pour donner les Principes mathématiques de la philosophie naturelle -
titre du plus célébre ouvrage de Newton (1687) - il faut bien autre chose. Le savant qui essaye
de lire le livre de la nature 'y découvre des lois, ¢’est-a-dire des relations entre grandeurs
variables. La géométrie des Anciens, qui avait renvoyé au domaine de la physique toute étude
des changements, donc de la variabilité, était totalement inadaptée 4 ’expression de lois de la
nature. Entiérement statique, cette géométrie ne pouvait répondre aux problémes posés par la
mathématisation de la physique qu’en changeant son point de vue sur les courbes : celles-ci
doivent passer du statut de lieu a celui de trajectoire. Alors la rencontre de ce changement de
statut avec 1’algébrisation des courbes réalisée par Descartes pourra engendrer ce concept aux
potentialités inouies : la fonction (d’une ou plusieurs variables : remarquez la pérennité du
mot variable utilisé encore aujourd’hui, qui garde bien la trace de cette irruption du
changement dans la mathématique). Ainsi la relation entre grandeurs variables pourra
s’exprimer grice a loutil algébrique au moyen de la fonction, et se représenter
géométriquement au moyen de la courbe. On ne se rend pas compte de la difficulté qu’il y
avait & énoncer une loi physique sans I’outil algébrique et fonctionnel ; voici en quels termes
Galilée exprime par exemple la loi de la chute des corps soumis 2 la pesanteur, loi qui se

traduit si simplement aujourd’hui par I’équation : € = 5 gt

A propos d’un objet trés ancien, nous allons développer une science toute nouvelle. Il n'y a
peut-étre rien de plus ancien dans la nature que le mouvement; les chercheurs lui ont

* Descartes, La Géomérrie, p-340.

¢ Pour une étude historique de ce probléme, on peut consulter J-P Friedelmeyer, Comment penser, comparer,
mesurer le courbe ? in Le calcul des dérivations d’Arbogast, chap. 111, p.101-131.

7 Galilée, 11 Saggiatore, 1623, Le Opere VI p. 232, Trad. Fr. Ch .Chauviré, Les Belles Lettres, 1979, p. 141.
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consacré des volumes nombreux et importants. En dép
propriété digne d’étre connue et qui n’a pas été observ
présent. On a coutume de mentionner quelques-
exemple, le fait que le mouvement naturel des ¢

it de cela, je lui trouve Pplus d’une
ée, encore moins démontrée, Jusqu'a
unes des plus faciles & observer, comme, par
OFpS pesants se trouvant en état de chute subit

en temps égal par Un corps auparavant immobile et qui s’est mis 4 tomber,
comme la progression des nombres impairs en commencant par un.® '

se comportent
On peut s’interroger sur la raison d .

e 12.1 présence de cette progression des nombres
bolisme algébrique et de la notion de fonction ,

(longueur - dimension un) ne peut étre p

| ensée comme proportionnelle & $
- . un .
dimension deux), encore moins & un carré . s e

zde temps ; & moins de 1’écrire en termes de « raison
;27 ) ce que fait effectivement Galilée :
Si un mobile partant du repos, tombe avec un mouveme
parcourus, en des temps quelconques par ce méme m
des temps, c’est-a-dire comme les carrés de ces mémes
Or c’est également Descartes qui mettra un p
n)lontra.mt dans le livre I de la Géométrie qu’un pro
s’exprimer par une longueur,'é partir du moment ou I’on s’est donné une grandeur unité
de v a]ir; ;leess d:}l::;sl,n leaé?:rtllto(x; de fonctior} est tout 4 fait identifiée & celle d’équatior.l entre
& les, ¢ par cette équation fo
elle-méme identifiée 4 la courbe définie par I’ensemble des

le > : n points de coordonngé
vérifiant I"équation, comme I’illustrent assez les textes qui suivent mees 0y

double » (sous la forme modernisée £ = /1
€,

nt uniformément accéléré, les espaces
obile, A;ont enire eux en raison double
temps.

oint final 2 cette loj des homogeénes en
duit de deux longueurs peut trés bien

Texte 3. Jacques Ozanam, (1640-

1717). Dicti ] Smati, idée vénd
mathématigues, 169110 ). Dictionnaire mathématique ou idée générale des

Géométrie spéculative

SgavoirIf: [iomt est 1le principe de la qu?,ntlté continue, qui se produit par le mouvement, 3

Seavor gne par le mouvement du point : la Surface, ou Superficie par le mouvement d ’1
igne : & le Corps ou Solide par le mouvement de la Superficie e

La Ligne est une étendue en long :

ueur sans largeur, ny profondeur. Il est évident que les

si Disc
on et notes de M. Clavelin, A. Colin, 1970, p 125714” concermant dei

]

gcjences nouvelles, présentation, traducti
idem, p.140

10 . . L
Ozanam, Dictionnaire mathématique ou Idée générale des mathématiques, p. 94
, p. 94.
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extremitez d’une ligne sont des points : car puisqu’elle commence par un point, elle doit finir
aussi par un point. Elle peut étre Droite, & Courbe.

La Ligne Droite est celle qui a toutes ses parties également posées entre ses extremitez, en
sorte que I’une de ces parties ne s’éleve & ne s’abaisse pas plus que I’ autre. Il est évident que
la Ligne droite est unique ; c’est & dire qu’il n’y a pas de diverses especes de lignes droites.

La Ligne Courbe est celle qui n’a pas toutes ses parties également posées entre ses

extremitez. Elle peut étre Réguliére, & Irréguliére.
La Ligne Réguliére, est une ligne courbe, dont la courbure se conduit toujours d’un méme

sens : comme les Sections coniques ; & plusieurs autres.

La Ligne Irréguliére est une ligne courbe qui a un point d’inflexion, ¢’est a dire qui étant
continuée se recourbe d’un sens contraire : comme la Conchoide, la Parabole solide qui a un
quarré pour Paramétre, & plusieurs autres dont nous parlerons par la suite.

Les Lignes réguliéres & irréguliéres peuvent étre Mécaniques, & Géomélriques.

La Ligne Mécanique est une ligne courbe qui n’a point d’Equation propre a exprimer la
Relation de tous ses points sur quelque ligne droite. Telle est la Quadratrice de Dinostrate, &
plusieurs autres, dont quelques unes seront icy expliquées.

Le texte 4 accentue encore le partage des lignes courbes en lignes régulicres, (celles qui ont
une équation et sont recevables en géométrie, car elles sont décrites suivant une Loi constante
qui détermine la position de tous leurs points,) et en lignes irréguliéres, (décrites sans aucune
regle précise et qui ne sont point I’objet de la géométrie).

Texte 4. Gabriel Cramer, (1704-1752). Introduction & P’Analyse des lignes courbes
algébriques, 1750"

Chapitre 1 : De la nature des Lignes Courbes en général, & de leurs equations.

1. Toute Ligne est Réguliére ou Irréguliére. Les Lignes irréguliéres sont celles qui sont
décrites sans aucune régle certaine, ou connugé. Tel est le trait que forme au hazard un
Ecrivain. Ces Lignes ne sont point I’objet de la Géométrie : elles ne lui donnent aucune prise.
Car un Géométre, pour chercher & démontrer les propriétés d’une Ligne, doit partir de la
Définition, ou, ce qui est la méme chose, de la maniére dont cette Ligne peut étre construite ou
décrite. Mais les Lignes irréguliéres n’ont aucune Définition ou Description réglée et connug,
qui les distingue de toute autre Ligne.

2. Les Lignes réguliéres sont, au contraire, celles qui sont décrites suivant une loi
constante qui détermine la position de tous leurs points. Il y a quelque propriété uniforme qui
convient également a tous les points d’une méme ligne réguliére, & ne convient qu’a eux
seuls. Cette propriété constitué la Narure ou I’Essence de cette Ligne. Ainsi, la nature du
Cercle consiste dans 1’égalité de ses raions. C’est cette égalité des raions qui distingue la
circonférence d’un Cercle de toute autre Ligne courbe, & qui détermine la position de tous les
points de la Ligne circulaire, en les fixant tous 4 une méme distance du centre.

8. Mais, avant que d’aller plus loin, il est & propos de remarquer ici, qu’il y a des
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analytique.
i Si on décrit, par exermple sur le diamétre AB, un Cercle ADB, & qwabaissant de
h I\cjlue. pom't‘D dela cucomference une perpendiculaire DP sur le diamétre AB, on Ia prolonge
ol » Jusqua ce Ic\l/llle PM soit égale a I’arc correspondant AD : la Courbe AMC, qui passe par
ces points sera réguliére, étant décrite sui i uni ’
R \ ivant une loi uniforme. O i
pourtant la représenter par aucune équati Sbri Simus verscs AP
quation algébrique, parce que prenant les Si
' ; A geb A nus verses AP
pour les abs’msses, on n‘a aucune maniére algébrique d’exprimer leur rapport aux arcs AD
aux ordonnées PM qui sont égales 4 ces arcs. o
our legzsisst(i)rtes dedCou;Ibes sont appelées transcendantes, méchaniques, ou irrationnelles -
nguer de celles qu’on peut représenter ¢ i lgébri ’
par des équations algébri & qu’a
cause de cela, on nomme Courbes aloébri Sométri Tles, Coest st
, gébriques, géométriques, ou rationnelles. C’
pour les Courbes transcendantes qu’on a besoi : ot petits, aui Dumt
les € esoin du Calcul des infiniment petit i i
des équations propres & exprimer la nature de ces courbes. & pemis, aul founi

Combeslléng};lt'es ces inflexions & ces courbures, & en général toutes les singularités des
gebriques, dont le § précédent n’indique qu’une partie, sont si fidelement

exprimees par I’équation qui en marque la nature, que la Courbe tracée sur le papier ne
€quation, quand on entend ce langage. 11

preésente rien aux yeux qu’on ne puisse lire dans son
yse trouve dans une Courbe, par le calcul de son équation, des

arrive méme souvent que I’ Anal
singularités que les sens ne pourroient Jjamais découvrir.

Soulignons un nouveau quali i i i
transcendante. Ce terme avait étcii ﬁiﬁﬁf o Lesont pons e o
peqne‘ctait le calcul infinitésimal qu’il venait
outil extrémement performant, celui de ]
lignes courbes (1696), selon le titre du |
5 Leibniz se démarque nettement de D.

ppal celui de courbe
par Leibniz pour tenir compte des avancées que
’ de créer avec Newton et qui fournissait un autre
'Analyse des infiniment petits pour | ‘intelligence des
tvre fameux du Marquis de L’Hospital. Dans le texte

: escartes car il a compris 1’i Scl
o se dé e n ‘ p Importance spécifiqu
alcul différentiel et intégral pour les questions de mesure. Revenant aux orli)ginesq di: tl

ométrie ] il sai inci
g (metria, mesure), il sait que le ressort principal de leur résolution réside dans des

I3 . . 1 r] . . l : 1 ff D ro
Y .
CpEIa 0ns qul ne son paS a ge Ilques mais ana 3 thues ( 11Ierential lon’ somma lons! SeIleS)?

Texte 5. Leibniz,

Extension des m Sométri

2 esures géométriques grice a jo

uni e g a une maniere absolum
verselle de réaliser toutes les quadratures par le mouvement...1693' fument

>
>

Algébriques, dont 1'i

Courbes réguliéres dont on ne peut pourtant exprimer la nature par aucune équation

" G. Cramer, Introduction d I'Analyse des lignes courbes algébriques, p. 1 & 3.

infinitésimal, p. 252 3 255.

nconnue pOSSCdC un degle detelnllne- IVIaIS, par Ilatule, la Geometrle deS
mesures n’est pas legle l)a] 1 Algeble, meme s 11 arrive pariOIS (a savoir lOISqu 11 S aglt de

12 s
G. W. Leibni ia di 7
W z, Suppementum geometria dimensoria... Trad. Marc Parmentier, in Naissance du caleyl
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quadratures ordinaires) qu’elle se raméne a des grandeurs Algébriques; de méme que la
Géométrie de détermination n’est pas du ressort de I’ Arithmétique méme s’il arrive (dans le
cas ol les quantités sont mensurables) qu’elle se raméne 4 des nombres, soit des quantités
rationnelles. 1 en résulte trois sortes de grandeurs, rationnelles, Algébriques et
transcendantes. L’origine des grandeurs algébriques irrationnelles est Pambiguité d’un
probléme , c’est & dire sa multiplicité ; il serait en effet impossible de regrouper dans un méme
calcul les différentes valeurs solutions d’un probléme, sinon au moyen de racines, or, a
’exception de certains cas particuliers, on ne peut ramener ces derniéres a4 des grandeurs
rationnelles. Mais [’origine des grandeurs transcendantes c’est Uinfinité, si bien que
I’dnalyse correspondant a la Géométrie des transcendantes (dont fait partie la Géométrie des
mesures) est trés précisément la science de I'infini. De plus, quand il s’agit de construire des
grandeurs Algébriques, on a recours a des mouvements déterminés ne faisant pas intervenir de
courbes matérielles mais seulement des régles droites ou, lorsqu’on emploie des courbes
matérielles, on ne doit considérer que leurs points d’intersection ; de méme, pour construire
les quantités transcendantes on a jusqu'a présent utilisé 1’application de courbes sur des
droites, c’est a dire ’ajustement des unes aux autres, comme dans le tracé de la cycloide ou
dans le développement d’un fil ou d’une feuille enroulés autour d’une courbe ou d’une
surface. Voudrait-on tracer géométriquement (c’est-a-dire par un mouvement continiment
réglé) la spirale d’ Archiméde ou la quadratrice des Anciens, on le ferait sans peine en ajustant
une droite sur une courbe, de telle sorte qu'un mouvement rectiligne se regle sur le
mouvement circulaire. Voila pourquoi, bien que Descartes ait fait, je suis loin d’exclure de
telles courbes de la Géométrie, car les lignes ainsi décrites sont exactes, elles recélent des
propriétés trés utiles et sont adaptées aux grandeurs transcendantes. Il existe néanmoins
d’autres fagons de construire les courbes, comportant 1’adjonction d’un élément Physique. Tel
serait le cas si on résolvait un probléme de Géométrie de détermination par des rayons
lumineux (ce qu’on pourrait souvent faire avec profit) ou si on procédait comme je 1’ai fait
pour quarrer I’aire de I’'Hyperbole, autrement pour construire les logarithmes, en composant
un mouvement uniforme et un mouvement retardé par un frottement constant, ou encore grace
4 une corde ou une chalne pesantes qui donnent naissance a la Chainette ou courbe
funiculaire. Pourvu que le mode de construction soit exact, il entre dans la Géométrie
théorique ; pourvu qu’il soit commode et utile, il a droit de cité dans la Géométrie pratique.
Car un mouvement réalisé selon des hypothéses déterminées est du ressort de la Géométrie au

méme titre que le Centre de gravité.

Ainsi, a partir du moment o0 nous acceptons le mouvement parmi les réalités susceptibles
d’étre traitées mathématiquement, ce que Descartes ne conteste pas, il n’y a pas de raison
d’exclure certaines courbes, sous prétexte qu’elles seraient engendrées par des mouvements
composés n’ayant entre eux aucun rapport qu’on puisse mesurer exactement. Pour Leibniz, si
nous voulons mettre les mathématiques au service de la compréhension de la Nature, rien ne
doit &tre exclus a priori: il existe d’autres fagons de construire les courbes, comportant
I’adjonction d’un élément physique. Pourvu que le mode de construction soit exact, il entre
dans la Géoméirie théorique ; pourvu qu’il soit commode et utile, il a droit de cité dans la
pratique. Le Journal des Sgavans publié par I’ Académie des Sciences de Paris, (année 1692)
entérine cette nouvelle maniére d’aborder les problémes posés par la Nature et par les
multiples activités humaines. En voici le début.

123

T .
exte 6. Extrait du Journal des Scavans ( année 1692) : De la chainette, ou solution d’un

probléme fameux, proposé par Galilei, pour servir d’es.

’ ! sai d’une nouvelle an yse d.

infini, avec son usage po 7 velle analyse des
ur les logarithmes, et u jcati i D

navieution g Yy ne application a Pavancement de la

DE LA CHAINETTE, OU SOLUTION D'
, D'UN PROBLEME FAMEUX, P
GALILEL POUR SERVIR D'ESSAI D'UNE NOUVELLE ANALYSE DE’S IIEI{I?I;(I)SS%A\%EE

SON USAGE POUR LES LOGARITHM
DE LA NAVIGATION £ ES, ET UNE APPLICATION A L'AVANCEMENT

]}’Ana.tlyse ordinaire de Viete et de Descartes consistant d
equations et 4 des lignes d'un certain degré, c'est-3-
D'escartes pour maintenir l'universalité et la suffis
d'exclure de la Géométrie tous les problémes et toute
c:tte m;’thode, sous prétexte que tout cela n'étoit que
:x :;Z .lzlir’leeﬁelsae;ieg‘; €tre cql}sFru.ltes, ou imaginées par le moyen de certains mouvements
il s e ont fs p;oprletes 1mpc3rtantes et que la nature s'en sert souvent, on peut dire
btoient poecia un COaute se'mblabl‘e ? cellle qu’ll. avoit reprochée a quelques anciens, qui
fout I rostn s A% ¢ nstructions, ou 101‘1 na besoin que de la régle et du compas, comme si
lignes cut e ot d'acamql(lie. Mr. ’de Le-zzb’mz ayant remarqué qu'il y a des problémes et des
g e sont Ou‘;(;l;lanzg're dgtem.une, c'est a dire, quiil ¥ a des problémes dont le degré
egrt, oot oy 04 dema é, et ‘es lignes dont une seule passe continuellement de degré en
e 5 téserst g o B r;zenzer aun ‘calcul nouveau, qui paroit extraordinaire, mais que la
Clest oo quil oot ;) esd e }')robl-emes franscendans, qui surpassent 1'Algebre ordinaire
s ot Dpele .natyse des mﬁnzs:[...] Elle montre un algorithme nouveau, c'est a dire.
e incomgarabl :;01'1 e:,‘ g. sot‘lstralre, d§ mult.iplier, de diviser, d'extraire, propre aux’
o compa o par: amrec; e; l—la— ire & celles qui sont infiniment grandes, ou infiniment petites
clle it oraison d incomu. ! e eI;}ploye les cquat19ns tant finies qu'infinies, et dans les finies
s xacinen, e con d'es ans l'exposant d_es puissances, ou bien au lieu des puissances ou
o mar,quée e ;ﬁ: nouvel‘le affectlog des grandeurs variables, qui est la variation
iférensns. gos. coamooral decarlal;:;[;:;es, Zt qui consiste dans les différences, ou dans les
comme les racines le sont aux pufssancl;s. ", amauelles les somme
Une partie des élémens de ce calcul

de Leipsic, on I :

dans la réduction des problémes & des
dire, au plan solide, sursolide etc. Mr.
ance de sa méthode, trouva 3 propos
s les lignes qu'on ne pouvoit assujettir a
mécanique. Mais comme ces problémes

S sont réciproques,

istique; aux loix harmoniques

o ouvement ! . de I'Astronomie setad
g nsequence. Cette méthode fut applaudie et suivie d'abord par quelques pefszlrlx:::

habiles. My jge s' it en’

conms o ;lfsric:fres i eeﬁeze;:étd ent.Ang{:teI\r/rIe 3 et ensuite Mr. Bernoulli Professeur de Biéle

" : uctions de Mathémati I Studié :

. ' ( que, layant étudiée et en a 2
portance, pria l'auteur publiquement de l'appliquer 4 la recherche de lzal;itgrr:n z:lr'grlll:

encore déterminée jusqu'ici, ,
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G.W. Leibni 1 ]
Leibniz, Mathematische Schriften, herausgegeben von C.1. Gerhardt, p.258-259




idement faire exploser le champ des mathématiques de

14
i ées.”” Le moteur
i ? jon aux ressources InsOUPGONDEC e
’¢ ir un domaine d’exploration ‘ T oa sopatition
1 epoque et 5) };Wrrlrrlinant de cette explosion est le congept de fonctlop‘ qufOiS S P
principe! ett ede Leibniz dés 1673" mais n’est défini pour la premiére
dans un texte de

Jean Bernoulli : ;

On appelle fonction d’une gra

ce sol?tp de cette grandeur variable et de cgnsfantes,d’

et il propose la lettre ¢ comme « caractéristique »

entre parenthése (donc sous la forme ¢ X).
La formule :composée de quelque

*
i R textes de 1 : lles »
iberté d’ tion, ; mais tous les . e onctions usuelle
fiberté & 1tn Vﬂ; limijtée aux opérations de I’algébre et complétée par les « fi
« composition

. ) .
¢ giecle : fonctions logarithmes €
’ s autre au XVII" sicc . nes
i ttent en place 'une apres . oo I itve de
qui seenl‘:il:Hes puis fl'z)nctions circulaires et hyper'bohquef et lle.lrj’ (r)(:lci?:p gariﬁon e
expon oser a’utorise aussi P'utilisation des itérations a.l .mﬁm ,f o e
tiesscgigguits infinis. Mais finie ou infinie, la composition Seouall)hysi cjlue T e
; . 1été géométri u mécanique \
. . . it une propriété géometrique o ue ou PhyS) e compte
e e ?&}‘3: ltou exgrixgxant une loi de la Nature. Il s’agit d étudier e?t ;ft et
3‘1 s Lrlajefésldé la Nature en les traduisant en équations qui en favoris
es régulari

& é ités ¢’est la continuité .
i e de ces régularités c’es ‘
oy O ons 8 A CafaCtefe continu est donné dans la chose sensible et est donc

ue pour Aristote, 12 , e s do
e qd 1p hysique ; il est donné et non construit : c€ 1t c?st ni un. .bleg) e o
b O esttes, (awel : ui est divisible en parties toujours divisi

par ties Hldl v 1S1bles’ (J appe”e 42 n“Il” ce q , (
g d urs. Lelbnlz Iepl‘end cette thCOIle, mais €n la tIaIleeram du dOIIlalne de la phySIq ue (ou
randc

Smati ilui et d’en préciser certaines
la cantonnait Aristote,) & celui des mathématiques, ce qui lui perm P

car acterls)th ues :
16 0! tS et Ie arties n ap araissen dal’lS [e COIltlIlu que du falt du “lathe“latlcle]l
2) S p 110 S p S p t

i ivisi ntinu.
qui, au cours de ces élaborations, effectue de§ d1v1‘sxotnfl Sexg ci(e)s div{SionS Dosibles o pouveat
? . e . “
i ble a volonté, mais to ) ' pe
) e o omps i donc jamais étre décompose en points,

i : é continu ne peut donc J ‘ .
j >opérer en méme temps. Le : jar O P des
e il)opsei I’on divise un continu en deux parties (qui & leur Four ch);xtl,m fen ene: co;lﬁnu

i e en commun, a sav:

i arties ont quelque chos

continus), alors les deux p
.17
i nt.

ou tout au moins un pol )

La conséquence au niveau des courbes' etdde?
peut pas y avoir de discontinuité dans les lois .,e :
expriment, ni dans les courbes qui 1leur sont assc;c;s‘:ee: p vt ot cotte rigle & légard s

3 a nature, e ,

Tout va par degrés dans

changemens est une partie de ma loy de la continuite.

Cette nouvelle analyse va rap

ité 4 aniére que
ndeur variable une quantite composee de quelque m q

. s e 1
une fonction, mais sans €crire I’argument

. . te
maniére que ce SO, laisse appz,i}'em’me.nt c'lc?u
époque montrent bien qu il s’agit d’une

fonctions, ¢’est que pour Leibniz i.l ne
a Nature, ni dans les fonctions qui les

n réle en histoire des mathématiques et pour leur
ndente ebene Kurven, 1902

XIX*™siecle, p. 35. .
e Zénon, in Le Labyrinthe du continy, P.

4 Pour un inventaire complet des courbes ayarg {:unes:e
étude, voir Loria G., Spezielle algebralsc}xe un 'a cen
5 Cf. Youschkewitch, Le concept de fonctt'on jusquAayt e ose &
16 of Hervé Barreau, La physique du continu chez Aristote,

3als.

. . . 5 84
17 Cf Herbert Breger, Le continu chez Leibniz in Le Labyrinthe du continy, p.76 &

18 1 eibniz, Nouveawx Essais, chap. XV1, § 12, p. 455.
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D’une certaine fagon, 1’équation méme de la courbe contient ce principe de continuité,
puisque les variables, en passant d’une valeur & une autre, passent nécessairement par toutes
les valeurs intermédiaires. Cela ne veut pas dire que le discontinu n’existe pas ; mais alors il
ne traduira pas une loi déterminée. Il manifestera un changement de loi ou méme, une absence
totale de loi, c’est-a-dire Iirrégularité, ’absence d’ordre, tel ces courbes tracédes d'un
mouvement libre de la main. Cela apparait nettement dans le texte n° 7 qui suit, dt 4 Euler.

Texte 7. Leonhard Euler, (1707-1783) De Il'utilisation des fonctions discontinues en
analyse , 1765.

1) Ce qu’on enseigne habituellement en analyse sur les fonctions, ou quantités déterminées de
quelque maniére que ce soit par une variable, se réduit aux seules fonctions qu’on appelle
continues et dont la formation dépend d’une certaine loi. Cela se voit principalement par la
doctrine des courbes, pour lesquelles les ordonnées, en tant qu’elles sont déterminées par les
abscisses, tiennent lieu de fonctions. Si bien que la nature de toutes les fonctions peut étre trés
avantageusement représentée par des courbes. Ainsi, de quelque maniére que la quantité y est
déterminée par x, c’est-a-dire quelque fonction y qu’on ait de x, on peut toujours tracer une
courbe dont I’ordonnée y corresponde précisément 2 une abscisse quelconque, et estimer que
cette courbe représente convenablement la nature de cette fonction. D’ou, réciproquement, si
I’on pose une courbe quelconque, ses ordonnées exhibent certaines fonctions des abscisses. La
nature de ces fonctions est constituée dans la nature méme de la courbe. Tant qu’a chaque
abscisse, en effet, correspond une certaine ordonnée, on considére 3 bon droit sa valeur
comme une certaine fonction de ’abscisse. Ft lorsque 1’ordonnée devient imaginaire, ou

lorsqu’elle prend simultanément plusieurs valeurs, on distingue parfaitement bien cette
particularité a partir de la nature de la fonction.

2) Mais il est bien avéré quwen Géométrie sublime on n’a point coutume de considérer
d’autres courbes que celles dont la nature est définie par une relation précise entre les
coordonnées exprimée par une équation ; en sorte que tous ses points soient déterminés par
une méme équation ; comme par une loi. Et parce que I’on pense que cette loi renferme en elle
méme le principe de continuité - car toutes les parties de la courbe se tiennent par un lien
tellement étroit que ’on ne peut trouver de place entre elles pour un changement si ’on
respecte le lien de continuité - pour cette raison dis-je, on appelle ces courbes des courbes
continues. Peu importe que Péquation qui contient leur nature soit algébrique ou bien
transcendante, connue ou méme inconnue, 4 condition que nous nous rendions compte qu’est
donnée une équation par laquelle la nature des courbes de ce genre est traduit. On n’envisage
pas ici la continuité du tracé qui expriment les branches des courbes : les deux branches
conjuguées de I’hyperbole constituent aussi bien une courbe continue que la parabole ou
Pellipse, méme si les deux tracées de cette courbe sont tout a fait séparés ’un de I’autre. On
attribue en effet la continuité 3 ces hyperboles séparées pour cette raison que toutes deux sont
contenues dans une seule équation a partir de laquelle elles peuvent étre formées. (est sur

cette base qu’il conviendrait que ce que P’on a I’habitude de discuter ordinairement ici oula
quant a la loi de continuité fiit interprété et ramené a une notion déterminée.

3) Une fois posé le critére de la continuité, ce qu’est une fonction discontinue, ou dénuée

' L. Euler, De l'utilisation des Sfonctions discontinues en Analyse, Trad. fr. par J. Dhombres, Cahiers du Séminaire
d’histoire des mathématiques (1987b), tome 7,p.35.




126

i S inées par
d’une loi de continuité, saute aux yeux. Car toutes les .coulrlbes qltu‘nrer:1 :iin;eizfrﬁﬁssgm
aucune équation précise, ainsi celles que l’qn tr’ace habitue e_g;en (?ur ain leves ’courbes’ o
de telles fonctions discontinues. En effet, 1% n ’es} pas pqsmd e ;{) e e O o o0
définir les valeurs des ordonnées selon une loi p’re’cxse a p,artl‘r es ? s1 e .la s courbes de oo

en tant qu’elles s’opposent au genre précédent défini par la loi ;1 contt es,” ot
gengées couramment “ mécaniques ”, mais avec plus de précision . discon 1tr‘1undraient
Zle)'fluées de la loi de continuité. En effet, ce niest p_as’parce que leursr pl::;ttliec:)sn ngxséee . 12 draient
pas entre elles, mais parce qu’elles ne sqnt det?rmmees par gucur:;:éi?e o ot rogmmstion
tracés quelconques qu’on dessine & main levée sur du papier, e O oien
continue, doivent étre considérés, d’aprés c;:'e‘rte g:ling}flﬁ; c;rg;xion e ]Sans o o
Or, i i tracés de ce genre dépen : - Dans ce gen
Z:ra’lelrln:;rtwinq‘foi%e:anger les lignes communément appelées mli(tei;l Ocre:;:x o(lil,llmoen ngg{l;lé
: ¢ i i éme les
ensemble des morceaux prélevés sur diverses courbeg,.vmre mém o sgone it do
igne mais joints d’une autre maniére. Dans ces cc?ndlt1ons, le périmétre p’ e
;\%res ligner droites, et les lignes formées de droites etAd’arcs. c‘iie cercC;Le,cztsl deiu'g;f c:haque
quelconques, appartiennent égalemer}t a ce genre. Merpe st an?e - o énﬁer un; -
e e e é?uaﬁon tp réc:ls e’ccc))xrlltirrl;ilt)g uzl’eexsltnszfnlzl?lg il faut tenir tous les tracés
Squati e ’exige le caractére de . , ous :
:l?i?g:ﬁ:?g des lignes discontinues, exactement comme ceux que 1’on trace  main levée.

3 i nre et
4) Or, il est de soi évident qu’on n’accorde aucune place a toutes les.hgnes dtefceaﬁzée o
autres’ fonctions discontinues en Analyse géométrique, olt l’etu'de est uniquemen eoczagon o
i6té i idérées, travail qui ne peut en aucun .
la recherche des propriétés des lignes cons » travail qul ceises, Crast pousouo Ia
is si i dépend d’une loi et équation précises. u
entrepris si la nature des lignes ne : ; ! prec s porane
Some S iné tte raison, n’ont pas hésité a pro X
lupart des géométres, déterminées par ce ' : : . :
?anf dela gé(g)métrie que de I’ Analyse universelle, toutes les lignes et folr;ctlons .dxsccl)ntl?;:llzsb :
. . e
j i j s répugne cette science. Du moins .
de les rejeter parmi les objets auxque ¢ e. Du moins | e
d’ALEMBEJRT a ouvertement soutenu cette opinion, alors que, quant a moll, g avasl,sé ?eerf(eign; o
i ¢néral de telle maniére que ma solution
mouvement des cordes vibrantes en génér le ! ° endit & tous
i $t¢ imprimés initialement 4 la corde. Peu apres,
les mouvements et figures qui ont €t¢ imprim it a e la Bgure
Smi i jecté qu’ t pas du tout définir un mouveme '
éminent Monsieur m’a objecté qu’on ne peu fu tou ement 51 18 ere
initi imprimée 2 it de continuité en ne provenant d’auc q
initialement imprimée a la corde manquar enn - ’ ° Sauation
i initi tinue, la détermination
el i i la figure initiale de la corde fiit discon > ' on d
D ovemont liéseu o i a I’Anal t il serait tout a fait
i ’ i e fagon a I’Analyse et i -
mouvement ultérieur n’appartiendrait en aucun' ; . B o o it
i i i i 3 tte objection, & la vérité j’ai répondu
interdit de vouloir en faire I’étude. A ce on, ] . :
satisfaisante et, técemment, le célébre LAGRANGE a si bien défendu ma solution dans les acte
de Turin qu’il n’y a place désormais pour aucun doute quelconque.

. . o des
5) C’est pourquoi une question de trés grande importance se pose ici : cllu.er)d(;t cinoinlenesterd des
i i i i Scrites en 1’absence d’aucune loi ? Peut-on, .
fonctions discontinues et des lignes décri ' ) Peuton, et cant
? Dans le probléme mentionné a I'instant,
e place en Analyse ? i
quelle mesure, leur donner un . : s e probleme mentomé & st
bi une perturbation initiale et don g !
n’y a aucun doute que la corde qui a sul |2 figure pe savral
S S iné S i un mouvement et, tant qu’il durera, '
étre déterminée par une équation, acquerra . ¢ 1, ta e ise
i t précis. Leur détermination est assur
chague instant une figure et un mouvemen : ion e . i
a 1’3\nalyse et & la science du mouvement, que les bornes imposées a riotre ;onzss:sgx(lm e};
tion meéritera toujours toute notre '
suffisent ou non. Dans les deux cas la ques on m . e o
isqu’il s’agi idérati des quantités, il ne fait pas de doute que q
uisqu’il s’agit de considérations sur . : \ ue cett oo
felé\?e du domaine de I’ Analyse. Et ici, point n’est besoin de demander jusqu’ou s’étend n

i i Vv 5 deS
né i i i & S & ’ t blen souvent sue Sang et eau sur
penetratlon pu1Squ’11 n’eSt guere de geometre qul n'es
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questions dépassant ses forces. Il n’est donc nullement interdit de songer & s’occuper de
questions de ce genre et il faut bien plut6t s’y appliquer avec plus de soin. Aprés avoir estimé
exactement les difficultés, j’ose en outre assurer que ma solution du probléme des cordes
vibrantes, prise au sens large, est bonne et que C’est cette solution qui, avec bonheur, justifie
les fonctions discontinues. Mais je reconnais de surplus que ce probléme doit étre rapporté a

un genre particulier d’Analyse, jusqu’ici peu travaillé, dont la force et la nature résident en
cette intervention nécessaire des fonctions discontinues,

Une fois de plus des appréciations contradictoires sont

portées sur un type de courbes
que certains voudraient rejerer

parmi les objets auxquels répugne la géometrie, alors que pour
d’autres, comme Euler, i/ ne Jait pas de doute que cette question reléve de | Analyse.
Qu’est ce qui a pu conduire 3 cette divergence, qu’est ce qui a amené certains mathématiciens
a prendre en compte les lignes dont la nature ne dépend ni d’une loi ni d’une équation
précise ?

Inventé pour gérer au moyen du calcul différentiel et intégral les multiples problémes
soulevés par la mathématisation des lois de la Nature, le concept de fonction s’avére 4 la fois
trop imprécis et trop pauvre pour en décrire toute la richesse. Il est alors du plus grand intérét
épistémologique de comprendre sous quelles contraintes, en vertu de quelles exigences, un tel
concept se précise, se détermine, s’enrichit. Il se passe un peu le méme phénoméne que celui
qui s’est produit pour ’enrichissement par étapes du concept de nombre. Celui-ci était
d’abord uniquement rationnel et positif. Peu & peu, des problémes s’exprimant par la
résolution d’équations numériques ont conduit les mathématiciens & introduire les nombres
sourds (irrationnels), puis les négatifs, enfin les complexes.

D’une fagon semblable I’enrichissement du
principalement lorsque la fonction, d’
courbes, devient lui méme un objet de

concept de fonction va se faire
abord simple outil de formalisation des propriétés des

calcul, de réflexion et de recherche propre. C’est par la
résolution des équations différentielles que le stock des fonctions va rapidement s’élargir
jusqu'd engendrer des monstres mathématiques totalement imprévus et surprenants. Un
exemple simple et tout & fait représentatif nous est donné par Euler quand il résout Iéquation
différentielle :

’ 2 2
s Y Ty dxdy  ffydx
Y+ —- ;=0 ( Buler écrit ; ddy +2——~ y 20)
X X x x
11 trouve comme solution générale les fonctions

y=4s zn(—; + 0‘) ol A et o sont des constantes quelcongques.
Ces fonctions font tout a fait partie de ce
remarque bien qu’elles présentent un probléme inédit en zéro :

que Euler appelle fonctions continues ; pourtant i

Lorsque x croit de 0 dw, 1 ‘angle ;4'0‘ va de infini dans le fini, de sorte que le sinus

Dprend une infinité de fois toutes les valeyrs intermédiaires entre +1 et -]?

Il y a cependant une différence essentielle av
numériques , du moins polynomiales .Pour celles-ci
théoréme fondamental de Palgeébre, énoncé par Girard
d’algeébre recoivent autant

€C ce qui se passe pour les équations
il existe un théoréme d’inventaire : le
en 1629 et qui dit :Toutes les équations
de solutions que la dénomination de Ig Dplus haute quantité le

* Euler institutiones calculi integralis , vol Il p. 355.
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démontre. Ce théoréme de dénombrement permet de vérifier qu’aucune racine n’a été oublice,
quitte, dans un second temps a écarter celles qui ne conviennent pas a la réalité du probléme
formalisé par l’équation.3

Mais au XVIIF siécle il n’existe pas de théoréme analogue pour les équations
fonctionnelles, qui permettrait de s’assurer d’avoir trouvé toutes les solutions, de quelque
nature qu’elles soient. Les mathématiciens vont bien inventer un concept spécifique : celui de
solution générale d’une équation différentielle. Mais le terme solution générale reste entouré
de mystére. Comment étre sir que la solution générale contient bien toutes les solutions
possibles ? Surtout si Pon sait, comme Euler encore 'avait découvert, que a la solution
générale de certaines équations différentielles il faut ajouter une solution singuliére définie par
I’enveloppe des courbes données par la solution générale r

Vers le milieu du XVIII® siécle, la problématique liée aux équations différentielles va
subir une double évolution :

1) étude des équations différentielles ordinaires devient une discipline autonome
séparée de ses origines physiques ou géométriques ; leur intégration devient un probléme en
soi, sans référence obligée 4 un probléme de physique ou de géométrie,

2) la fagon méme de poser le probléme de D’intégration change. Au début, on exigeait
des solutions exprimées en termes de fonctions élémentaires, algébriques ou transcendantes.
Bientdt, faute de mieux, on se satisfera de ramener ]’intégration & un probléme de quadrature,
ou 4 un traitement a I’aide de séries, sans pour autant supprimer la question d’une possibilité
d’achever I’intégration en termes finis et bien explicites.

Les équations aux dérivées partielles présentent un certain retard par rapport a ce
phénomeéne. Elles restent encore trés stimulées par des problémes pratiques d’origine physique
ou astronomique. Le meilleur exemple en est I’équation des cordes vibrantes.

Dans un Mémoire publié en 1847°, d’Alembert étudie le mouvement d’une corde
vibrante fixée aux points x = 0 et x = L d’un axe. Il montra en particulier que si y(t,x)
représente le déplacement & I'instant t du point d’abscisse x de la corde, alors y(t,x) vérifie

52y 2 52)’

I’équation aux différentielles partielles (on ne disait pas encore dérivées) : 5t 2 Sk 2

Les solutions de cette équation sont de la forme y(t,x)= o(at+x )+y(at—x ) , ol
@ et sont deux fonctions arbitraires. Les conditions initiales restreignent ces solutions aux

1
fonctions vérifiant y(t,x) = E[f (at+x)— f(at - x)] ou f désigne la fonction associée a

lacourbe génératrice du mouvement, c’est-a-dire la forme qu’a la corde avant de la lacher et la
faire vibrer. D’Alembert ajoute que cette courbe doit étre “ une fonction impaire, continue et
périodique de période 2L.” Cette restriction ne convient pas du tout & Euler qui rétorque
aussitdt que la courbe génératrice peut étre n’importe quelle forme réalisable compatible avec
la nature physique du probléme. Par exemple , la fagon la plus commode de mettre une corde
en mouvement est de la tirer par son milieu avant de la lacher, de sorte que sa forme initiale
soit celle de la figure ci-contre. Seulement , une telle courbe n’est plus continue au sens
d’Euler, mais mixte, car pour écrire son équation, il faut deux relations distinctes. La
polémique va encore s’enrichir par I’intervention d’un troisiéme personnage,

3 Cf. Jean Dhombres, Un texte d’Euler sur les fonctions continues et les fonctions discontinues, véritable

programme d’organisation de I'analyse au 1 & siécle p. 25
4 Buler, Exposition de quelques paradoxes dans le calcul intégral, (1756) Opera omnia 122 p. 214 4 236.

5 D’ Alembert, Histoire de I'Académie de Berlin , 1747, tome I, pp. 214-219, pp.220-249

Daniel Betnoulli, lequel est
arriv§ par une autre voie 3 la
conviction que  tous les
mouvements possibles de la

co incé i : ’
rde pincée, y compris ceux proposés par d’Alembert et Euler, peuvent se traduire dans

; .
T.

+00
I’expression : ¥(t,x ) = a sin( k”x) (kjm)t
: ) co :
k§=:1 k I 5 I . Cela ne peut convenir 2 Euler
qui voit dans une telle expression une fonction continue, et qui par conséc.luent ne peut
représenter la fonction génératrice obtenue par y(0,x)= f(x)= Zak sin(-]fﬂ)
L

0 I
Cerll u\izoclit’lllarizns?; tiaver’s clie cette l<):ontroverse que le probléme posé au mathématicien dépasse
ple resolution. Pour résoudre les équations foncti i i
hui onctionnelles, il doit d’abord
préciser le sens de sa recherche ; la nature d j i : ritor
' : es objets qu’ *écri
susceptible de les traiter par un calcul. Jets il chesche, leur forme, et Péeriture
Substiml;l;n;s 1Zomh'gnmes amsé arr}ilvés au terme de la premiére partie : 1’équation s’est peu a peu
€ courbe physique puis géométrique que certes ell 2 is qui
cache en elle une potentialité insou 2 ; " e jamas Lospuit ot
c peonnée de nouvelles courbes, que jamais 1’espri i
méme le plus imaginatif n’eut i ton, Un sy humain
: pu mventer de par sa propre intuition. U
s’ouvre la ol intuition géométri ’ cance i calus erce e
. que n’a plus sa place, ol la puissance du cal S
propres objets. La question de concours posé ’ mic de < ershoute e 1o
objet posée par I’ Académie de Saint-Petersh.
reproduite ci-dessous, est 4 I’interface d i e dont & el ot
, e deux mondes : celui d Salité
abord physioe e o5t face de de : 1 des courbes dont la réalité est
3 si celle-ci est idéalisée par la géométri i
I - : e-ci ¢ . geometrie, et celui des courbes définj
par une equation mais dont la réalité physique peut étre trés difficile 3 imaginer fnies

Détermin ] { itrai ]

d,'fféren;‘e]’} si le_s fonct;ons arbitraires introduites par | ‘Intégration des équations aqux
teiles qui ont plus de deux vari j
ariables, appartiennent ¢ d
e reniel ‘ tp » ap a des courbes ou surfaces
gar o ’zous, soit all%)ebrzques, Iranscendantes ou mécaniques, soit discontinues ou proé;ites
ve L S

ment libre de la main ; ou bien si elles ne peuvent légitimement étre rapportées

qu a dES cour bes Conlinues et .Suscepl bles d elre €xpl imees pa’ des equallons al eb’ lque ou
i r
g s

Deuxiéme partie : de I’équation vers Ia ligne.

Faiso int: 3 i¢
gendrals qu:sl’ cl)c; f;)élﬁz 'j a lq ﬁn7du XVIIIémC; siécle, quelles sont les courbes les plus
bl pe lon Sa maginer ? Le }1en to’ujours exigé entre I'intuition géométrique et
T antro pon conditio;ix ;uie c;:rtame idée de régularité d’une part, et 'équation analytique
e pa Zii ’ e classement des courbes en trois catégories : les continues, le
, scontinues. Toutes les courbes continues algébriques ont une équation,qusi

peut s’écrire sous la forme d’ 6 Z iy
d'un polyndme : a;x'y =0, Toutes les fonctions

transcend g i
P alr;ites (ilogt l.es representations sont aussi des courbes continues) ont un
qui peut s’écrire, au moyen de la formule de Taylor, sauf peut-étre en certain:

points : ¥ = a,x% & i
Z k , les oy étant des entiers et la somme infinie (ce qui définit

Scf. L. Smoi
F. A. Arbogast (1759-1 803), Mémoire sur la nature des Fonctions arbitraires...(1791)
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i e erturbent
justement son caractére transcendant). Mais deux types de probléemes p
i tte trop simple situation. . ) o
raplder?;%’iiues f(fnCﬁOIIJIS et d’autres courbes commencent a app?rame, p:mf;é)z:él:rrints?et
issues de la physique mathématique, bien analythues,au sens qu’elles (CJ)EI ntlle ¢ eerinure
sous forme d’une (et une seule) équation, celle~c1’ se présentant corpmi ,ss et
fonctions trigonométriques mais présentant d’étranges discontinuites.

Fourier (1768-1830) avait découvert la série

1 1 1 ,
T - —cos Sy ——cos7y+...
ij—cosy 3cos3y+5cos y 7

i i i ¢ Bernard Bolzano (1781-
i défini fonction discontinue au sens actuel, donne_par ' (
fgié)d:(:ﬁ;ﬁg‘ﬁiinogauchy (1789-1857). Un peu plus tard, Niels Henrik Abel (1802-1829)

e Ly laquelle coincide avec la
considére la série : f(¢)=z (-1) nsm(n(l’), aq

n=1
! ] -7+ mais pas a l'extérieur de cet
fonction linéaire 1(x) = Ex sur l'intervalle ] ”[,

intervalle. Abel écrit timidement, comme s'il craignait d’aﬁ”rontgr l’autc,>r1'Fe dﬁ Cﬁ%ﬁz
g:n avait. “ démontré ” qu'une série infinie de fonctions continues était elle

continue : . N
Mass il me semble que ce théoréme admet des exceptions. Par exemple la série

1.
sinx——;—sian +—3-szn3x—...

2 7 on sait,
est discontinue pour toute valeur (2m +1) 7T de x, m étant un nombre entier. Il y a, comme A
s, \ 8
ucoup de séries de cette espéce. . .
bee 5) Ces courbes font 'objet de questions nouvelles' de cara:;:te;e thl;v:l}z
A ) .
topologique, comme par exemple, quel sens donner a lexpresswnt .nune ro1 ; t;iaon 7gDe
; régi isti émontrer une telle a ?

3 distinctes, et surtout comment dém tel ffirm ’
sy demuxmregzons q joi d oints situés de part et d’autre
é : une courbe joignant deux p d’autr
méme, comment démontrer qu : : e Oot e biem e

i ¢ i t cette droite en un point au moins ’

d’une droite coupe nécessairemen roit ( | 31 On peut bien s

idé “ évi ”, et/ou intégrer ce fait dans les axio : .
considérer cela comme “ évident ”, I > axiom e
géométrie. Mais ol s’arréter avec les axiomes, et cette propriété est-elle vraimen
évidente que cela 7 Si nous nous plagons _dans une 4
géométrie pythagoricienne, ot seuls existent 1§s
nombres rationnels, le cercle de rayon _1 peut tres
bien se limiter aux points de
m’ —n? ~ 2mn

—5——,——> 3| m et n entiers
m? +n +n2]

coordonnées (

non simultanément nuls et premiers entre eux ;
cet ensemble de points est partout dense et ne
peutétre  distingué physiqueme_nt du cerc’le
classique. Un tel cercle pythagoricien pourtant n’a
aucun point commun awec2 12a b1ssect{1ce
d’équation : y = x. En effet: mn nezpeut 2e‘cre
égal a 2mn car ceci équivaudrait 2 (m-n)* = 2n* ce

? Fourier, J.B., La théorie analytique de la chaleur, p.156.

mm=1) x? + m(m = 1)(m=2) x7 +...,Journal de Crelle, tome
12 123

m
8 Abel, N.H., Recherches sur la série : 1+ —1-x +

1, Berlin 1826.
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qui est impossible du fait queé m et n sont premiers entre eux, (le raisonnement est du
méme type que celui qui établit I'incommensurabilité de la diagonale d’un carré avec son

coté). Ainsi dans une géométrie pythagoricienne, le diameétre d'un cercle ne coupe pas
forcément ce cercle !

Un probléme particuliérement représentatif des
questions posées par le traitement analytique des courbes
nous est fourni par Carl-Friedrich Gauss (1777-1855)
dans la premiére démonstration du théoréme
fondamental de I'algebre”. L’argument utilisé se ramene a
ceci: soient quatre points A B,C,D, consécutifs sur un
cercle. Si une courbe relie A & C et une autre courbe relie
B a D, nécessairement ces deux courbes ont un point
commun. Peut-on considérer cela comme évident ou
faut-il le démontrer ? Et s'il faut le démontrer, le meilleur
moyen n’estil pas de le faire en travaillant sur les
équations, ce qui permet de remplacer un raisonnement sur les figures par un
raisonnement sur les nombres ?

C’est par des questions de ce type que I'on constate un changement dans les critéres de
vérité et de démonstration rigoureuse. Ce changement s'effectue sous I'impulsion
d’ailleurs de Gauss lui-méme et de Cauchy, mais sous I'influence €galement de tout un
courant philosophique qui tente de définir ce qu’est une science pure, c’est-a-dire dont la
rigueur est purement logique, sans recours a I'intuition sensible. La Critique de lg Raison
pure (1781) de Immanuel Kant (1724-1804) a certainement Joué un réle important dans
I'évolution sémantique de I'expression Mathématiques Pures, Georg Simon Kliigel (1739-
1812) dans son dictionnaire’®, consacrera plusieurs pages a cet ouvrage, dans I'article
éfinition que donne Kant, d'une connaissance pure : il
commence par reprendre la définition commune, en quelque sorte au premier degré : "On
appelle pure toute connaissance & laquelle rien d'étranger n'est melé "). Puis il ajoute sa propre
spécification, devenue classique : "Mais une connaissance est surtout dite absolument pure,
quand on n'y trouve en général aucune expérience ou sensation, quand elle est, par suite, possible
completement a priori, "™
Cette définition garderait cependant son caractére statique de simple dichotomie entre les
connaissances pures et les connaissances empiriques basées sur l'expérience, si Kant en était

A

i) Kant distingue celles qui découlent de jugements purement
analytiques ou explicatifs'?, lesquels n'apportent rien de plus que ce qui est déja dans un
concept, de celles qui découlent de Jjugements synthétiques (extensifs) :Zq Mathématique
Journit l'exemple le plus éclarant d'une raison pure qui réussit & s'étendre d'elle-méme et sans
le secours de | ‘expérience®car les Jugements mathématiques sont tous synthétiques’®. Le

€ que les mathématiques procédent par construction des
! c'est représenter a priori l'intuition qui lui correspond,

La construction d'un concept exige donc une intuition non empirique qui, par conséquent, en

’Cf.JPF tiedelmeyer, La premisre démonstration de Gauss du théoréme  fondamental de | ‘algébre, L'Ouvert n°81,
p.-1a12, déc. 1995.

“ Klugel, Mathematisches Worterbuch

"' Kant, Critique de la Raison pure, p.46 ; introduction §VII.
2 Idem p.37.

" Idem p.493,

! Idem p.40.
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. . , ion d'un
tant qu'intuition, soit un objet singulier mais, qui, neanmc;ms, coinmi tcigi:lst(r;ts’{gzﬂung)
, j ‘nérale) doit exprimer dans la représenta .
concept (d'une représentation généra ¢ dans e ioles ampartenant o o
"uni [ qui s'applique a toutes les intuitions p . /
D e o e intuiti empirique, et il en dégage deux,
13 lle intuition pure une telle intuition non empirique, : g X
o s T Sométrie : / e singuliére tracée
P . emple en géométrie : la figur oU
fondamentales : I’espace et le temps. Par ex : guliére i
est empirique, et pourtant elle sert a exprimer le concept sans porter préjudice a son
. 16
universalité””. . . o ' .
La présentation des mathématiques comme jugements synth'i_thules a prloxt'l det su;‘ttgz:nlaz;;:;s:s
i & i ts vont clarifier le concept de m
mis sur le théme de la construction des concep larifier ' hematiaues
i ts de la géométrie soient construits
ures et leeurs exigences. Que les concep . ! uits éta
Earactéristique acquise depuis les Eléments d'Euclide, mais le tex‘wj de Id(arfl:c neenS czgilglgrjli};?:
0i & i éné irique) des constructions de figur
moins le caractére abstrait et général (non emp rig ctions . , e
et empirique) parce que dans cette intuition empirique, on ne considére jamais que l'acte de
17
construction du concept o o . B
Dans un court essai publié en 1810, et intitulé Contribution a une expgst}t;mf des
) .. ; ano,
mathématiques sur de meilleurs fondements , un jeune logicien praguois duhn’O.m e cc()) ;t e
s’il se félicite de la distinction kantienne des jugements .ana'lythu?s et syn:1 .e;ac.;ues,n o
radicalement 1’existence d’intuitions pures (concept qui lui parait contre;1 1;601Cr:s eintuiﬁons
i inci & truction des concepts au moye
donc aussi le principe méme de la cons on . .
pures. Pour Bolzano, les mathématiques ne se distinguent pas des autres smences, par 1 u}slage
d’une forme d’intuition particuliére, et n’ont besoin, pour leurs fondements, d’autre chose
ue de la logique elle méme. ‘ ' o
?)u fait quet:g gepuis Descartes la géométrie et l'algébre interféraient dans l’analyse.par lf;
. .
traduction numérique des propriétés géométriques en termes dequa:[10n§ e.t de Cflonctlons, ;i
devenait logique de vouloir séparer les critéres qui relévent du g’eometflque' e ceux q
relévent du numérique, et donc de mettre en place les régles de pureté mat}}emathue. ot o
Cette volonté stimula de fagon extraordinaire les développemfents de l:analys?, surtout et
d'abord en Allemagne, mais également redonna une nouvelle jeunesse a la géométrie qui

pourra elle aussi se qualifier de géométrie pure.

Un exemple : la démonstration purement analytique du théoréme des valeurs
Dans ;g:fg)lz:‘l;aal’:rsz'alyse publié en 1821 sous le titre Analyse a’lgéb.rique, C’aucihy énor‘lcet ;t
démontre de la fagon suivante le théoréme dit des valeurs interme.dzc.nres : Theoieme V. AS;Z, a
Jonction f{x) est continue par rapport & la variable x entre les limites x=x0,. x=X et .que‘ 07‘1
désigne par b une quantité intermédiaire entre f{x,) et f{X) on pourra t'ou]ours satisfaire ;
l'équation f{x)=b par une ou plusieurs valeurs réelles de x comg?rzses ‘ enfre x, et X.
Démonstration ;. Pour établir la proposition précédente, il suffit de faire voir que la courbe

qui a pour équation y=f(x) rencontrera une ou plusieurs fois la droite qui a pour équation

j . 5 j dent aux abscisses x, et X ;
y=>b dans l'intervalle compris entre les coordonnées qui correspon o

\ .18
or c'est évidemment ce qui aura lieu dans I'hypothése admise.

¥ Idem p. 493.
16 Tdem p.494.
7 Idem p. 494.
18 Cauchy, Analyse algébrique, p.50.
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Clest un argument géométrique sensible, intuitif. La nécessité d'une démonstration purement
analytique n'est pas explicitée'. Elle était pourtant formulée dés 1817 par Bolzano :
1l nly a absolument rien & objecter, ni contre la justesse, ni contre | ‘évidence de ce théoréeme
géométrique. Mais il est tout aussi manifeste qu'il y a Id une faute intolérable contre la bonne
méthode, faute qui consiste & vouloir déduire les vérités mathématiques pures (ou générales)
(cest & dire de | arithmétique, de l'algébre ou de | ‘analyse) des considérations qui
appartiennent a une partie appliquée (ou spéciale) seule, & savoir la géométrie"™°
Cette nécessité n'est pas ressentic Jjustement parce que I'analyse n'est pas séparée encore de Ia
géométrie, dont elle représente seulement P'outil d'investigation le plus efficace.
Ainsi I'une des contributions majeures des mathématiciens du 19¢ siécle, particuliérement
\ i yse sur des bases non géométriques, a travers ce
qu'on a appelé l'arithmétisation de l'analyse, qui d'une certaine fagon illustre admirablement
les théses de Kant citées plus haut, dans ses deux aspects :
- celui d'une mathématique pure ol tout recours i l'intuition sensible est banni,
puisque s'appuyant sur le seul concept de nombre,
- celui de la construction des concepts mathématiques puisque cette arithmétisation
trouvera son aboutissement dans la construction des réels, seul cadre théorique
permettant de réaliser la coupure absolue de I'analyse avec I'intuition sensible. D’oi la
nouvelle situation qui s’impose aux mathématiciens du XIX® siécle, telle qu’elle est
définie par Jean Cavaillés dans e texte n° 9,

Texte n° 9 : Jean Cavaillés (1903-1944), Remarques sur la formation de la théorie abstraite
des ensembles.

Le XIX*™ siecle mathématique s’ouvre par une crise de Uinfini : aux premiéres objecﬁoﬂ
contre infiniment grand et infiniment petit, le XVII™ siécle avait fait succéder une
confiance aveugle, pour le passage a la limite, par exemple, et 'emploi des séries. En
1826, ABEL pouvait se plaindre qu’on raisonne encore sur des séries divergentes : “ eljes
sont quelquechose de bien fatal et c'est une honte qu’on ose y fonder aucune démonstration... Ce sont
elles qui ont fait tant de malheurs et causé tant de paradoxes. " Des malheurs et des paradoxes,
la méthode d’exhaustion avait su se garder tant que réservée 3 la géométrie, garantie
contre les absurdités par Iintuition sensible. La révolution cartésienne, en assurant un
parallélisme complet entre i "étude des variations de
fonctions, incorporait le continu & I'algébre :celle-ci, devenue autonome, devait définir
par ses propres moyens les objets employés, préciser, étendre elle-méme les modes
d’emploi. D’ott deux sortes de problémes : donner un fondement purement analytique
aux notions et propriétés assurées Jusque-1a seulement par I'évidence de leur corrélat

utres hors des limites imposées par I'intuition.

. : fonctions continues, extension des opérations
analytiques, double travail du XIXé™ siecle qui exigeait, pour remplacer I’intuition
défaillante, la création des notions essentielles de la théorie des ensembles.

Le fondement purement analytique donné aux notions et propriétés assuré jusque-

1a seulement par I’évidence de leur corrélat géométrique sera construit entre autres par

¥ Cauchy, cependant, donne dans la note ITT p.460 et suivantes une
division du cours en parties obligatoires et parties facultatives.

= Bolzano, Rein analytischer Beweis, Trad. Fr. par J. Sebestik, p.137. Revue d ‘Histoire des Sciences, t. 17, 1964,
p.136al164

preuve analytique. N'oublions pasla
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Karl Weierstrass (1815-1897). Mais il faut en payer le prix. Le prix & payer, C’est une
certaine rupture, voire une contradiction avec P'intuition géométrique et sensible. Par
exemple, on a cru longtemps qu'une courbe définie par une fonction continue avait
automatiquement une tangente en chaque point ot elle est continue. Joseph Bertrand
(1822-1900), de L’ Académie des Sciences, explique dans un texte publié en 1863 :

On peut demander, si une fonction continue quelconque fx) a une dérivée. Nous répondrons
d’abord, qu’en fait, nous allons trouver, dans les paragraphes suivants, les dérivées des principales
fonctions ; ce qui démontrera leur existence & posteriori. Nous ajouterons d'ailleurs, que la fonction
étant continue, léquation y = f{x) représente une courbe plane continue, rapportée d deux axes
rectangulaires ; et I'on démontre, en géométrie analytique, que la dérivée représente la tangente
trigonométrique de I'angle que fait, avec 'axe Ox, la tangente @ la courbe au point (x , y). Comme,
en chaque point, une courbe continue a une tangente bien déterminée, la fonction admet une
dérivée.”

La rupture entre l'analyse et son support intuitif va se traduire rapidement par
P'irruption de “ monstres ” mathématiques, essentiellement de deux types :

1) les fonctions partout continues et nulle part différentiables,

2) les courbes qui rompent avec le principe de dimension, c’est-a-dire qui peuvent
remplir tout une surface.

Monstres du premier type”.
Weierstrass présente devant I’Académie de Berlin (18 juillet 1872)* toute une
famille de fonctions partout continues mais nulle part différentiables ; il s’agit des

oo
. . . P — n n Y 3
fonctions définies par la série trigonometrique S(x)= Zb cos(a”mx) ol b est un réel
n=0

compris entre 0 et 1, et a est un entier naturel impair tels que ab vérifie certaines
inégalités. Une telle fonction n’est évidemment pas représentable graphiquement, mais on
peut donner une idée de ce qui se passe en observant I'évolution des courbes représentant
n=p
fp(x)= an cos(a"mx) Nous avons prisb = 1/4eta=19.
n=0

1
La figure 1 présente f(x)=cos( 7D€)+;COS( 197¢) sur une période. Les figures 2-3-4

1 1 1
représentent  f(x) = cos(mx)+ ;COS( 19mx) + TECOS( 197 ) + BZCOS( 19°m), avec deux

70oms mettant en évidence les fortes oscillations sur chaque petit intervalle. L’adjonction

1
du terme supplémentaire 3_‘5’(‘5‘603( 19%mx) | (figures 5 , 6 et 7) multiplie encore ces

oscillations. Cela permet de comprendre pourquoi, lorsque I'on considére la série infinie
au lieu d’une somme finie, la fonction ainsi définie, bien que continue, présente en
chaque point x, des oscillations telles que, quel que soit ¢ W0, le taux d’accroissement

2 ¥, Bertrand, Mathématiques Elémentaires - Algébre, & I'usage des classes de mathématiques spéciales, Livre
II, 3™ &d. 1863, p 92. A la page précédente on trouve la définition suivante de la continuité :La fonction est
continue lorsqu’on peut donner 4 h (dans 1'expression f(x+h)) une valeur assez petite pour que | ‘accroissement de la
fonction soit aussi petit que I'on voudra. Signalons que tout cela est repris tel quel dans "édition de 1882 mise en
harmonie avec les derniers programmes officiels. Ce qui est instructif quant a la rapidité avec laquelle les
nouvelles découvertes sont prises en compte dans I’enseignement.

2 Pour une étude détaillée des © monstres *, voir Volkert K., Die Geschichte der pathologischen Funktionen,
p.193 4 232.

3 Weierstrass K., Uber continuirliche Functionen.. Mathematische Werke, Band 2 p. 71-74.
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S(xg+h)=f(xy) 4 Ay
T, " nereste pas bomé lorsque h décrit I'intervalle Jxo —&x, +4, et que donc Ia

fonction fn’est pas dérivable en x,.

Monstres du second type.
Les monstres du second type sont apparus 3 I'i
s & I'issue d
(1845-1918) sur la classification des cardinapuI;( infinis, particulior o it e R gt

: A : : en particulier le fait que R et R? ou
g;u??t la mgme ?plssanfze, la puissance du continu. Jusqu'a ces travaux, il%tait évident a
e monde qu'il fallait une variable pour définir tous les points d’un segment (ou d'une

g%lnj),c?riés c(lu’il gn fallait nécessairement deux pour déterminer I’ensemble des points
ou d'une surface). Les interrogations i
] . que Cantor exprime dan
correspondance avec Richard Dedekind (1831-1916) sont éclairantes surlz’adhésion iluffi

appOItalt IUI-memC a cette CVldence et sur son eVOllllZlOIl pIO €5S1ve ver deS ldCCS
3 gr S

i
i
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i
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Texte n° 10 : Correspondance de Cantor et Dedekind.”

Cantor a Dedekind . Halle, 5 janvier 1874

A propos, des questions qui m’ont occupé ces derniers temps, je m’apercois que, dans cet
ordre d’idées, se présente aussi la suivante :

Est-ce qu’une surface (par exemple un carré, frontiere comprise) peut étre mise e
relation univoque avec une courbe (par exemple un segment de droite, extrémités
comprises), de telle sorte qu'a tout point de la surface corresponde un point de la courbe,
et réciproquement a tout point de la courbe un point de la surface ?

1l me présente encore en ce moment que la réponse a cette question présente de
grosses difficultés - bien que, ici aussi, I'on soit si fortement enclin a une réponse négative,
qu’on pourrait presque tenir une démonstration pour superflue.

Cantor a Dedekind Halle, le 18 mai 1874

Eprouvant le besoin de m’entretenir avec vous de sujets scientifiques, et d’entrer en
relations personnelles plus proches avec vous, je souhaiterais vous rendre visite un jour a
Brunswick cet été.

... Si vous voulez bien a I'occasion me répondre a ce propos, j'aimerais savoir si
vous trouvez la méme difficulté que moi a la question que je vous ai posée en janvier sur
la correspondance entre une surface et une ligne, ou si je me suis laissé induire en erreur a
ce sujet ; & Berlin, mon ami, 4 qui j’ai exposé la méme difficulté, m’a déclaré que la chose
était pour ainsi dire absurde, car il se comprend de soi-méme que deux variables
indépendantes ne peuvent étre ramenées a une seule.

Cantor a Dedekind Halle, le 20 juin 1877
J’ai suivi avec intérét depuis plusieurs années les efforts que 1'on a consacrés, aprés Gauss,
Riemann, Helmholtz, et d’autres, a la clarification des questions qui touchent aux
premiéres hypothéses de la géométrie. Il m ‘est apparu a cet égard que toutes les
recherches faites dans ce domaine partent elles-mémes d’'une hypothése non démontrée,
qui ne m’apparait pas comme allant de soi, mais bien plutét comme ayant besoin d’étre
fondée. Je veux parler de I'’hypothése selon laquelle une multiplicité continue p fois
étendue nécessite pour la détermination des ses éléments p coordonnées réelles
indépendantes entre elles, le nombre de coordonnées ne pouvant étre, pour une méme
multiplicité, ni augmenté, ni diminué.
Jen étais venu a croire moi aussi a cette hypotheése, j’étais presque persuadé de son
exactitude ; mon point de vue différait seulement de tous les autres en ceci, que je
considérais cette hypothése comme un théoréme qui nécessitait au plus haut point une
démonstration, et j’avais précisé mon point de vue sous forme d’une question que j'avais

Gottingen, savoir 1a question suivante :

[ rroz - ‘ .

. Une variété continue & p dimensions, avec
univoque avec une variété continue 4 ne dimension
corresponde un point et un seul de I'autre ? » ,

La plupart de ceux a qui i'aj i

. ux 4 qui j’ai soumis cette i 6
Fai seulomon o & e arl _ question se sont beaucoup étonnés que
oy seler . >C1, Car 1l se comprenait de soi que, pour la détermination d’un point
dan: extensmn_ a2 p dimensions, il fallait toujours empl : é
indépendantes. Celuj qui, pourtant, pénétrait le sens de 1 i Oyeg it Toroges

e . : , . t 4 question, devait reconnaj
q au moins démontrer pourquoi la reponse était “ évidemme’nt " non Connlxllrilflzt;:

Vai dit, je fajsais parti
: partie de ce ble que la réponse fit négative

p > 1, peut-elle étre mise en relation
de telle sorte qu’a un point de I'une

soumise & quelques collégues, en particulier aussi a Poccasion du jubilé Gauss, a

* Cavailles, Philosophie mathématique, p. 196 et suivantes

~ On voit 1c;' quelle force prodigieuse i
rationnels ou irrationnels, si bien que par elle

laide d” ] lé
e d'une seule coordonnée les éléments d’une multiplicité continue p fois étendue ; et j
; et je

Veux ajouter tout de suit

€ que leur force va plus loi i

: oin e

manquerez pas de le voir, ma démonstrati ; ndre, sans ane o mmaroUS 1E

solent seqmblement accrues, a des multiplicités 4 un
que ces dimensions en nombre infini prenn

i
nom’bre mﬁni de dimensions, pourvy
ent la forme d’une suite simplement infinie

1l me semble done que toutes les déductions

Les travaux de Cantor co
du mathématicien -
1) 1a dimension d’un i
continu n’est pas définie par le no
. . mbre des coord 3 4 ;
our - Taonnees
pout reperer un point quelconque de ce continy, i faut invent fiecessaires
la dimension. €r une autre définition de
2) On peut i i . .
faco lf cozigﬁlféner une courbe qui remplit tout un carré dans e sens qu'elle passe d
Peano®(13 par tous les points de ce carré. Clest la courbe d i :
107(1858-1939) dont voici une construction e Giuseppe

Considérons Ie carré Q(0< j
sx;<1ii=12) , Divisons le e &3 &
: : 2) . n neuf carrés Oté
s , . €gaux, de coté 1/
f X Couﬂp;zrfgleizi;lux aé(es, et numérotons-les ainsi qu'il est indiqué sur la figure ci-c .
o Tobe € els diap;enI les 9 segments de droite dessinés sur la figure, paralléles z‘tolr’llll:r .
gonales de Q et parcourus dans e sens indiqué par les fleches daE:

l) 1 A ‘I: A H 2 i Z
S p S CHC pa.I t du somime O du C p O
ordre des numeros attri] Ues aux etltS carres ;
3 t arre ur

nduisent & deux consé i i
quences catastrophiques pour I'intuition
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Soit S le segment 0 <t <1 del'axe des t; divisons le en 9 parties égales, alors une
représentation de C; sera donnée par : 0 0 .
x; =) ; xy= (1) ou les fonctions f{(t) et f57(t)sont continues et
peuvent étre prises affines (de la forme 137+ k) sur chacun des petits intervalles
Lt PP -1— (1<i<9), I'image de celui-ci étant le segment numéroté i .
9 9

A

X2 4 X3

'

N
e

»
»

3
>

X1 (0] Xy

La courbe C;, sera obtenue en opérant sur les carrés de gété 1/ 3 comme surée carré
primitif, les courbes tracées dans chacun d’eux étant homothquufas ala C(A)urbe 1 01; te;
sa symétrique par rapport a O x;, et partant dan§ chacun. des carrés desrrilenf{es ni;)rmlrlr; s
que les segment de C;. (Sur la figure la construction est ’fglte da‘ns le carré )(.i‘ tence% Lon
de plus que tout point de Q est a une distance de C} mfer.leure al/3, aune lista jce de € 2
inférieure a 1/9 = 1/3% La courbe C; sera obtenue 4 partir dg C; comme Cz’g par | 61’ b
et ainsi de suite ; en général C, comprendra 9" segments qui ch,acun sera | 1ma}t)gece zr;
des segments obtenus en divisant U'intervalle S en 9" segments égaux. La courbe C, au

. . (n) (n)
pour représentation X; = f (1) et x, = f{"(t) ot les fonctions f et /2" sont
continues et affines par morceaux. Tous les points de Q sont & une distance de C,
inférieure a 1/3". Il est facile, a partir de 1a de démontrer :
n . ,
1) que les suites de fonctions {J, 1(") }oet {f: 2( / } convergent uniformément vers des
fonctions limites continues, e ‘o
’ éfini 1ré Q.
2) que la courbe C qu’elles définissent passe par tout point du ca ' o
3; gue cependant la correspondance définie par les fonctlons’c.ontmues’ limites entfielz
I'intervalle S et le carré Q n’est pas bijective, et 1’01_1 peut d allleurs’.demontrer qu
n’existe pas de correspondance a la fois bijective et bicontinue entre 1 mtcfrva}Ie S ?t&e
carré Q, Clest cette propriété qui différencie le segment de §1r01te dl}.l carré : c'est dAe e
que l'on partira pour dire que ces deux étres géomet'rlques n'ont pas la méme
dimension et pour inventer un nouveau concept de dimension.

Troisiéme Partie : vers 1’élargissement du concept de courbe.

Nous ne développerons pas cette partie car elle concerne les mathématiques

récentes ou en train de se faire, avec des noms comme Félix Hausdorff (1868-1942) et
Benoit Mandelbrot né en 1924. Le mieux que je puisse faire est de vous renvoyer a un
ouvrage remarquable qui vous donnera I'approche actuelle de tout ce que I'on sait dire
aujourd’hui sur les courbes et que vous n’avez peut-étre méme jamais imaginé. 11 s’agit du
livre de Claude Tricot: Courbes et dimension Jractale®. Vous y trouverez a la fois une
étude systématique des courbes classées en deux grandes catégories : courbes rectifiables,
courbes non rectifiables, mais aussi des exemples particuliers trés variés, ainsi que des
références bibliograhiques commentées d’une grande richesse.
Et voici un extrait de la préface écrite par Michel Mendés-France, qui peut trés bien servir
de conclusion & I'étude précédente. Elle reprend le probléme dans sa formulation du
début, mais I'étude de C. Tricot bénéficie a présent de tout le travail d’élucidation et
d’enrichissement réalisé par les générations de mathématiciens dont quelques uns
seulement ont été évoqués ici.

Un mathématicien, pur et authentique, n’a jamais vu de courbe. Une courbe est un objet
mathématique infiniment mince, donc invisible, [..JClaude Tricot nous dit ici qu'une courbe, c'est
une courbe dessinée, c'est-d-dire une courbe épaisse et visible. Elle a I'épaisseur du crayon, de la
Pplume, de la craie au tableau noir .Elle est la trace laissée par la particule fantéme dans la chambre
d bulles. La courbe abstraite, celle qu’on ne voit pas et qui ne nous concerne pas, c’est intersection
de routes les courbes épaisses qui la contiennent. Il s'intéresse en particulier @ la fagon dont les détails
et les irrégularités apparaissent alors que lépaisseur décroit. /.. ]

Le livre qu’on va lire ne s’adresse pas seulement au mathématicien perdu dans son univers
abstrait, mais aussi d Uingénieur qui se bat contre la rigueur incontournable de la réalité. Le mot
rigueur pourrait étre rapproché du mot rugosité. On aimerait arrondir et contréler I'un et I'autre. La
matiére est rugueuse ; sa description exige donc une approche “ fractale ”,

La rigueur a sa beauté et la beauté posséde sa poésie. Le mathématicien, lingénieur, le
Dhysicien et le biologiste trouveront dans le livee de Claude Tricot matiére a réflexion et ¢ réverie

* Claude Tricot, Courbes et dimension fractale, Springer-Verlag, Editions Sciences et Culture, 1993.
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