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Dutroduction

mathématique) date de septembre 1998. En 1995, notre €quipe avait déja proposé quelques jalons pour
préparer ce retour attendu (Bernard et al, 1995.b). La réintroduction de 1998 nous a donné I’occasion
de reprendre cette réflexion, tout particulierement a I’occasion de stages de formation !. Des pistes

nous ont d’ailleurs été proposées par les stagiaires eux-mémes, & qui nous avions posé trois questions.

1. Que représente "arithmétique pour vous ?

«Du travail dans IN, ce qui se fait en primaire, mais aussi quelque chose qui m’a passionné a

enseigner il y a bien longtemps en TC, mais que j'ai bien oublié... » ; « Un point nouveau au
programme, plus enseigné depuis 75 pour moi » ; « Quelques souvenirs, PPCM, PGCD... » |
«Du travail dans N, ce qui se fait en primaire, mais aussi quelque chose qui m’a passionné a
enseigner il y a bien longtemps en TC, mais que j'ai bien oublié... » ; « Un point nouveau au

programme, plus enseigné depuis 75 pour moi » ; « Quelques souvenirs, PPCM, PGCD... » ;

«Etude des propriétés des entiers » ; « Théorie des nombres, calculs dans Z/nZ, théoréme

chinois » ; « De belles manipulations de nombres et d’inconnues, mais pas toujours aisées » ;
« Tout est nombre, disait Pythagore » ; « C’est la base, le fondement des mathématiques » ; « A
partir des nombres, les premiéres modélisations peuvent apparaitre » ; « Une branche fondamentale
des math, servant de base & de nombreuses théories » ; «L’origine des concepts » ; « Une autre
fagon de raisonner (disjonction des cas) » ; « Un moyen de réflexion et d’utilisation de certains outils
mathématiques » ; « Une approche théorique construite, cohérente, rigoureuse » : « Un outil
performant » ; « Intérét culturel » ; « Ludique ».

! Stages Nouveaux programines en terminale § et ES au lycée Louis Feuillade de Lunel et Arithmétique et
algorithmigue au lycée Montaury de Nimes.
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2. Quelle arithmétique enseigner au lycée ?

« L’ancien programme me plaisait » ; « Celui enseigné au college autrefois » ; « Divisibilité,
nombres premiers » ; « Les bases, PGCD, PPCM, congruences, Bezout, algorithme d’Euclide » ;
« Retrouver les concepts générateurs » ; « Présenter les structures et la construction des
ensembles » ; « Approches et construction d’ensemble cohérents » ; « La rigueur » ; « Résolution
d’exercices et de problémes non triviaux » ; « Un ensemble ludique, c’est-a-dire autour de recherche,

d’expériences, de manipulations ».

3. Pourquoi réintroduire 1’ arithmétique aujourd’hui ?

« Aucune idée » ; « Une certaine mode » ; « Pourquoi I’avoir enlevé ? » ; « Pourquoi ne pas
I'introduire avant la classe de terminale ? » ; « Pourquoi ne la réintroduire que pour ’enseignement
de spécialité ? » ; « Parce qu’on s’est rendu compte que les éléves ne savaient plus compter » ;
« Meilleure maitrise des nombres pour I’enseignement du calcul scientifique » ; « Pour tous ces
ordinateurs en quéte d’arithmétique» ; « Pour [I’informatique » ; « Besoin algorithmique »
« Travailler la cohérence, la rigueur, le raisonnement » ; « Préserver un minimum d’exigence » ;
« Créer un domaine ol ’approche recherche pourrait s’exercer » ; « Boucher un trou culturel » ;

« Besoin de certaines notions d’arithmétique dans le supérieur (anneaux de polyndmes, algebre... »

Nous avons essayé de répondre a ces attentes trés diverses en développant quelques éléments du
programme d'arithmétique officiel, mais aussi quelques éléments théoriques plus généraux (anneaux,
petit théoreme de Fermat, algorithmique) qui pourront parfois étre adaptés pour l'enseignement, qui

contribueront de toutes fagons & une redécouverte d'une "culture arithmétique".

Nous aurions aussi pu trouver des pistes de réflexion en consultant 1'Encyclopédie Universalis. A

la rubrique « Arithmétique », on trouve les renvois suivants :

e arithmétique et théorie des nombres ;

e arithmétique et divisibilité ;

e arithmétique formelle (théorie de la démonstration, Frege, intuitionnisme, récursivité, Russel) ;
e arithmétique et machines (Pascal) ;

e arithmétique et opérations (calculateurs) ;

e arithmétisation d’une théorie (fondements des mathématiques).
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Vaste programme... Le travail arithmétique combine en effet des activités élémentaires sur les
nombres entiers, mais aussi le recours 2 des méthodes trés subtiles. De cette ambivalence témoignent

les citations bien connues :

- « Dieu a créé les nombres entiers, tout le reste est [’ceuvre de I’homme » [Kronecker] ;
- « La mathématique est la reine des sciences, et I"arithmétique est la reine des mathématiques »
[Gauss].

Le lecteur trouvera donc ici des thémes d'activité et de réflexion de difficulté variée. Bon travail,
crayon (et parfois calculatrice) en main ! Nous remercions d'avance tous ceux qui nous feront part de

leurs remarques et de leurs critiques.

Cette brochure a été réalisée, en partie, grace aux heures attribuées par I'TUFM au titre de la
formation et grace au soutien de la DESCO? au titre de la recherche.

L'équipe Analyse de I'lREM de Montpellier :

René BERNARD (lycée Gérard Philipe, Bagnols-Sur-Céze) ;

Nathalie BRIANT (lycée Louis Feuillade, Lunel) ;

Christian FAURE (lycée Joffre, Montpellier) ;

Joélle FONTANA (poste de rattachement au lycée Joffre, Montpellier) ;
Maryse NOGUES (lycée Louis Feuillade, Lunel) ;

Luc TROUCHE (université Montpellier II).

2 DESCO : Direction de I’Enseignement SCOlaire.
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9.1. %Unwe approche dynthétigue

Si les objets mathématiques émergent des pratiques, celles-ci sont dictées par les programmes. La
place de I'arithmétique, aréne des nombres par excellence, a fortement varié qualitativement et
quantitativement. Avec la vague structuraliste, 1’objet d’étude s’est déplacé des nombres vers les
ensembles de nombres. Avec le reflux de cette vague, I'arithmétique a été ramenée a une liste de
savoir-faire dispersés sur les programmes du collége puis réduite a rien.

Force est ainsi de constater sur ces derniéres années une érosion du concept de nombre qui coincide
paradoxalement avec une montée en puissance de ’enseignement de 1’analyse et une large diffusion

des outils de calcul.
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L’étude de ’arithmétique et des nombres s’étiole, I’analyse progresse.
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9.8 Swla'dm des programmes ewtve 1965 e 193'3

1963 1966 - 1970
Les nombres entiers : --—LLes nombres entiers :
’— . 7
* Propriétés delNet Z '-J_-%}-—‘Construction et structure
* Termes de groupe et anneau de Z
—L'arithmétique: —L'arithmétique : ——
L I

» Combinatoire
» Les entiers D

diviseurs, multiples; =~ E ‘

pged, ppem; . M

nombres premiers entre eux; |

division, congruences;

Nombres premiers; h structure d'anneau
Décomposition, applications. * commutatif
» Les fractions F
Simplification, dénominateur commun, J
irréductibilité I
» Numération D
* Décimaux o

Approximation a 10, - E
Périodicité de I'écriture M
» Nombres réels

/" quotients exacts; L™y
Racines n-iemes , égalité. [/2 ~ lﬁ_

oy

Progressions arith . geom
#Calculs approchés
Encadrement, incertitudes,
erreurs. .. j

a— «’ |— Calculs approchés :——
Encadrements,
Incertitudes,erreurs. ..
Approximations décimales

-—Prolongements & A e S s

( Anneau des polynémes

Fractions rationnelles

Utiliser tables et régles a calcul
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1971 - 1983 1983 coooo
—Les nombres entiers : ey —Les nombres entiers : ——
¢ Axiomatique de [N | :
o L'anneau 2 | Aucune mention
|
—L'arithmétique : ——L'arithmétique : ——

¢ Notation indicielle : [N ——> X

*nZ et congruences
anneauZ /n 2. ;

* Nombres premiers dansZ. ,
corpsZ /nZ. si n premier)

' Décomposition, existence et unicité | H

|

* Pged,ppem, théoréme de Bezout D
* Numération E

bases 10 et 2

]

—Calcul numérique

g-/Valeurs approchées a 10
_ {Encadrements

| * Incertitudes ...
| * Représentation d'un réel par une
suite décimale

_lasses antérieures

s

1971 1982 1986
Utiliser : tables, i Utiliser largement les | Utiliser

regles a calcul, ' calculatrices | systématiquement
machines "de | | les calculatrices
bureau" | l
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7.8. Le wonvean grogramme de 1995 (Fenm

Apres des années de purgatoire, il fallait que la réintroduction timide - en
spécialité de Terminale S seulement - de Uarithmétique dans les programmes,
présentit des objectifs simples mais en cohérence avec la modernité de cette
discipline.

Pour les collegues qui se souviennent des programmes d'arithmétiqgue de
Terminale des années 70, c'est une vraie rupture. On y trouve, bien entendu les
théoremes et algorithmes  fondamentaux (Euclide, Gauss, Bezout) mais
objectif affirmé n’est plus dans la résolution de problemes nécessitant cette
construction particuliere, & la fois intuitive et rigoureuse, qui les rendait si
délicats. Non pas que de tels problemes ne puissent pas se présenter : mais ils
sont asservis a l'usage qui peut en étre fait dans les domaines de l'informatique
par exemple.

C'est autour de la notion d’algorithme que se construit ce nouveau
programme. Il s'agit d'initier les candidats bacheliers & la construction
d'algorithmes élémentaires ("simples et fondamentaux”), puis d'utiliser ces
algorithmes dans la résolution de problemes “a l'intérieur et en dehors du
domaine mathématique” (calendrier, codage). On peut supposer que dans un
proche avenir, le programme demandera d'implanter ces algorithmes dans un
outil informatique. ~ Alors, des théorémes fondamentaux & 1'élaboration
d'algorithmes et jusqu'a leur utilisation dans un ordinateur, le "minimum de

cohérence” sera atteint.

Enseignement de spécialité

Le paragraphe suivant n’est au programme que de I’enseignement de spécialité.
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2 - Arithmétique
L’arithmétique mérite de tenir une place dans la série scientifique, pour I’enseignement de
spécialité, en raison de son importance dans le développement des mathématiques. L’objectif est de
donner aux é€léves un minimum cohérent de notions élémentaires permettant I'élaboration

d’algorithmes simples et fondamentaux et I'introduction d’applications diverses & Pintérieur et en

dehors du domaine mathématique.

Divisibilit¢ dans 2 diviseurs,
multiples d’un entier.

Nombres premiers. Existence de la
décomposition d’un entier naturel en
produit de facteurs premiers. Existence
d’une infinité de nombres premiers.

Division euclidienne et algorithme
d’Euclide. Plus grand commun diviseur
et plus petit commun multiple de deux
entiers naturels. Entiers premiers entre
eux.

Théoréme de Bezout, théoréme de

Gauss.

Travaux pratiques
Mise en ceuvre de I’algorithme d’essai

de division par les nombres premiers
successifs pour reconnaitre si un entier

donné est premier. Crible d’Eratosthéne.

Sur des exemples, utilisation de la
division euclidienne pour obtenir des
de divisibilité. de

changements de base de numération.

critéres Exemples

Calculs de PGCD et PPCM.
2.

doudest le

Exemples de résolution dans

d’équations du type au + bv
PGCD des entiers a et b.

Aucune virtuosité n’est demandée aux éléves, mais
ils devront savoir par exemple dresser la liste des
diviseurs d’un entier donné, dans des cas simples.
L’unicité de la décomposition en facteurs premiers
sera admise et son obtention pourra résulter de
I utilisation d’un logiciel de calcul formel.

Il s’agit d’exploiter l’ensemble constitué de
I'égalité¢ et de l'inégalité définissant une division
euclidienne. Pour les déterminations de PGCD et
PPCM, on évitera le recours systématique a la
décomposition en facteurs premiers.

On appliquera les résultats sur les entiers aux

fractions : fractions irréductibles par exemple.

Pour tester si un nombre est premier, I’algorithme
comporte une condition d’arrét a indiquer. On se
limitera & des exemples simples.

La division euclidienne permet d’établir des
conpatibilit€s avec les opérations nécessaires pour les
problémes étudiés. Ceux-ci pourront étre 1’occasion
'de présenter et de mettre en ceuvre la notion de
congruence, au sujet de laquelle aucune connaissance
spécifique ne peut étre exigée. Toute introduction de

Z/nZ. est hors programme. L’aspect algorithmique
sera privilégié.

L’introduction de quelques exemples de problémes
de calendrier, de méthodes de codage ou de cryptage,
permet de familiariser les éléves avec les diverses
notions du programme, a I’occasion d’applications
concretes, et non d’exiger d’eux la connaissance

d’une liste d’algorithmes.
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7.4. Les manuels scolaives de TS, opéeialite

mathématigues

Nous présentons ici un échantillon des manuels scolaires de la terminale S
spécialité mathématiques.

Dans les deux tableaux qui suivent, nous dégageons deux catégories de
manuels, ceux qui débutent le cours par la notion de nombres premiers entre
eux (tableau 1 ) et ceux qui choisissent de placer la notion de nombres premiers
deés le départ ( tableau 2 ) .

Cette remarque n'est pas anodine car elle implique une approche différente
du programme et de I'arithmétique. Les ouvrages ayant choisi de commencer
par les nombres premiers ont tendance @ passer rapidement ou méme @
occulter l'algorithme d’Euclide de recherche du PGCD. Par contre, ils présentent
tous des problemes de synthese riches et intéressants.

Trois rubriques sont présentées pour chaque manuel :

o le contenu des chapitres avec leur progression,
e les travaux dirigés,

° quelques notes permettant de mettre en évidence la particularité de chaque

manuel.

La liste des manuels présentés est la suivante :
Fractale { BORDAS ]
Transmath [ NATHAN ]
TS Spécialité [ BREAL ]
Déclic [ HACHETTE ]
Terracher [ HACHETTE ]
Dimathéme [ DIDIER ]
TS Spécialité [ BELIN]
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Fractale ( Bordas )

Transmath ( Nathan )

TS Spécialité ( Bréal )

C 75 pages 75 pages 58 pages
H
A |1 - Divisibilitt - Division|1 - Divisibilité - PGCD - PPCM. 1 - Divisibilité - Division euclidienne.
P |euclidienne. Nombres premiers entre eux Bezout - |2 - PGCD - PPCM
I 12-PGCD - Nombres premiers entre | Gauss. Nombres premiers entre eux.
T Jeux. 2 - Nombres premiers en facteurs | Euclide - Bezout - Gauss.
R |3 - PPCM. premiers. 3 - Nombres premiers.
E |4 - Nombres premiers. 3 - Recherche de PGCD et PPCM.
S
- Congruences. - Algorithme de recherche du PGCD et | - Congruences.
- Changement de base de|des coefficients de Bezout. - Criteres de divisibilité.
numération. - Algorithme de reconnaissance d'un - Changement de base de numération.
T |- Simplification de fractions. nombre premiier. - Triangles rectangles & trois cOtés
D - Crible d'Eratosthéne. - Congruences avec propriétés. entiers.
- Algorithme de reconnaissance d'un | - Critéres de divisibilité. - Application du PGCD aux fractions.
nombre premier. - Changement de base de numération. - PGCD et PPCM de trois entiers.
- Décomposition en  facteurs | - Théorémes de Fermat (petit) et de |- Algorithmes : Eratosthéne
premiers. Wilson. décomposition en facteurs premiers.
- Nombres de Mersenne. - Cryptographie (RSA) - Cryptographie.
- A la fin de chaque chapitre, des|- A la fin de chaque chapitre, des{- A la fin de chaque chapitre, des
exercices  Post-Bac  intéressants | conseils, des problémes de synthése. exercices résolus "savoir-faire" bien
(€quations  diophantiennes,  petit | (Combinaisons et nombres premiers ; { choisis et bien traités.
A | théoreme de Wilson). nombres polynomadiques ; suites de|- Notation délicate pour PGCD et
- Les différentes notions sont bien | Fibonacci ; somme des n entiers | PPCM.
N | amenées de fagon simple et précise. premiers, ...). - Comparaison de la recherche du
O |- Peu dalgorithmique. - Manuel trés complet, bonnes | PGCD par Buclide ou factorisation en
T |- Pas de méthode de cryptage. explications aussi bien pour les notions | facteurs premiers,
E : simples que pous les plus complexes. |- Démonstration du petit théoréme &
R - Beaucoup d'algorithmique facile 2| Fermat.

comprendre.
- Des  commentaires  pertinents
(méthodes, conseils, historique).

- Peu d'algorithmique.
- Exposé trés classique.

Tableau 1
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Déclic ( Hachette )

Terracher (Hachette )

Dimathéme ( Didier )

TS Spécialité ( Belin )

C 73 pages 50 pages 40 pages 50 pages
H
A |1 - Divisibilit¢ - Division | 1- Divisibilité - Nombres |1 - Diviseurs et multiples. |1 - Divisibilité et division
P |euclidienne. premiers. Nombres premiers. euclidienne.
I | Nombres premiers. 2 - Division euclidienne -{2 - PGCD - Nombres |2 - Nombres premiers.
T |Décomposition d'un entier. | PGCD - PPCM. premiers entre eux - PPCM. |3 - Diviseurs et multiples
R [2-PGCD - PPCM. Nombres premiers entre eux |3 - Division Euclidienne - |communs. PGCD et PPCM
E |Nombres premiers entre | Bezout - Gauss. Congruences. - Nombres premiers entre
S Jeux. Congruences et propriétés * |4 - Euclide - Bezout -|eux.
Gauss.
- Congruences. - Problemes de divisibilité | - Congruences et critéres & | TD :
- Changement de base et raisonnement par | divisibilité. - Problémes de calendrier.
numération. récurrence. - Changement de base d |- Congruence.
T |- Simplification e {- Changement de base de | numération. - Changement de base de
D | fractions. ; numération. - Crible d'Eratosthéne. numération.
- Algorithme & | - Crible d'Erastosthéne. - Cryptographie (RSA). - Criteres de divisibilité et
décomposition d'un nombre | - Nombres parfaits. preuve par 9.
en facteurs premiers. - Problémes de calendrier. - Crible d'Eratosthéne.
- Cryptographie (RSA). - Reconnaissance de la - Cryptographie (RSA).
- Exercices  liés au | rationnalité d'un nombre. - PGCD et PPCM ¢
calendrier. - Cryptographie (RSA et plusieurs nombres.
multiplication modulo).
-Activités préparatoires trés | - Intérét d'utiliser Euclide ou | - A la fin de chaque chapitre, | A noter :
intéressantes (systtmes de | la décomposition en facteurs | des exercices résolus les - Exposé tres classique mais
numération  égyptien et | premiers pour le PGCD. incontournables " bien | correct.
A | babylonien ; définitions et|- Donne la définition d'une rédigés. - Exercices classiques
propriétés de N et Z). équation diophantienne. - Notation délicate pour { mais quelques problémes
N |- Quelques €quations | - Des problémes de synthése | PGCD et PPCM. originaux (nombres
O |diophantiennes, sans les|riches et originaux (triplets |- Manuel difficile & aborder amiables, parfaits).
T |nommer. pythagoriciens ; équations | pour les éléves. - Problémes issus du Bac
E |- Peu d'algorithmique. de Pell-Fermat ; série |- Progression trés rapide. des années 1975 (fractions
R |- Progression bien faite, en | harmonique). - Peu d'algorithmique. irréductibles décimales).
accord avec les programmes. |- Algorithmique (langage |- Ne respecte pas les|- Présentation des deux
- Notions bien amenées : | Maple). consignes du BO (PGCD | méthodes pour déterminer
exemples et exercices ni|- Crible dFEratosthéne ;|par facteurs premiers | un PGCD.
triviaux, ni trop difficiles. Euclide ; changement de |uniquement). - Pas d'algorithmique.
base ;  recherche des

coefficients de Bezout.

Tableau 2
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[ 9.5. Des }é:wwéced 4 | ‘wn wouveas ugle

Les exercices qui suivent ont été posés en 98/99 lors des bacs blancs des lycées
nommeés. Ils permettent de donner quelques exemples, tels que les envisagent
les enseignants, d'un nouveau type d'exercice possible pour I'épreuve du

Baccalauréat.

Exemple 1 : Lycée Gérard Philipe de Bagnols sur Céze
Soit a et b deux entiers naturels tels que 0<b<a.

On pose 6 =PGCD(a, b) et 1 =PPCM(a, b).

On se propose de calculer a et b sachant que p2 - 5 62 = 2000,
Soit S ’ensemble des couples (a, b) solutions.
1. Montrer que si (a, b) appartient & S, alors 62 divise 2000.

2. Décomposer 2000 en produit de facteurs premiers. En déduire les entiers naturels dont le carré
divise 2000.

3. Montrer que si (a , b) appartient & S, 5 est un diviseur commun 2 Cet .

4. En déduire les valeurs possibles de 6 et achever la résolution du systéme proposé.

Exemple 2 : Lycée Joffre de Montpellier

X et y étant des entiers naturels, on pose d = pged(x, y) et m = ppcm(x, y) et on considére
I’équationen (x , y) : (E) m® + 432 d® = 17280.

1. Décomposer 17280 en facteurs premiers (toutes les étapes de la décomposition devront figurer
sur la copie).

2. Quels sont les entiers naturels dont le cube est un diviseur de 17280 ?

3. Montrer que si (x, y) est une solution de (E) alors d’ divise 17280,

4. Déduire des questions précédentes toutes les solutions (x, y) de I’équation (E).
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Exemple 3 : Lycée Louis-Feuillade de Lunel

1. a. Montrer qu’il existe au moins un entier relatif x et un entier relatiy tels que : 661x -991y = 1.

Déterminer une valeur de x et une valeur de y.

b. Résoudre dans ZxZ ’équation 661x - 991y = 1.

c. Résoudre dans ZxZ 1’équation 3305x - 4955y = 10.

2. On considére deux suites arithmétiques (u,) et (v,) définies par : u, =3, v, = 2, et pour tout

enticr naturel n, u,,, =u, +991etv,,, =v, +66l.

n+1

Déterminer tous les couples (p,q) de INXIN tels que p <2000, g <2000 etu, = v,

Exemple 4 : Lycée Clémenceau de Montpellier

X, y et z sont des entiers naturels compris entre O et 8.

Le but de 'exercice est de trouver tous les triplets (x, y, z) tels qu'un entier qui s’écrit xyz en base
9 s’écrive zxy en base 13.

1. Montrer qu’un entier N s’écrit xyz en base 9 et zxy en base 13 si et seulement si :

42z = 17x + 2y

2. En déduire que x est pair. Quelles sont les valeurs possibles de x ?

3. On prend x = 2. Déterminer y et z s’ils existent tels que le triplet (2, y, z) soit solution de
I’exercice.

4. Terminer ’exercice en étudiant successivement les cas x =4,x =6, x = 8.

5. Conclure et donner en base 10 les entiers N qui répondent a la question.

Exemple 5 : Lycée Mas de Tesse de Montpellier

On considere les équations (E) et (E") suivantes ou x et y sont deux entiers relatifs.
(E):138x-55y=5 (E):138x-55y=1
1. Calculer le PGCD de 138 et 55.
2. Démontrer que si un couple (x, y) est solution de (E) alors 5 divise x.
3. a) Par l'algorithme d'Euclide, déterminer une solution (x,, y,) de l'équation (E'). En déduire une
solution (x,, y,) de I'équation (E).
b) Démontrer que si un couple (x, y) est solution de (E) alors 138(x - x,) - 55 (y - y,) =0.

Déterminer alors toutes les autres solutions de (E).

4. Soit & le PGCD de deux nombres x et y formant un couple (x, y) solution de (E). Quelles sont

les valeurs possibles de 6 ? Quelles sont les solutions de (E) telles que x et y soient premiers entre

eux ?
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Exemple 6 : Exercice du Baccalauréat, session de juin 99

Pour tout entier naturel non nul, on considére les nombres
a,=4x10"-1,b, =2 x W=Tetc,=2Zx10° + 1.

l.a)a, b, ¢, a,b,c, a, b, et Cs.

b) Combien les écritures décimales des nombres a, et ¢, ont-elles de chiffres ? Montrer que a, et
¢, sont divisibles par 3.

¢) Montrer en utilisant la liste des nombres premiers inférieurs & 100 donnée ci-dessous, que b,
est premier.

d) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n,b,xc,=a,,
En déduire la décomposition en facteurs premiers de a,.

e) Montrer que PGCD (b,, c,) = PGCD (¢,» 2). En déduire que b, et ¢, sont premiers entre eux.

2. On considere I'équation :
(1) b,x+¢,y=1
d’inconnues les entiers relatifs x et ¥
a) Justifier le fait que (1) posséde au moins une solution.

b) Appliquer I’algorithme d’Euclide aux nombres ¢y et by ; en déduire une solution particuliére
de (1).

¢) Résoudre I’équation (1).

Liste des nombres premiers inférieurs 4 100 -
2;3;5;7;11;13;17; 19; 23, 29; 31; 37; 41, 43, 47, 53 ; 39;61;87;71:
73;79; 83; 89 97.




77' @. 7 .Z.a.:/
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d anneaw

99.1. Les fondements théornigues : la ostnwetune

Uarithmétique élémentaire.

I1.1.1. Anneau commutatif unitaire

Lu tneorie aes anneaux  permet de définir rigoureusement

la division
euclidienne. Il nous a semblé utile d’en rappeler les résultats fondamentaux

avant de nous intéresser plus particulicrement 3 I'anneau Z, base de

Lo . Exemples :
o S 1°(Z 5 +:%)

Associative Associative 2 (R[X];+;x%)

Commutative Commutative 30 (R[X;Y];+; %)

Neutre 0 Neutre 1 4°Z[i\/§]={a+ib\/§ .(a:b)e Z)

Symétrique | ...............
5 » (RR 4, x) anneau des fonctions numériques

Distributive o

définies sur R

Remarque : tous les anneaux que nous évoquerons ici seront commutatifs et unitaires et on dira

«anneau » pour parler d’anneau commutatif unitaire (c.u.).

1. Anneau commutatif intégre

« /A #{0)etsiab=0alorsa=00oub=0»
Exemples: - les anneaux des exemples 1,2, 3 et 4 sont integres ;

- I'anneau de I'exemple 5 n'est pas intégre.
1. Eléments inversibles dans un anneau

«xinversiblede A : J!x’ e A ; X.xX'=1p »

Exemples.; - les inversibles de Z sont-1et 1 ;

- les inversibles de R[X] et R[X;Y] sont les inversibles de R

polyndmes constants non nuls ;

- les inversibles de RR sont les fonctions qui n’ont pas de zéro sur R.

: R*, soit les

Remarque : un corps commutatif est un anneau (c. u.) dont tous les éléments sauf le neutre additif,

sont inversibles .
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I1.1.2. Dans un anneau intégre : la divisibilité

1. Divisibilité dans A

«a|b signifie:3ceA j;ac=b»

En général, ce n'est pas une relation d'ordre (car non antisymétrique, par exemple 2 | -2 et -2 | 2).

2. Eléments irréductibles
« p est irréductible dans A signifig: p est non inversible (ou encore : p ¢ A*)

p=ab => (ae A* ou be A*)»

- dans Z, les irréductibles sont les nombres premiers et leurs opposés ;

- dans IR[X], les irréductibles sont les polynomes de de degré 1 ou les trinbmes sans

racines réelles ;
- dans Z[i\ﬁ ], 1+1 \/5 est irréductible. {Par 1’absurde : s’il n’est pas irréductible

alors il se factorise, voir alors |1+iy2 |? qui est irréductible}.

3. Nombres premiers (étrangers) entre eux
« a et b sont premiers entre eux signifie :

sid|aet d|balorsde A¥* (estinversible) »

4. Division euclidienne dans A

« On dit avoir défini une division euclidienne dans /A pour exprimer que :

Vae A ;Vbe A -{0};3(q;r)eA?2;a=bg+r et (@()=0ouq{)<pb))
ou @ (stathme euclidien), ¢ : A -{0} —> N tel que @(ab) = @(a) »
___________ - dans Z, @ est défini par @(n) = |n|;

- dans R[X], @ est défini par @(P) =d°(P);

- dans Z[iV2 1, @ est défini par ¢(z) = |z|.
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I1.1.3. Idéaux dans un anneau

« Un idéal (I) de A est: - un sous groupe additif de A
-VYae A ;Vie(D;i.ae )»

Exemples: - dans Z, I'idéal des nombres pairs ;
- dans Z, ’idéal engendré par {2;3} c’est Z ;
- dans IR[X], I’idéal des polyndmes qui ont 1 et 2 pour racines ;

- dans 2[X], I’idéal engendré par {X+1 ; X2+1}.

fonctions qui s’annulent en x,. Plus généralement, le noyau de tout morphisme d’anneaux est un idéal

de I’anneau de départ.

1. Idéal Principal :

« C’est un idéal engendré par un seul élément »

Exemples : -2 Z ' idéal des nombres pairs dans Z ;

-12 . 2 lui-méme ;
- (X-1)(X-2) R[X] : idéal des multiples de (X-1)(X-2) dans R[X].

Contre-Exemple : - dans Z[X] I'idéal engendré par {X+1 ; X2+1} formé des polyndmes a

coefficients entiers de la forme : (X+1) P(X) + (X2+1) Q(X) ; ces polyndmes ne
peuvent s’écrire sous une forme : K(X) R(X) ol K serait un polynéme fixé.

.........

Exemples : Z ; R[X]; CX]{; K[X]1};...; 2[i]; ...

Contre-exemples : ZIX]; RIX;Y)3; ...

....................

2. Idéal Maximal

3 L'idéal engendré par {X ; Y}, formé des polyndmes sans terme constant ne peut pas s'écrire P.R[X;Y]. En clair, les
polyndmes sans terme constant ne peuvent étre tous obtenus a partir d'un seul polynéme P.
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« C’est un élément maximal au sens de I’inclusion dans les idéaux de A (distincts de A) »

Exemple : - 32 est maximal, il contient 62, 152 et 92 et il n’est inclus dans aucun idéal de Z

...........

(sauf Z lui-méme).

3. Idéal de Z et divisibilité

«a |b <=>bZ C aZ »

préordre | dans Z devient un ordre dans les idéaux de Z. La méme approche peut étre faite dans les

idéaux de R[X] et la divisibilité dans R[X].

4. La décomposition primaire dans /A principal
Soitae A d’oll’idéal : aA
 Si a/A maximal : a n’a pas de diviseur (propre)

aA C bA

*Sinon aA CbA <=>b]|a <.—=>a=bcdonC{ aA C cA

* Si b/A maximal ... * SinonbA cb’ A ...

* Si c/A maximal ...
eSinoncA Cc’ A ...

De cette « arborescence » d’inclusions, on extrait des « chaines » d’inclusions :

aA CbACH A ..

et une propriété de /A principal affirme que cette chaine est finie4

D’oti la décomposition de a, décomposition dont on montre I'unicité (2 un inversible pres) a I’aide
de ces éléments particuliers de A qui engendrent des idéaux maximaux (dans Z : les nombres

premiers).
Il existe des anneaux non principaux ou la décomposition primaire existe sans que ces anneaux

soient principaux ; c’est le cas de R[X;Y].

Anneaux factoriels : anneaux o il existe une décomposition primaire unique.

4 Propriété définissant les anneaux noethériens dont les anneaux principaux sont un cas particulier.
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1I1.1.4. En résumé

Anneaux factoriels ~

(__Anneaux principauxﬁ x RIXY]

Anneaux euclidiens

x e

\— J
ANNEAUX FACTORIELS

1l existe (unique aux inversibles pres) une décomposition primaire.

* Propriété de PGCD , PPCM
cab <=> vu(p) <vp(p) {p:premier, v : exposant de p dans la décomposition

appelé : valuation p - adique de a}

» Pas de théoréme de Bezout.
ANNEAUX PRINCIPAUX
Tout idéal est un idéal principal.

*Ordre aA C b/A dans les idéaux <---> Préordre b |a

Idéaux maximaux Lo -2 Eléments extrémaux

* Théoreme de Bezout, notion d'éléments premiers entre eux

1+i4/19

(pour le contre exemple de Zli J voir page 61 [Perrin 95])

ANNEAUX EUCLIDIENS

1l existe une division euclidienne

Exerple : Dans A= Z[iV2 ] = { a+iby2 ; (ab)e 22)

On a une division euclidienne

théoreme de Gauss, décomposition primaire, théoréme de Bezout ...
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I1.1.5. Les anneaux Z/nZ

Les anneaux Z/nZ sont des anneaux quotients’ de Z. Pour n > 1 on peut concevoir® ces anneaux

comme l'ensemble des restes dans la division par n. Ainsi Z/62 = {0;1;2;3:4;5} ; Z/2Z = {0;1} ;

b

2/1Z = {0}... Dans ces anneaux, les opérations + et x induites par celles de Z, donnent des tables

d'addition et de multiplication :

+ 0 1 2 3 4 5 X 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5 0 0 0 0 0 0 0
1 1 2|1 31 4] 5| 0 1 01| 1 21 3| 4 5
2 2 3 4 5 0 1 2 0 2 4 0 2 4
3 3 4 5 0 1 2 3 0 3 0 3 0 3
4 4 > 0 1 2 3 4 0 4 2 0 4 2
5 5 0 1 2 3 4 5 0 5 & 3 2 1
Remarque : Z/62Z n'est pas intégre (voir 2 x 3 = 0). Les seuls inversibles de 2/6Z. sont 1 et 5.

Plus généralement on montre (voir Bezout”) que les seuls inversibles de 2ZnZ* sont les m (0 # m)

qui sont premiers avec 1.

Ainsi: *Dans Z/nZ, les éléments a et b tels que ab = 0 sont appelés "diviseurs de 0".
« Z/nZ est intégre si et sculement si n est premier ou égal a 0.
e Z/nZ. est un corps fini si et seulement si n est premier.

L'entier n est la caractéristique de Z/n2.

+ 0 1 2 3 4 X 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0 0
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 <
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3
3 5 4 0 1 2 3 0 3 1 4 2
4 4 0 1 2 3 4 0 4 3 2 1

Dans Z/pZ. avec p premier, on® a (a + b)P = aP+ bP

5 Ce sont les seuls puisque tous les idéaux de Z sont de la forme nZ (Z est principal). Par "définition” un anneau
quotient se définit par rapport A un de ses idéaux (= noyau de morphisme d'anneaux)

6 1.a définition de Z/nZ comme ensemble des classes d'équivalences a = b <=> a-b € nZ permet une définition plus
large incluant Z/0Z = 2.
7 Comme dirait Jacques Vrel.

8 Démonstration classique : k! C}; =p(p-1)...(p-k+1) ; 1;2...k sont premiers avec p car inférieurs a p ; k! est donc

. . - k
premier avec p; p premier avec k! et divisant k! Cp
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79. 8. Des enitenes de dévlodbilite « élargis »

Chacun connait les critéres usuels de divisibilité par 2, 3, 4, etc... En fait, on
peut les regrouper en trois catégorieé. La premiere consiste en l'observation du
ou des derniers chiffres ; la deuxiéme réside dans la somme des chiffres ou des
tranches de chiffres et la troisieme dans l'alternance de sommes et dszerences
de chiffres ou tranches. L'intérét de ce regroupement est double comprendre
les ressemblances entre certains de ces critéres (3 et 9 par exemple) et en trouver

de nouveaux en s'interrogeant sur leur pertinence.

Considérons un entier naturel n non nul qui s’écriten base a : “ryy I'm-1 ... 11 10"

m
Donc n =2ri.ai.
i=0

Critére n°l

Si p | ak, cherchons un critére de divisibilité par %i.
On pose alors ak = bp donc ak=0 [b] .

Il est clair que al = al [b] pour tout j < k

et pour j 2k, on pose j=ck +d (avec 0 < d < k)

donc al = ack+d = (ak)c ad = 0 [b]

k-1
On peut alors écrire n = Eri.ai [b]
i=0
ak
n est divisible par 7 si

la derniére tranche de k chiffres est divisible par

Hlustration :
divisibilit¢ par 2,4, 8,5, 10, 25, .... en base 10 ;
divisibilité par 2 , 4, 8, ... en base 2.
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Critére n°2

ak -1
q

Si q | ak -1, cherchons un critére de divisibilité par
k 5
ak -1

On pose b = donc ak=bq +1 d’ot1 ak = 1 [b]
Comme précédemment, al = al [b] pour tout j < k
etpourj2k,onposej=ck+d(avec 1 <c<Cet0<d<k)
en appelant C la plus grande valeur de ¢ obtenue par les divisions ci-dessus.
Et donc al = (ak)¢.ad = ad [b].
@

k-1
doncn= 2 (Zrck.,,i.ai)[b].
=0 i=0

ak -1
q
si la somme des tranches de k chiffres (en commencant par la droite)
ak .1
q
Illustration : divisibilité par 3,9, 33, 99, .... en base 10 ;

divisibilité par 3,7, 15, ... en base 2.

n est divisible par

est un nombre divisible par

Critere n°3
ak +1
r

------

ak +1
On pose b =—7donc ak = br -1. Donc ak = -1 [b]

Bien entendu, al = al [b] pour tout j < k.

et pourj=k,onposej=ck+d(avec 1<¢c<C et 0<d<k)
et donc al = (ak)¢.ad = (-1)¢.ad [b].

k-1
donen= Dy (1(rekrical) [b].
c=0 i=0

ak +1
r

n est divisible par

si la somme des tranches de k chiffres de rang impair (en commencant par la

droite), diminuée de la somme des tranches de k chiffres de rang pair
ak +1
r

est un nombre divisible par

IMustration : divisibilité par 11, 101, 1001, .... en base 10 ;
divisibilité par 3,5, 9, ... en base 2.
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Quelques questions

Existe-t-il, en base 10, un critére “simple” de divisibilité par 7, par 13?7 (c’est-a-dire qui
consomme moins d’énergie que la division elle-méme). On peut observer par exemple que
1001 = 7x11x13 . Mais est-ce utile ou assez “simple” ? Dans quels cas, le critére est-il rentable ?

Existe-t-il dans la méme base, plusieurs critéres de divisibilité par le méme nombre ? Peut-il,
dans une base donnée, exister un critére utile pour tous les nombres ? Quelles sont les divisions par un
entier inférieur & 1000 pour lesquelles il existe un tel critére ?

Peut-on créer des critéres de divisibilité par d’autres nombres ?

Et ceci n’achéve pas le lot de questions ...
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99.5. Les nombres premiens aw secouns de la |
eryplograghie '

La cryptographie est une science centrée sur la création de codes et les
méthodes de décodages d'une information qui peut étre visible par tous, mais
compréhensible seulement par un destinataire. L'arrivée des ordinateurs et le
développement considérable de leurs capacités de traitement de l'information
oblige les créateurs de codes a développer des recherches concernant
l'inviolabilité de leurs informations. Aujourd’hui le code RSA, basé sur la

théorie des nombres premiers, est considéré comme I'un des plus performants.

I1.3.1. Les systémes courants de codage

A. Principe :

1l s’agit de définir une bijection d’un ensemble {A, B, C, ...} : I’alphabet-source (qui est I’alphabet
naturel éventuellement étendu aux chiffres et a des symboles}vers un alphabet-but® qui est en général
identique a I’alphabet source. Cette bijection peut étre la composée d’une substitution sur un ensemble
de nombres. C’est d’ailleurs sur celleci qu’interviennent les mathématiques. Les mathématiques.
interviennent aussi, par des outils statistiques, dans la conceptions d’algorithmes de décodages « en

force ».

B. Les codes a clé secréte :

Il s’agit d’une substitution sur I’alphabet naturel. Vu la finalité de la cryptographie, la définition en
extension de cette substitution n’est pas retenue. En pratique, cette définition est faite  travers une clé

et un découpage en blocs de I’information.

Définition de la substitution :

UNE CLE + UNE LONGUEUR DE BLOCS (parfois intrinséque a la clé).

? Une telle bijection peut associer A une lettre, un ensemble de symboles : pour brouiller des études statistiques sur le
message codé, la lettre A peut étre remplacée aléatoirement par Aj ou Aj ... Ay,
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Exemple : La clé est CALIGULA, ici longueur 6 : C.A.LIG.U.

Elle définit la substitution: CALIGU
BDEFH]J
KMNOPQ
RSTVWX
YZ

D’ou 6(A, B, C,...) = CBKRYADMSZLENTIEF... {combinaison de bloc + découpage en colonnes}

Exemple : La cl€ est CALIGULA, longueur 8 puis on numérote :

CALI GUL A
31654872

D’ou o(1,2,3,4,5,6,7,8=(3,1,6,5,4,8,7, 2).
L’information est alors découpée en blocs de 8 sur chaque bloc et on applique ¢ au rang de chaque

lettre dans le bloc :

ENLEVERABATTERIE SACALCULATRICES.A
NAEVELRE......

Pour plus de confidentialité, on peut empiler les méthodes, mais il faut ménager la « portabilité »
de la clé. Dans ce type de codage, on trouve D.E.S. (Data Encrypting System) d’IBM.

De nos jours, le « forgage « direct d’un code, avec un ordinateur spécialisé et des algorithmes ad
hoc s’appuyant (entre autres) sur des données statistiques et une information sur le champ sémantique

du message, nécessite environ une journée.

C. Le codage R.S.A.

Le codage RSA, dit « codage 2 clé publique » a trouvé son principe dans les travaux de Rivest
Shamir et Adleman (MIT 77). Le principe est d’associer le destinataire du message (message codé
visible par tous) avec une clé visible par tous. Mais le forgage direct du message nécessitera un temps
de calcul non polynomial 10

Principe

Soit d’abord n un entier donné.

Soit X (message clair) ......... «codage» .......... x¢ [n] (message codé)
x¢ [n] (message cod€ ..... «décodage» ...... (x€)d [n]

On choisit e et d de sorte que (x€)d = x [n]. On appelle e, clé de codage et d clé de décodage.

10 Par "temps polynomial”, on entend : le temps de calcul sera asymptotiquement une fonction polynéme de la longueur
du message. Dans le cas présent, le temps de calcul de l'algorithme le plus performant est équivalent 2

exp “ln (n) In (In n). 11 ne s'agit pas toutefois d'un probléme dit NP.
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d’ailleurs on la donne : e = 7. Chercher 4 décoder, soit chercher d de sorte que (157)d = 15 [33] et

vérifier que tout x (< 33) peut ainsi étre codé puis décodé.

Avec le méme n (= 33), la clé est maintenant e = 4, chercher & décoder en déterminant un entier d
de sorte que : (x4)d = x [33]. On remarquera |’existence de d pour e = 7 et la non existence de d pour
e =4.

Etant donné n, il faut donc pouvoir décider de I’existence d’une clé de codage e et d’une clé de

décodage d. Dans la pratique, qui sera précisée plus loin, e sera connue de tous (du codeur en

particulier !) mais e ne sera connue que du destinataire du message.

I faut donc trouver des solutions & « (x¢)d = x [n] pour tout x (x < n) » les inconnues étant e et d
entiers.
(x¢)=x [n] <=>xed-1=1 [n]. Or d’aprés la formule d’Euler : x¢®™ = 1[n] pour tout x strictement

positif et n (= 2) premiers entre eux (dans le cas présent x, le message, ne sera pas nul et on prendra n

produit de nombres premiers plus grands que Max (x)).

On a donc comme solution : ed - I = @(n) ou encore : ed = 1 + @(n) ou encore : ed = [@(n)].
A priori, @(n) n’est pas premier (voir I’expression de I'indicatrice d’Euler page 39) et les seuls
inversibles dans Z2/@(n)Z sont les nombres qui sont premiers avec @(n). On prendra donc e premier

avec @(n) et d sera son inverse dans 1’anneau Z/@(n)Z.

On détermine si e est premier avec @(n) par 1’algorithme d’Euclide; en « dévissant » cet algorithme

et en utilisant I’expression a € + b @(n) = 1 issue du théoréme de Bezout, on peut calculer d.

Méthode :
Les concepteurs choisissent deux nombres p et g premiers (trés grands, beaucoup plus grand que le

message le plus grand) et définissent n = pq puis calculent @(n) qui est la fonction indicatrice d’Euler.
Celle-ci prend une valeur trés facile & calculer quand on connait pet q : @(n) = (p - 1) (q - 1) mais le

calcul de @(n) devient « infaisable » si on ne connait que n car il faudrait d’abord le factoriser avec

ses deux facteurs premiers et ce probléme utilise un algorithme trés cofiteux.
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Ensuite, les concepteurs affectent & chaque destinataire une clé e qui sera publiée (type annuaire).

Cette clé est choisie de sorte que e et (@(n) soient premiers entre eux!! ainsi e sera inversible dans
Z/pm)Z. Les concepteurs donnent, confidentiellement, a chaque destinataire sa clé de décodage : d

définie par ed = 1 [@(n)]. Les nombres premiers p et q ainsi que @(n) peuvent alors €tre « enterrés ».

message. Dans ce cas, le réceptionnaire procéde comme un concepteur : il construit un nombre n’ et

donne confidentiellement d” a chaque expéditeur et conserve (non caché) e’.

D. Un exemple de codage R.S.A.

On donne n =221 et d = 55.
Décoder les deux messages suivants : 80-1-200-198 -1-86-86-112
16 -67 - 111-200-86-30-112-200 - 80

sachant que le nombre trouvé correspond a la place de la lettre dans 1’alphabet.

On a choisi pour cet exemple : p=17,q=13,n=221.
I’ indicatrice d’Euler vaut alors : @(n) = (p-1) (g-1)= 16.12 = 192.
La clef de codage choisie ici est e = 7 (7 premier avec 192).
Alors il existe un nombre d (clef de décodage) tel que e.d soit premier avec @(n). Ce nombre se
trouve par ’algorithme de Bezout de la fagon suivante :
€Y)] 192 =7x27+3
(2) 7=3x2+1
On obtient alors :
(1) 3=192-7x27
(2 1=7-3x2
Doufinalement: 1=7-(192-7x27)x2=7x55-2x 192 et et on obtient d = 55.
Pour coder la lettre S, par exemple, on lui attribue sa place dans I’alphabet (19) et on calcule :

197 = 111 [221].

Pour décoder 111, on calcule : 1117 = 19 [221].

1.3 clé e sera elle aussi un nombre premier avec n dés que le nombre e (< @(n)) est choisi plus petit que Inf{p;q}. Ce
qui est le cas puisque p est q sont des nombres qui, en pratique, sont formés d'au moins une centaine de chiffres.
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I1.3.2. Les théorémes fondamentaux qui sont a I’ceuvre

A. Théoréme de FERMAT :

Quelque soit I’entier naturel a et I'entier premier p on aura : aP =a [p].

Démonstration 1 : si a est un multiple de p, I’égalité est évidente. Plagons nous dans le cas ol p ne
divise pas a et on considére les nombres : a ; 2a ; 3a ... ; (p-1)a. On pose ay le reste euclidien de la
division de ka par p, on a donc : ka = ax [p]. Ces nombres ay ne sont pas nuls sinon, d’apres le
théoreme de Gauss, p ne pouvant diviser k (k < p-1), diviserait a. D’autre part ces nombres aj sont
tous différents, en effet si ay = aj alors ka = la [p] donc (k-1)a = 0 [p]. Comme p ne peut diviser (k-1), il
diviserait a ... Finalement (aj ; ap ; a3 ; ... ; ap.1) sont p-1 nombres entiers non nuls et strictement
inférieurs a p donc, & une permutation pres, ce sont les entiers successifs de 1 a p-1 (principe des
tiroirs!?), Comme on a :

la.2a.3a....(p-)a=aj.az.a3...ap.1 [p], on en déduit :

(p-1)! aP-1 = (p-1)! [p] ou encore aP‘l = 1[p] ou encore aP = a [p].

, . k : - p(p-D)...(p-k+1)
Démonstration 2 : Cp or p premier et O<k < p est divisible par k. En effet, Cp = K

k k
ou encore : k! Cp = p(p-1)...(p-k+1) donc p divise k! Cp, or il ne divise aucun des facteurs de k!
puisque p est premier supérieur a k donc p divise Cp.

Pour tout a et b entiers on a donc : (a + b)P = aP + bP [p] qui se généralise (récurrence immédiate) en
(a1 + ... + am)P=aiP+ ... +ayP [p] donc en prenant : (1 + 1 + ... (a-fois) ... + DP=1P+ ...... + 1P [p]

ce qui fait (a.1)P =a.1P[p] c’est a dire: aP=a [p].

Démonstration 3 : Z/pZ est un corps fini et Z*/pZ en est le sous groupe multiplicatif. Il est donc

d’ordre (p-1) comme I’ordre d’un élément est un diviseur de I’ordre du groupe, on a : ak = 1 [p] avec
k | p-1 donc p-1 = gk donc p= gk + 1. On a donc : aP = (ak)d.al, pnis en calculant modulo p :
aP = al [p] puisque ak = 1 [p].

12 Variante du principe des tiroirs : 10 tiroirs, 10 chaussettes, une par tiroir ; tous les tiroirs sont occupés.
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B. Indicatrice d’Euler :
Le nombre de nombres premiers avec n et inférieur an est @(n) {le nombre d’inversibles de

Z/nZ est @(n)).

@n) = n(ly )(1—) (15 ) ou n=pHpya2. . par

Démonstration (partielle!3) :

- Pour n = p premier, on a ¢(p) = p-1, puisque tous les entiers non nuls inférieurs & p sont premiers

avec p.

-Pourn = p" ol p est premier et r > 0, les multiples de p strictement inférieurs i p’ constituent une
suite anthmethue de raison p, de premier terme O et terminant & : p™- p. On en déduit, en utilisant
I'expression explicite des suites arithmétiques, qu’il y a p©-! termes dans cette suite. Mis & part ces
multiples de p, tous les autres entiers (< p") sont premiers avec pr. Il y a p' entiers strictement

inférieurs a p* donc pr - p=-! nombres premiers avec pf d’oll ¢(p) = pt - pr-1,

- Pour n = p'qS ol p et q sont des nombres premiers (r > 0 et s > 0). On compte tous les nombres
strictement inférieurs A p'gs; cet ensemble est une réunion des multiples de p strictement inférieurs a

P'q® et des multiples de q (strictement...) : cette réunion n’est pas une partition, 'intersection est
formée des multiples de pg. On a :

Card({les multiples de p} = pr-1gs ;
Card{les multiples de q} = p'qs-! ;
et enfin Card{les multiples de pq}= pr-lgs-1,
Done gm) = prq® - (p1g® + prgs-l - prlgs-d) = (pr - pr-1 )( g5 - g1 ) = (p") p(q).

B3 La démonstration compléte nécessite le théoréme : Z/abZ est isomorphe & Z/aZ x Z/bZ pour a et b premiers
enfre eux.
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-C. Formule d’Euler :

X est un entier strictement positif et n un entier supérieur a 2 avec x et n premiers entre eux

alors x¥n) =] [n].

Démounstration : x est inversible dans Z/nZ. si et seulement si x et n sont premier entre eux.

Si x et n sont premiers entre eux, d’aprés le théoréme de Bezout, on a : ax + bn = 1 donc ax = 1 [n]

donc x a pour inverse a dans Z/nZ.Si x est inversible dans Z/nZ. alors il existe a tel que ax = 1 [n]

donc ax = 1 + kn ; on a donc une égalité de Bezout : ax - kn = 1 ce qui prouve que a et x sont premiers

entre eux.
L’ensemble des inversibles U[n] de Z/nZ constitue un groupe (multiplicatif) d’ordre @(n) puisque
®(n) est le cardinal ’ensemble des nombres qui sont premiers avec n. Or 'ordre d’un groupe fini

vérifie pour chacun de ses éléments x, x¢® =1 [n].
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999.1. 9Qatredwction

Objectif : Montrer que certaines équations n’ont pas de solutions en nombres
entiers strictement positifs.
Principe : On suppose que I'équation admet une telle solution, on montre
alors qu’il en existe une autre strictement inférieure et positive.
Comme il n'existe qu'un nombre fini de nombres entiers entre ‘0 et la

solution initiale, il est alors impossible qu'une solution initiale existe.

Un bien joli nom que ce type de raisonnement mis au point par Fermat : si on veut
prouver qu'un probléme n'a pas de solutions en nombres entiers, on montre que, s’il en
admettait une, il en aurait une autre avec des nombres plus petits, avait écrit Grosrouvre.

« D'accord, mais pourquoi est-ce une preuve ? se demanda M. Ruche. Pardi, parce
quil n'y a qu'un nombre fini d’entiers inférieurs a un entier donné. C’est-a-dire,
justement parce que la descente n’est pas infinie | »

Soit un escalier qui démarre au rez-de-chaussée, si chaque fois que I'on se trouve sur
une marche on est obligé de redescendre sur la marche précédente, il arrive un moment -
le moment ot I'on atteint le rez-de-chaussée '- ou 'on ne peut descendre plus bas. Or
notre hypothése nous contraint de descendre toujours plus bas. |

Contradiction ! L’hypothése est donc fausse. Donc aucun nombre ne posséde la propriété
en question. CQFD. M. Ruche apprécia ce mélange subtil de raisonnement par I'absurde et

by

de raisonnement par récurrence & rebrousse-poil.

Denis Guedj, “Le théoréme du perroquet”, Roman Seuil, 1998 - chapitre 19,

page 378 avec I’aimable autorisation de |’ auteur.

Nous allons présenter deux exemples* de descente infinie : le

premier permet de montrer que le probleme n’a pas de solution ;

le second permet d’exhiber les solutions d'une équation diophantienne.

14" Qui ont aussi été développés par Hervé Lehning dans la revue Tangente, Secrets de nombre, [Lehning, 1998].
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999.2. E n'est fas nalionnel.

Si ¢’était le cas, il existerait un point M, & coordonnées entiéres et strictement positives (X, ; y,) de

la droite A d’équation y = 4/2 x.

Supposons qu’un tel point existe. Si on montre qu’alors il existe un point M, (x, ; y,) € Atel que
0<x, <X,
0<y <y,

ol X, et y, sont aussi entiers.

Conclusion : impossible de poursuivre ainsi a I’infini et donc le point initial n’existe pas.
P

Montrer que le point M, existe revient a trouver une transformation du plan :
f:M(x;y)— M (X*;¥y’) «satisfaisante ».

C’est a dire en recherchant la transformation f sous la forme :
X’=ax+by
y.=cx+dy

e a) On veut x et y entiers alors X’ et y’ entiers :
pour que ceci soit vrai pour tout entier, il faut donc que :
a, b, ¢, d soit entiers

e b)On veut: 0<x’<x
O<y <y
Puisque x et y sont strictement positifs, si a et b ont le méme signe ainsi que c et d on n’aura jamais
x’<xety <ydonc
a et b doivent avoir des signes différents ainsi que c et d.

c)Onveutquey-\/'Z-x=0<:>y’-'\/-ix’zO

or y’ ~‘\/-2_x’=(cx+dy)—\/§(ax+by)=dy-axﬁ+cx—by‘\/§
Un moyen simple d’obtenir I’équivalence est de poser :
a=detc=2b

Puisquealorsonaura:y’-\/Ex’=a(y-‘\/§x)+b‘\[£(‘¢2_x—y)=(y-'\/5x) (a-b\/—Z-)
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¢ d) La condition du b) implique aussi : 0 < OM’ < OM,
SOit : 0<x?+y?<x*+y

soit en tenant compte du résultatduc): 0 < (ax + by)* + (2bx + ay)* < x>+ y?
0 <a® (x*+y%) + b? (4x* + y*) + 6 abxy < x> + y?

ory*=2x*et y’? = 2x%; 0<3a2x*+6b* x>+ 6V2 abx® < 3 x*
0<3x*(a+y2b)< 3x2
O<(@a+vy2bP<1

a et b entiers, non nuls tous deux, de signe opposés vérifient -1 < (a + V2 b) < 1
Différents couples peuvent convenir : a = 2 et b = -1 par exemple.

Vérification.
On peut observer sans problkme que toutes les conditions sont remplies en prenant pour la
transformation f :
X’=2Xx-y
y =-2x + 2y
® siX,yentiers on a bien X’ et y’ entiers

* Sixety sontles coordonnées d’un point de A, x” et y’ sont aussi les coordonnées d’un point de A

puisque si 'y -\/fx:Ocomme y’ -'\/’ix’ = (y —\ﬁx) (2 +‘\/§), alors y’ - \Ex’ =0

¢ si x ety sont les coordonnées d’un point de A, x* et y’ sont aussi les coordonnées strictement

inférieures d’un point de A.

y =42 x, X =2x-y=2x-Y2x=x(22)
Y =-2x+2y=-2y+2y=y (2-V2)

et puisque 0 <2 -2 <1, 0nabien 0 < x’ <xetl<y <y
On aurait pu prendre aussi a =3 et b = -2,

En conclusion, si la démonstration classique de « /2 n’est pas rationnel », qui fait
intervenir la parité, est peut &tre plus rapide, celle-ci présente Pavantage d’une
recherche de transformation qui convient, et d’un lien avec les graphiques.
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799.3. Eguation de Pell ¢° - 2 =

Forme générale (y* - dx* = b)
C’est un type particulier d’équation de Diophante, on en recherche les solutions entiéres.
Résoudre y* - 2x* = 1 en nombres entiers, revient i rechercher les points a coordonnées entiéres de
la partie d’hyperbole H définie par :
y -2x2=1
x20ety=>0

Si dans I’exemple précédent, on prenda=3 et b = -2,
onauraf: x’=3x-2y
y’ =-4x + 3y
ety -V2x’ =(y-V2x) 3 + 22).
On peut aussi obtenir : y’ + V2x = (-4x + 3y) + \/5 Bx-2y)=(y+ ‘\/fX) @3- 2\/5)
Ainsi par produit : y’? - 2x’* = y* - 2x* puisque (3 + 242) 3 - 24/2) = 1;
Ainsi par f, 'image d’un point M de H & coordonnées entiéres est un point M’ de

H a coordonnées entiéres.

Si I'on veut que ce point M’ soit & coordonnées inférieures strictement :

e c’estadire:0<x’<x soit 0<3x-2y<x,
2
ce qui équivaut a Ty<x<y,
. . N . & 4 2 2 2
équivalent a (puisque nombres positifs) gy SXx' <y,
4
comme y* = 2x* + 1 g 2+ 1) <x*<2x* + 1,
soit , 4= x ainsi on doit avoir x > 2 ;
e ct0<y' <y 0<-4x +3y <5x
4x <3y <x

16 x* < 9y* < 25x>

16 x> <9(2x* + 1) < 25%2
0<2x*+9<9x?
9<7x*  vraisix>2

Par f, M’(x’,y’) € H avec des coordonnées inférieures, si M(x,y) € H

dés que x > 2
Ce qui va donner, en appliquant la' méthode de descente infinie
une possibilité de solution.
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Considérons un point initial M, de H de coordonnées (x, ; y,) entiéres avec x, > 2.
Il n’est pas possible de construire par f, & partir de ce point, une suite infinie de points M, qui vérifient
les mémes conditions puisque 1’on devrait avoir une suite infinie (x,) telle que :
2. <X, <X, <. <X,
Dong, il existe n tel que x < 2, ce qui arréte la construction de la suite

X, S258X <. <X

n-1

Mais le point M, de H a malgré tout des coordonnées entiéres.

Nous n’avons donc que 2 cas 4 observer :

% = 1 == =3 pas possible, y non entier

x,=0 = y'=1 doncy=1
Ainsi X, ,, y, , sont solutions du systéme :
3x-2y=0
-4x +3y =1
Ce qui entraine X, =2 ety =3
Pour trouver de fagon générale les coordonnées du point M, | & partir de celles de M, il faut résoudre le

systeme :
3Xna - 2Y, =X,
Xy, + 3y, =Y,
ce qui donne X, =3x,+2y,
et Voo =4Xx,+3y,

On peut ainsi conclure en disant que les couples d’entiers positifs solutions de
y*- 2 x* = 1 sont les couples (x, ; y, ) définis par les suites!S :
X1 =3x, +2y,
et Your =4 X%, +3y, avec (x,;y,)=@©0;1)

13" Un autre exemple de « remontée » semblable d’une descente infinie est proposé dans le chapitre IV.6 : Equations
entiéres et courbes algébriques.
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799.4. Les éguations disphantiennes daws (les
manwels de 7S

La plupart des manuels de TS proposent des résolutions d'équations
diophantiennes, ce qui nous a conduit i nous intéresser de plus prés a ce type
d'équations.

Diophante, mathématicien des années 250 de notre ere, fut le premier a
s'intéresser 4 la recherche de solutions en nombres entiers ou rationnels
d'équations polynomiales 7 coefficients entiers et Fermat (1601-1665) a apporté
une contribution importante & la résolution de ce type de problemes.
Cependant lorsque l'on tente de faire une présentation synthétique de ces
problémes, on se heurte au fait que, comme il n'existe pas d’algorithme
universel permettant de décider si une équation diophantienne a une solution
en nombres entiers []. Robinson, Yu. V: Matijasevic, 1970], les ouvrages
consacrés aux équations diophantiennes n'apparaissent que comme une
accumulation de résultats disparates.

Malgré cela, nous essayerons ici de classifier certains problemes proposés aux

eléves.

Equations linéaires a 2 inconnues : ax + by = ¢ avec a, b, ¢ entiers.
Tous les manuels traitent cette équation de fagon systématique, mais tous ne donnent pas
Iinterprétation en termes de points & coordonnées entiéres d’une droite qui cependant est une des

méthodes utilisées pour résoudre des équations de degré supérieur.

Les équations du second degré.
* L’équation de Pythagore : x* + y* = 7%
La méthode de résolution faisant intervenir les points & coordonnées rationnelles du cercle unité!?

est exposée dans certains manuels. Cette méthode permet en particulier de conclure que I’équation

x*+y* =3 z* n’a pas de solutions entiéres.

16 Sur le tableau récapitulatif des manuels, p 17-18, on peut observer I'importance qui leur est plus spécialement
accordée dans le Déclic et le Terracher. Dans les exemples de sujet de bac blanc proposés p 19-20, elles interviennent
aussi fréquemment.

17 On pourra se reporter ici au chapitre V.2 : « nombres pythagoriques » ot 3 méthodes sont exposées.
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¢ Les équations de Pell : y*-'d x* = b.

Probléme traité pour y* - 2 x*> = 1 par la méthode de descente infinie et utilisation des points a
coordonnées entiéres de I"hyperbole y*- 2 x*=1 (voir les pages précédentes, équation de Pell).

Dans les manuels, ce type d’équations est traitée, en général, lorsque d = 1 par la factorisation de
y> - x* et pour des valeurs particuliéres de b. On peut aussi rencontrer des équations du type
x*-2y"=3 dont on montre quelle n’a pas de solution en vérifiant en particulier que x?,

nécessairement impair, est congru & 1 modulo 8.

Les équations de degré supérieur.

* Les équations de Mordell : x> +n = y*,

Ces équations ont un nombre fini de solutions (Théoréme de Mordell-Weil, 1928). Plusieurs pistes
de résolutions sont proposées dans Arithmétique : le retour 18 pour I’équation x* + 2 = y°.

Dans les manuels, on peut trouver : démontrer que I'équation x* + 3 = y’ n’a pas de solution en

discutant sur la parité de x et de y et les restes dans la division par 8.

* D’autres équations, comme par exemple : x* -y’ = a.
Ce type d’équation proposé dans les manuels se résout par la factorisation de : x* - y® et en utilisant
la décomposition en facteur premier de a (un exemple de telle équation est proposé par le sujet du bac

blanc du lycée Joffre p. 19).

18 [Bernard et Ali, 1995).



K. Du continu aun disenct, . . of
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P.1. Dynamigue du contine et du diseres,

La réintroduction de l'arithmétique, dans un cours de mathématiques o il
domine 'analyse, est I'occasion de repenser les rapports entre continu et discret,
dans leur irréductible opposition et leur nécessaire complémentarité. Aprés un
petit  détour théorique, nous examinerons plusieurs domaines ont cette

complémentarité est particuliérement féconde.

On trouve dans I"Encyclopaedia Universalis', & 1a rubrique “ Discret et continu ”, une description
par Jean-Michel Salanskis de leur opposition :

“ (Elle) se retrouve dans une certaine mesure dans celle de 'analyse et de I’algébre. La
définition rigoureuse de ces deux branches traditionnelles de la mathématique est sans doute
impossible ; on peut cependant dire que I"algebre fut d’abord la théorie de la résolution des
équations. Dans une large mesure, et pendant longtemps, 1’algébre est d’ailleurs restée
dominée par le signe =, on y traitait de relations d’égalité, soit en les affirmant, soit en les
transformant, soit en les prouvant, soit en les érigeant en problémes. Est associée 3 ce
symbole = une question dont la réponse est oui ou non, un test binaire : de la sorte, les
possibilités et les structures commandées par le = prennent une tournure discréte, donnant
lieu a des arbres de classification ou des arbres algorithmiques, des tableaux consignant les
résultats ou régulant la méthode. 11 n’est donc pas surprenant que la discipline algébrique
traitant des nombres entiers (lesquels “exemplifient” canoniquement le discret comme on I'a
vu), c’est-a-dire I'arithmétique, ait servi de modele pour le projet hilbertien d’une
grammaticalisation des mathématiques, plus ou moins réussie aujourd’hui. L’idée de ramener
les mathématiques & P’exercice d’un jeu discret selon certaines régles, le projet axiomatique
disposaient d’un environnement favorable avec Ialgébre ; on notera a ce sujet que la structure
de groupe, premiére grande structure axiomatique de la mathématique moderne, est sortie de
la réflexion de Galois sur la théorie des ¢équations. Rappelons pour finir que le vocable arabe
dont dérive le mot “algebre” contient déja les semes de “réduction” et de “séparation” (en vue
d’une forme stricte), annongant par 12 méme tout ce que nous venons de dire.

Le mot analyse, de son cbté, signifie en langue naturelle décomposition du global,
mouvement vers le détail : le regard analysant “resserre” sa visée, s’intéresse a la complexité

de ce qui se passe dans un lieu réduit (il peut y avoir une infinie richesse dans cette exiguité).
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En mathématiques classigques, cette considération du local donne la prédominance au signe de
I'inégalité : cette dernicre posséde en général un degré, se module, renvoie A une échelle de
variations, qui sera continue dans le cas d’un substrat continu. On voit comment la figure
topologique et quantitative du continu s’associe naturellement a cette étude du local en tant
qu’intense. L’analyse fut d’ailleurs d’abord 1’étude des fonctions de la variable réelle, elle se
situait donc tout enti¢re et d’emblée dans le cadre du continu. Les méthodes de I’analyse ont
conservé pendant la méme période un rapport avec le mystére géométrique du premier

M

continu qui se soit historiquement dévoilé, celui de ’espace réputé “sensible”.

L’article se poursuit par I’évocation de ce que Jean-Michel Salanskis appelle le “ jeu scientifique
sur le discret et le continu, & propos par exemple de la théorie des probabilités :

“(...) cette derniére mérite une évocation particuliére, parce que le passage du discret au
continu est un moment essentiel de cette théorie dans son aspect mathématique pur, et parce que
les applications de la théorie sont en rapport avec la charge “ontologique” de 1'opposition du
continu et du discret. Le calcul mis au point par Pascal portait sur des “univers d’éventualités”
finis , les applications probabilités définies sur ces ensembles ayant la propriété dite
d’additivité en langage actuel : celle-ci énonce que des événements logiquement décomposables
en sous-€vénements deux a deux incompatibles ont une probabilité égale & la somme de celle de
leurs composants. Ce calcul convient pour les processus aléatoires dont les issues peuvent étre
isolées les unes des autres, et donner matiére & la définition d’un ensemble fini d’“atomes du
hasard” ou “événements élémentaires” : c’est un calcul qui se situe résolument dans le discret.
La généralisation de cette théorie permet de traiter des processus dont les issues ne sont pas
séparables, collent les unes aux autres, ce qui est par exemple le cas lorsqu’elles se distribuent

dans un continuum. La théorie mathématique de la mesure, qu’on fait intervenir ici, ne tient plus

19.@ 1998 Encyclopadia Universalis France S.A. Tous droits de propriété intellectuelle et industrielle réservés.
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pour significative la probabilité de voir sortir un cas parfaitement individué (une telle probabilité
est en fait toujours nulle dans le cas continu), mais la probabilité pour que le cas sortant
appartienne & une “région” de l’ensemble des cas possibles (on remarque la dimension
topologique de cette notion). Au lieu de la propriété d’additivité, la propriété de s-additivité
exprime la possibilité d’un passage a la limite dans le calcul de la probabilité d’une réunion
dénombrable d’événements deux & deux disjoints. L’ouverture sur le continu et le topologique
suscite les problémes de “convergence”, comme il est naturel. Or cette théorie des probabilités
“générale” s’applique de deux maniéres : ou bien (en physique essentiellement) a des situations
“par elles-mémes” continues (& des phénomeénes naturellement repérés par des grandeurs
continues, en raison de la nature des formes a priori dirait Kant), ou bien a des situations
discrétes, mais ot I’ensemble des cas possibles est “trés abondant”, si bien que les calculs
discrets peuvent étre correctement approximés au moyen de formules “continues”, de calcul
différentiel ou intégral, éventuellement plus simples; dans ce dernier cas, il y a donc
renversement du dispositif kantien, le discret est du c6té¢ du “donné”, du matériel statistique par
exemple, et le continu du c6té de I'“idéalisation scientifique”, il appartient & un univers brodé par
le discours rationnel a partir de ce donné, la corrélation entre les deux étant de ’ordre de la

convergence, associée a I’idée chez Kant. ”

C’est ce jeu scientifique entre discret et continu que nous voudrions exposer maintenant, & propos
de différents domaines. Nous ne prétendons pas ici faire une étude exhaustive, mais évoquer
simplement quelques problémes intéressants, qui peuvent sans doute donner matiére a des activités

mathématiques, a différents niveaux du lycée.
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M .2. Swites et fonctions

C’est bien stir un domaine des mathématiques oit l'aller-retour entre discret
et continu est permanent. Il suffit de considérer les rapports entre tableaux de
valeurs d'une fonction et représentations graphiques de celle-ci pour réaliser
que la distinction discret/continu n’est pas aussi simple qu'on voudrait
limaginer. Connaitre les valeurs que prend umne fonction suppose bien une
évaluation ponctuelle, récupérer “la totalité ” de la courbe suppose un

prolongement implicite par continuité. C'est bien d'un aller-retour entre la

fonction x—f(x) et la suite n—f(n) qu'il s'agit.

Premier probléme que nous envisageons habituellement en classe : quel est le rapport entre les
propriétés de la fonction et celles de la suite ? On résume souvent celui-ci en disant que les propriétés
de la fonction se prolongent a celle de la suite, du moins en ce qui concerne les variations et les limites

en +oo, sans qu’il n’y ait bien siir de réciproque. Les choses sont cependant a considérer de pres :
- si une fonction f est décroissante sur [0, 1] et croissante sur [7t, +oo[, peut-on en déduire que
la suite (f(n)) est croissante a partir de 4 ? Ou a partir de 3 7
- si une fonction f est périodique (par exemple la fonction x—sinx), peut-on en déduire que la

suite (f(n)) est périodique ?

Le transfert des propriétés d’un objet a ’autre n’est pas si automatique que cela !

Deuxiéme probléme, moins souvent envisagé en classe, celui posé par le recours aux outils de
calcul. Ceux-ci opérent nécessairement une discrétisation des tracés. Un phénomeéne continu est ainsi
représenté, via la transposition pour I’écran, par un ensemble fini de pixels. Comparons ainsi les
représentations graphiques de la suite sin(n) et de la fonction sin(x), sur des intervalles différents, avec
les deux modes de tracés possibles (le tracé des points successifs isolés ou le tracé des points

successifs reliés).
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Suite, tracé point par point Fonction, tracé point par point
F2w Sv Y _F&v YF7 F5v Y _F&v YF7 '
v 1-- Zoom Trace ReGraph Math Draw|v v !— Zoom Trace ReGraph Math[Draw|v

/,\\//\\ \//\\
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Suite, points successifs reliés Fonction, points successifs reliés

A gauche la suite n—f(n), a droite la fonction x—f(x), sur Iintervalle [0 ; 10]

Sur I'intervalle [0 ; 10] (ci-dessus) rien de mystérieux : la représentation graphique de la suite se
compose de 11 points. Si ceux-ci sont reliés, on obtient une ligne brisée. A droite, la représentation
graphique de la fonction se compose de 238 points (il s’agit d’une calculatrice TI-92, dont I’écran
comporte 238 colonnes de pixels). Les oscillations de la fonction étant trés raisonnables, il n’y a pas
grande différence entre le tracé “ points isolés et le trace * points reliés ”

Sur I'intervalle [0 ; 238] (ci-dessous), il y a identité parfaite entre les représentations graphiques de
la suite et les représentations graphiques de la fonction. En effet, il y a pour la suite autant de point de
calcul que ce que I’écran comporte de colonnes de pixels. Donc il y aura, pour la suite comme pour la

fonction, un point par colonne de pixels.
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A gauche la suite n—>f(n), 2 droite la fonction x—f(x), sur 'intervalle [0 : 238]
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Les surprises arrivent avec I’intervalle [0 ; 1490]. En effet, de fagon tout a fait surprenante :

- la représentation graphique de la suite comporte plus de point que la représentation graphique de
la fonction sur le méme intervalle ;

- la représentation graphique de la fonction est étonnamment sage. ..

Chacun de ces phénomenes s’explique (relativement) aisément. Pour la fonction, la calculatrice
trace invariablement un point par colonne de pixels (comment faire sinon, puisqu’un réel n’a pas de
successeur !) ; ainsi, sur Pintervalle [0 ; 1490], la représentation graphique de la fonction comporte
exactement 238 points. Par contre, pour la suite, la calculatrice va placer 1491 points (puisque chaque
naturel a un successeur, le choix de ces points est automatique). Il y a donc environ 6 points par
colonne de pixels. Le phénomeéne discret est représenté par plus de points que le phénomene continu. ..
Ce qui fait que, quand on relie les points qui représentent la suite, on ne voit plus grand chose...

- I’intervalle [0 ; 1490] n’est pas pris au hasard... Comme le lecteur attentif I’aura constaté, 1490
n’est pas trés loin de 238 fois (27). Ainsi, il y a entre deux points de calcul de la fonction presque sa
période, ce qui explique qu’il n’y ait qu’un petit décalage dans I’ordonnée et un tracé trés raisonnable
faisant apparaitre une pseudo-période différente de la période attendue pour la fonction sinus !

1 F2v Sv F&vw Ew Fa&v
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A gauche la suite n—>f(n), i droite la fonction x—f(x), sur I’'intervalle [0 : 1490]

On le voit, I’étude des représentations graphiques des phénomeénes discrets et
continus sur un écran de calculatrice nécessite quelque réflexion...20

20 Sur ce point, on pourra consulter avec profit Pour une prise en compte des calculatrices symboliques en lycée
[Bernard et alii, 1998].
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.5, Suited wécurenres | Eguations diffénentielles

Nous nous proposons ici, toujours dans le cadre de Ia confrontation
suites/fonctions, de comparer les solutions d'équations proches qui leur
donnent naissance : récurrences pour les suites, équations différentielles pour

les fonctions. Nous traiterons deux exemples.

IV.3.1. Un processus a divergence lente.

n

Suite récurrente : u,_,, —u, = L u, = 1. Equation différentielle : y'= b y(0)=1
u ¥

n

Le caractere de proximité des deux phénomenes est assez clair : dans les deux cas, la “ dérivée ”
est égale a I'inverse de la fonction. Que la suite diverge vers +eo est immédiat : par une récurrence

simple, tous les termes sont strictement positifs, dont la suite est strictement croissante ; comme la
fonction qui définit la suite x — x+— n’a pas de point fixe, la suite ne peut que diverger vers +oo.
x

Cela implique bien sir que Pinverse de la suite tend vers 0, donc que I’écart entre deux termes
consécutifs tend vers 0, ce qui caractérise bien une divergence lente.
Ce caractére de proximité formelle a-t-il des conséquences pour la suite et la fonction

correspondants & ces équations 7 Ceci peut étre observé sur une calculatrice?2.
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21 On pourra trouver cette étude adaptée pour des éléves de terminale dans la brochure Des Jonctions et des graphes

[Bernard et alii, 1995].
22 On utilisera ici une calculatrice TI-92+ qui posseéde un module de résolution numérique des équations différentielles.
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Sur les mémes intervalles, on peut considérer ci-dessus d’abord la suite, puis la fonction solution
dont une représentation est tracée parmi le champ de tangentes. La proximité des deux phénomeénes est
assez troublante...

Ceci peut se vérifier par un calcul d’équivalent.

L , .1 N o
- Pour la fonction, c’est assez simple. De y.y’=1, on tire -O—y2 =x+c, d’ou, par utilisation de la

s

condition initiale y(0)=0, y=+/2x+1. On vérifie bien ainsi la résolution numérique proposée par la

calculatrice ci-dessus. Un équivalent pour cette fonction, en +co, est y = +/ 2 .

- Pour la suite, la méthode de recherche d’équivalent est classique. On recherche d’abord un

exposant a tel que ul, —ul converge vers une limite non nulle. On obtient:

p+l ~ Yn

) . . . I . ) PR .
ul,, ~ul =(u, +—)" =u;(l+—)" —u;, puis par un développement limité¢ (légitime puisque —
u;, u

n n n

tend vers 0) :
0o 1 BT 1 ) N
w4+ =) —ul =ui(l+—+ 0(11—2-)) —u® =au? +o@ul?)
n n n

La différence u;,, — u} converge vers une limite non nulle si et seulement si a = 2. Cette différence

converge alors vers 2. On applique alors le lemme de Césaro : si la suite (w,)converge vers A, alors

R . PP e A e . .
la suite (-~2 w, ) converge aussi vers A (cette propriété s’interpréte géométriquement : si une suite
k=1
converge vers A, la moyenne arithmétique de ses premiers termes converge aussi vers A). En

2

appliquant ce lemme 2 la suite des différences (u., —u:)qui converge vers 2, on obtient que la suite

1 2 2 1 2 2 . . 1
;2 U, — Uy = ;(unH —u,) converge vers 2. Cela implique naturellement que ;um converge vers
k=1

2, soit ul =2n c'est-a-direu, =+/2n. On retrouve e méme résultat asymptotique que pour la

fonction.

Ce résultat se comprend a partir de Ia faible croissance des phénomeénes. Ainsi le

f(n+1)-f(n . pps . s eg .
rapport l—;%«—(-—z: u,,, —u, est-il peu différent de f'(n). Cette proximité du discret et
n+1l-n
du continu ne subsiste bien siir pas s’il y a une croissance importante du phénomeéne

observé entre deux peints de mesures n et (n+l) successifs.
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IV.3.2. Un processus a divergence rapide

Suite récurrente : u, , —u, =u; u, = 1. Equation différentielle : y'=y> y(0)=1

Le caractere de proximité formelle des deux phénoménes est le méme que dans le cas précédent. On
démontrerait de méme que la suite diverge vers +oo. Mais, & la différence de Pexemple que nous
venons de traiter, la différence entre deux termes consécutifs tend vers +oo. Observons la résolution
numérique des deux équations a I’aide d’une calculatrice (voir ci-dessous). On peut vérifier que les

deux phénoménes (observés sur les mémes intervalles) n’ont pas le méme comportement :
- la suite a une divergence trés rapide ;
- la fonction aussi, mais semble accuser une cassure trés rapide, aux environs de 1.

Etudions théoriquement ces phénomeénes.
Pour la fonction, c’est assez simple. Sur tout intervalle [0; A] ol elle est définie elle est

nécessairement strictement positive (signe de la dérivée). Nous pouvons ainsi écrire :

1

y

2

| — 1 .
=1, d'ol -—=x+c et par utilisation de la valeur en 0, y=-——_ 11 y a bien cassure
y y x-1
pour x=1. Le phénoméne continu qui débute en 0 suit une croissance impétueuse avant 1 et se déchire

en 1.
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Pour la suite, ¢’est un peu plus complexe. Le lemme de Césaro ne donne pas les mémes résultats,

du fait de la croissance impétueuse. On * écrase ” alors la suite en posant :v_ = ;nmln(un). Il est clair

<

que cette nouvelle suite est croissante, en effet :
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1
2n+1

1

n = 2n+l

(ln(1+—1—) >0.
u

n

Vo -V (In(u,,,)—2.In(u,)) = —(In(u, +u?) ~In(u,)) =

2n+1

Ce résultat nous permet aussi de majorer cette différence, puisque —<I1.
u

n

Ainsi :0<v,,, —v < Fln2 . Par addition de ces inégalités du rang 1 a n, il reste :

n

O<v,—1< ln2(%+§1;+... + ln)< In2 (en utilisant la somme des termes de la suite

2
géométrique). La suite (v, )est croissante majorée, elle converge donc vers un réel a inférieur a 1+In2.

Premier résultat, 2—1nln(un)za donc In(u,)=2"a. Hélas, on ne peut pas prendre des

exponentielles d’équivalent. Il nous faut donc poursuivre notre étude un peu plus loin, en utilisant des

majorations plus fines.

En utilisant la concavité de In, In(1+ l) <x,onobtient:v , —v, = %(ln(l + —1—) < S LUn
X u u

n n

e nouvelle utilisation des dominos, du rang n au rang p, donne :

1 1 1 . 1 ..
< -+ +...+—————. Comme la suite — est décroissante, nous
n 2n+1 2n+2 2n+p
un un+[ un+p—1 un

v v

n+p

1 1 1
+p—vn<———( +
u

pouvons écrire : Vv

n

S . 2n+p)< 2n1 (en majorant par la somme de la série

n n
géométrique). Ceci est valable pour tout naturel p, donc, par passage a la limite (l€gitime, puisque la

suite v converge) :

: 1
O<a-v, < ,clest—a—dire0<2"a—In(u, )<—.

n
n n

La suite (2"a —In(u,)) a donc comme limite 0. Par passage, licite, & I’exponentielle, on en déduit

exp(2"a)

que la suite exp(2"a—In(u,))= a pour limite 1. D’ou le résultat final : u, =exp(2"a). La

n
suite u a bien une croissance trés rapide, mais elle est définie pour tout n, a la différence de la fonction

solution de I’équation différentielle correspondante.

Ceci aura des conséquences importantes: si ’on utilise une méthode numérique
de résolution de I’équation différentielle (type méthode d’Euler), ce qui revient a
remplacer I’étude du phénoméne continu par un phénomeéne discret, on pourra trés
bien trouver une solution fausse. En effet, si le pas de calcul est trop grand, la
fonction pourra franchir D’asymptote x = 1 (cf. sur ce point la brochure Des

fonctions et des graphes déja citée).
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1V.3.2. Conclusions de cette comparaison suites récurrentes-
équations différentielles

- Parfois phénomenes discrets et continus marchent du méme “ pas ”, parfois les itinéraires sont
parfaitement divergents.

- Parfois les phénomenes continus s’étudient de fagon plus simple que les phénoménes discrets (on
I’a constaté dans la recherche d’équivalents pour le processus i divergence lente).

- Parfois ce sont les méthodes discrétes qui permettent d’aborder les phénoménes continus (c’est ce

que ’on fait pour toute résolution numérique d’une équation différenticlle).

Mais un résultat obtenu dans un domaine ne peut pas se transférer automatiquement a 1’autre. Tout
est une affaire de contrdle théorique et de discernement:
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.4, Bécurvences e fonctions générnatrnices

Nouveau probleme d’étude de suites récurrentes, mais dans une situation
oit le recours a une équation différentielle est moins direct. Nous proposons
d'étudier la suite récurrente définie par :

un+2 = (n * 1)(un + un+l)’ ul = 0 u2 = 1 23

Nous pouvons observer le comportement des premiers termes de la suite, en la comparant a la suite
(n!) (cf. ci-dessous). Cette comparaison est assez naturelle, si I’on considére origine de la suite (les

dérangements) ou son mode de fabrication (on multiplie & chaque fois par n).
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[z n=1 6. 265, [720. [2.7273

W 7. 854, [5040, [2.717

uig= 8. 4833.140320,(2.7184
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Le rapport entre n ! et la suite u semble converger vers un nombre qui ressemble fort & e. Nous
nous proposons de le prouver par recours & une méthode fonctionnelle. 11 s’agit de la recherche de la

“ fonction génératrice ” de cette suite, ¢’est-a-dire d’une fonction f, développable en série enticre,
9 = - u, . . : .
égalea: f(x) = Z——'x , ouu, est notre suite. Nous aurions donc f(0) =0
n
k=0

L’objectif est de dériver f, en utilisant la relation de récurrence qui définit la suite u :

oo oo

t u - < (n~1)(u o tu —) n-1 u,_ n-2 o U, n-2
f(x)= )y —2_x"T=x+ s SR ST ) Yt = G O il S B
é(n—l)! é (n—-1)! g;(n—fl)! ;(n—Z)!

On reconnait {’(x) = x + xf(x) + xf’(x). La fonction f serait ainsi solution de I’équation différentielle

y'(1-x) - xf(x)=x. Nous savons qu’il s’agit d’une équation résolue sur I'intervalle ]-1 ; 1[ (nous nous
intéressons a un intervalle centré en 0 puisque nous recherchons une fonction développable en série

entiére).

23 Cette suite correspond au nombre de dérangements ”, c’est-a-dire de permutations sans points fixes de n éléments.
On en trouvera une étude détaillée dans [Trouche, 1998] ou [Bernard et alii, 1998].
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Nous pouvons voir ci-dessous la résolution de cette équation différentielle. La solution est
e“X
f(x)=-

x—1

—1. Le terme de rang n de la suite correspond (via un développement de Taylor) 2 la

. ie M 2 v qm .
valeur que prend la dérivée n'“™ de f en 0, ce que ’on vérifie ci-dessous.

1 F2v F3v Y Fyv T F5 T FAv
v I—'E ﬂlgebraTCalcTOther PrgmIQ|Clean Up

1 F2v F3v Y Fhiv FS FEw
v ZE AlgebralCalc|Other|Prgmi0|Clean Up

o
o Define £(x) '—"';(—_'_—T -1 DOheH
® deSolve(y' (1 ~x)-xy=x and y(®) =0, P Donel
g %
2 9 44>
SEQ3ze.

Mais cette expression de la fonction f nous donne encore davantage. Nous pouvons développer en

série les fonctions qui composent f, et, par un produit de convolution retrouver le développement en

o e k oo
série de la fonction f: e ™ = 2(—]{1—')~xk d s >
k=0 K- - X

Ainsi, dans le développement en série de f, le coefficient de x

n _1 k
est 2( ) .
k=0 k!
D’ot, en comparant avec I’€criture initiale de f, le résultat
N n —1 k
Z( St ol u, =n!2( )

m Nous en tirons immédiatement un équivalent pour la
k=0 i

. a1 . , L . g
suite ; lim Sriaied ce qui confirme bien I’observation expérimentale
n-—>+eco n' e

C’est a nouveau un aller-retour entre les domaines du discret et du continu qui nous a permis de
traiter cet exercice.
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7.5. Déffénences fences et formales de Taylor

A nouveau les formules de Taylor, pour traiter de facon (relativement) non
classique un probleme (relativement) classique. Il s’agit de savoir combien de
secteurs l'on peut obtenir dans un disque en reliant de toutes les fagons
possibles (par des segments) n points situés sur son pourtour. Il est clair que,
pour O point, on a 1 secteur ; pour 1 point, on a 1 secteur aussi; pour 2 points, 2
secteurs ; pour 3 points, 4 secteurs; pour 4 points, 8 secteurs; pour 5 points, 16
secteurs. Il est tentant de conjecturer Iexistence d'une suite gédmétrique

simple... Qu’en est-il vraiment ?

Commengons notre calcul par le choix de notations simples : on appellera r(n) le nombre de
secteurs cherché et par s(n) le nombre de régions supplémentaires engendrées par 1’ajout du point A,

sur le cercle (cf. schéma ci-dessous)

Ant1

IV.5.1. Premiers calculs

Il est clair que ’on a r(n+1)= r(n) + s(n), d’ol I'expression générale de r(n) :

n-1 n-1
r(n) =r(0) + Zs(k) =1+ Zs(k) , puisque 1(0) = 1. Il nous reste a calculer s(n).
k=0 k=0
L’idée fondamentale consiste 2 remarquer que, si une corde [A,,i, Ap] coupe deux cordes
“ consécutives ” [A;, Ajq] et [Aj, Aj] pouri<j,il y aune région supplémentaire. On en déduit que la

corde [Ayy, Ayl coupe (p-1)(n-p) fois les cordes qui ont pour une de leurs extrémités I'un des (p-1)
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points Ay, Ay, ...., Ay, pour autre extrémité I’un des (n-p) points Apits Apizs ....n Ap. Ceci nous
donnedonc (p-1)(n-p) régions supplémentaires dans le secteur du disque défini par les points A;, Ay,
A,, auxquelles il faut ajouter la région qui apparait dans le secteur circulaire défini par les trois points

Ay, Apirs Ap. D’oll, en sommant lorsque p varie de 1 4 n, I’expression de s(n) :

sm)=n+ Y (p-1)(n-p)

p=1

On peut dés lors affirmer que, sommant un polyndme du deuxiéme degré en p entre 1 et n, nous
allons obtenir un polyndme un polynéme en n du troisiéme degré (autre analogie avec le processus
continu d’intégration). L’obtention de r(n) nécessitant une autre sommation de s(k), nous pouvons
affirmer que r(n) est un polyndme en n du quatriéme degré.

Nous pourrions bien siir effectuer ces sommes. Mais il y a plus simple, puisque nous connaissons
les valeurs que prend ce polyndme pour 5 valeurs de n (voir le début de cet exercice !). Nous
pourrions alors chercher I’écriture de r(n) dans la base canonique par le biais de la résolution d’un

systeme linéaire de 5 équations a 5 inconnues :

r(n) = a+bn+cn®+dn’+en?

IV.5.2. Un grand détour pour une grande simplification

Mais il y a encore plus simple, si I'on choisit une base de polyndmes adaptée : la base des

BE 1)"'(')( ~p+l (polynéme de

polyndmes combinatoires : C,(x)=1 et, pour p > 1, C,(x)=

degré p). L’appellation *“ combinatoire ” résulte bien siir de ce que, pour n entier, C,(n)=CE. Ces

polynOmes possédent des propriétés importantes, en particulier celle de donner 2 tout entier une image
entiere?*. Ces polyndmes ayant des degrés échelonnés, ils constituent aussi une base de I’espace des

polyndmes. Nous pouvons donc chercher des coefficients o, B, vy, & et € tels que :
r(n) = a.Cy(n) + B.C,(n) +y.C,(n)+8.C,(n) + £.C,(n).

Ces coefficients vont pouvoir se calculer trés facilement grice  I’opérateur “ différence finie ”
qui, a tout polyndme P associe le polyndme Q tel que Q(x) = P(x+1) - P(x) (on peut constater une

certaine ressemblance avec la dérivation). On notera Q = A(P). Quelques propriétés de cet opérateur :

- ¢’est un opérateur linéaire ;

- il est possible de I'itérer : A*(P) = A(A(P)) ;

24 On a méme mieux : un polynéme donne a tout entier une image entiére si et seulement s’il est une combinaison
linéaire a coefficients entiers des polyndmes combinatoires (sur ce point, voir Arithmétique, le retour [Bernard et alii,
1995]).



Equipe Analyse - IREM de Montpellier - 1999
Page 68

- il est clair (c’est simplement !’application de la formule additive des combinaisons) que :
A(Cy)=0et A(C,)=C,_,. Comme pour la dérivation, I'image d’un polyndme est un polynéme de
degré immédiatement inférieur. L’intérét, avec les polyndmes combinatoires, est que le coefficient

multiplicatif est 1, ce qui va nous donner par la suite des calculs particuliérement simples.
IV.5.3. Une nouvelle formule de Taylor

Soit donc un polynéme P égal a P(x)=a,+a,C (x)+a,C,(x)+...+2a,C (x). Nous voulons
calculer les différents coefficients permettant d’exprimer P dans la base des polynomes

combinatoires :
- il est clair que ag= P(0) ;
- en utilisant la linéarité de I’opérateur A et le résultat concernant I’image de chaque polyndme

combinatoire, nous obtenons :

AP)(x) = a,A(C))(x) + a,A(C,)(x) +... +a, A(C, )(x) = a,Cy(x) +a,C, (x) +... +a,C, _,(x)D’ou le
résultat : A(P)(0) =a,.

- nous pouvons alors appliquer a nouveau ['opérateur A, ce qui nous donnera
A (P)(0)=a,, et plus généralement A"(P)(0)=a,

D’ou I’expression générale de P, dont I’analogie avec la formule de Taylor est claire :

P(x) = P(0) + A(P)(0).C, (x) + A (P)(0).C,(x) +... + A*(P)(0).C, (x)

L’intérét de cette formule est que le calcul des différents coefficients est immédiat, avec une

disposition de tableau :

x [P AP)(x) A% (P)(x) A’ (P)(x) A* @)
0 PO)=ay | Ap)0) = A (P)(0) = K@= s
P( 1)-P§IO) = AP)(D-AP)0) = | A P)(1)-A*(P)0) =
1 a, a3
[P AP = [ATP)1) = N @)D= [
P(2)-P(1) AP)2)-AP)(1) | A P)2)-AXP)(1)
2 [PQ) APQR) = AP = A (PY2) =
P(3)-P(2) AP)3)-AP)2) | A(P)(3)-A*(P)(2)
3 [PB) AP)(3) = A* (P)(3) =
P(4)-P(3) AP)(4)-AP)(3)
4 P@4) A(P)(4) =
P(5)-P(4)
5 [P(5)
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IV.5.4. Application au probléme des secteurs circulaires

Nous recherchons r(n)=a.Cyj(n)+B.C,(n)+7.C,(n)+8.C,(n) +&.C,(n). Le calcul des 5

coefficients nécessite 1’évaluation, déja faite, de la fonction r en 5 points :

n| r) A(r)(n) A’ (r)(n) A’ (1)(n) A* (1¥)(n)

LI rO=1=1" Apmoy=0=] A@0)=1=! A@O)=0= | A @©O)=1=
- a; a, a; ay

1 I'(l) =] A(I‘)(l) =1 A2 (r)(l): 1 A3 (I')([):— 1 | e

21 1(2=2 AM(QR) =2 A ()(2)=2

3| =4 | AnE) =4

4 r4)=8

D’ou le résultat immédiat :
r(n) = CO(n) + C2(n) +C4(]‘1) = Cg +C§ + C: == 1 -+

n(n—1) + n(n—1)n-2)n-3)

41

Petite vérification, 4 I’aide du module de calcul formel de la calculatrice TI-92 :

La fonction r est définie, puis évaluée pour
les valeurs de n de O & 6. Nous retrouvons bien
les premieres valeurs calculées ; quant a 1(6),
il n’est pas égal & 32, comme nous aurions pu
I'espérer au départ. Mais un décompte rapide
des secteurs fait souvent voir ce que 1’on
aimerait bien voir, ¢’est-a-dire 32...

1 F2v F3v Y Fuv 3 F6
v Z—E AlgebralCalclOther|Prgml0 Clear: Up

4 3 2
n n 23°'n 3'n
75'-2"2-“-—4—.—4-—2-4—-—-——4—--?1‘)?"(!'1) Doné
m seq(r{n),n,0,6)
< 1 2 4 8 16 31>

seqlr(nd.n,

0.6)
HACT

SE8 2730

Cette méthode peut s‘appliquer tout aussi simplement 2 la recherche de tout polyndme dont on
connait le degré et la valeur en suffisamment de points distants de 1. Un exemple simple pour finir : Ia

somme des n premiers naturels est un polyndme de degré 2. Calculons ses coefficients dans la base

des polyndmes combinatoires. Nous avons besoin de 3 valeurs :

PO =0 P(l)y=1 PR)=1+2=3
n P(n) A(P)(n) A*(P)(n)
0 0 1 1
1 i 2
2 3

D’olt P(n) = 0.Cy(n) +1.C,(n) +1.C,(n) = C. +C2 =n +

n(n—-1) n(n+1)
22

Nous laissons le lecteur curieux appliquer cette méthode i la recherche de la somme des premiers

carrés, des premiers cubes, etc. ..
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0.

(R

Cguations enticnes et ¢

7 &

Apres ces quelques variations algébriques, nous proposons au lecteur encore
alerte un dernier " jeu scientifique ” autour du discret et du continu, dans le

domaine arithmético-analytique pour finir. Le probléme : soient a et b deux

e 2 2

entiers positifs, il s'agit de prouver que, dés que est un entier, c’est un

ab+1

carré d'entier?s,

Remarque préliminaire : le probléme est évidemment symétrique en a et b. Nous considérerons dés

lors les couples (a, by ot a > b.

1V.6.1. Du coté des nombres a ou b

Il est ais€ de voir pour, pour a et b nuls, le quotient est égal 2 0. Si b est nul, le quotient est égal a

a’, la propriété est encore vérifiée. Nous avons donc une infinité de couples (a, 0) ou (0, b) avec a et b
entiers positifs quelconques qui vérifient la propriété. Nous savons aussi que tout les carrés d’entiers
peuvent ainsi étre atteints. Mais, existe-t-il d’autres couples ? Il est possible d’écrire un petit

programme de recherche en testant le caractere d’enticr (¢’est-a-dire la différence entre le nombre et sa

4+ b

partie enticre) de f(a, b) = e Le couple (1, 1) convient.
< a

2
Existe-t-il d’autres couples (a, a)? f(a, a) = zil' Il suffit de considérer la fonction
a

2x : . - .
g—>g(x)= i croissante sur R", qui prend la valeur 0 en 0 et a pour limite 2 en +oo, pour réaliser
X+

que les seules valeurs enti¢res prises par ce quotient sont 0 et 1, ce sont bien des carrés, ils
correspondent aux couples déja mis en évidence (0, 0) et (1, 1). Il n’y a donc pas d’autres couples
(a, a). Nous rechercherons désormais les couples (a, b) avec a > b.

Une recherche systématique donne d’autres couples (8, 2), (27, 3)... , qui débouchent, avec un

. s . 5 A e : 3
certain sens de I’observation et de la généralisation, sur la famille (a’, a).

6 2 2 4
En effet, 1“(213,a)=a4+El =4 (? Y
a“ +1 a” +1

=a’. Cela donne une autre facon d’atteindre tous les carrés

d’entiers.

25 Exercice extrait des XXIXe olympiade de mathématiques (1988) publiées, avec les solutions, par les Editions du
Choix en 1991. La solution que I’on présente ici différe quelque peu de la solution des Editions du Choix.
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A-t-on fait le tour de toutes les solutions possibles ? “ Hélas ”, non, puisque la méme recherche
systématique donne f(30, 8) = 4. Nous ne pouvons espérer épuiser le probléme avec une recherche

systématique dans un ensemble infini... Une étude plus théorique s’impose.

Mais nous avons un premier résultat : il existe une infinité de couples (a, b) tels que le quotient

a* 5 b’

- soit entier et, pour tous les couples trouvés, ce quotient est bien un carré d’entier.
ab +

IV.6.2. Du coté du quotient k
a’+b’
" ab+l
Soient a, b et k des entiers vérifiant a* + b = k.(ab +1)
- d’aprés ce que nous avons vu plus haut, cette équation posséde des solutions en a et b entiers
pour tout k égal a un carré d’entier ;

- pour le premier entier non carré, 2, il n’y a pas de solutions possibles, 1’équation se ramenant 2

(a-b)*=2.
Nous nous placerons désormais dans le cas k = 3, a> b > 0. Nous allons fixer k, en supposant
que celui-ci n’est pas un carré d’entier. L’ensemble des points (X, y) Vérifiant

2
x*+y* =k(xy +1) c’est-a-dire x> —kxy +y® = k ou encore (x — gy)2 - (—li— -Dy*=k est une

conique. Plus précisément, comme k > 3, ¢’est une hyperbole qui a comme centre de symétrie (0, 0),
comme axe focal la droite d’équation y = -x, comme deuxiéme axe de symétrie la droite d’équation y =

X (ci-dessous une partie de la courbe en question, pour k = 3).

1 Fz2v Y F3, YF4 YF5%Y_ F6v £ 1 Fzw Y_F3 Fi FSv Y _Fav YF? fif
-fl-" Zoom([Edit| v |All|Stylefity s, | T - E Zoom|Trace|ReGraph|Math|Draw|v
APLOTS

l o2 ,
vyl Sex +212+3 X
{Is-%Z+12 ~3-x)
192 3
vy3=x
w/g%: =i5e
| o

500=

i RAD EXACT. EINC (N BAD EXACT NG

Nous voulons prouver que, puisque k n’est pas un carré d’entier, il n’y a aucun point a
coordonnées entieres sur cette courbe (dans le quadrant x > 0, y > 0). Comme nous considérons les
couples (a, b) avec a > b, nous nous intéresserons seulement 3 1’arc d’hyperbole H; qui est sous la

premicre bissectrice.



Equipe Analyse - IREM de Monipellier - 1999
Page 72

IV.6.3. Une descente infinie

La méthode que nous allons utiliser ici est la méthode de “ descente infinie ”, attribuée a Fermat?S :
nous allons montrer que, s’il existe un point Mg(Xo, Yo) & coordonnées entieres sur cet arc
d’hyperbole, alors il en existe nécessairement un autre M;(x;, y;) avec X; < Xo et y; < yo. Comme la
descente infinie stricte est impossible dans les entiers naturels, cela prouvera le caractére absurde de

notre hypothese.

Supposons donc I’existence d’un tel point FEv
PP onc I'existence d'un P vl— Zoom Trace ReGraph Hatvh Drawv

My(Xg, yo) (cf. ci-contre). Il existe alors un
point de I’hyperbole, situé sur I'autre arc, de

méme ordonnée. Son abscisse est solution,

comme xg, de ’équation x* —kxy, +yi =k.

Du fait de la somme des racines de cette

BAD EXACT

équation, 1’abscisse de Ny est donc kyg-Xg. Elle

est bien évidemment entiére. Nous pouvons [Ft Fow v Y Fav JF7 g
p - E Zoom Trace ReGraph Math Draw|v i{

alors considérer le point M, symétrique de Ny

par rapport a la premicre bissectrice. Il se

trouve sur l'arc H; de I’hyperbole. Ses /
M

coordonnées vérifient :

X1 = Yo < Xo (puisque I'arc H; est sous la

l\

premiére bissectrice) ; y; = Xg. LT SARSL i
Comme cet arc d’hyperbole est la représentation graphique d’une fonction strictement croissante,
les abscisses et les ordonnées des points de cet arc sont dans le méme ordre strict ; ainsi X; < Xg
implique y; < y,. Il nous reste & prouver que les coordonnées de M;, qui sont entieres, sont
strictement positives. x; I’est, puisque Xx; = yp!
Peut-on avoir y; < 0 ? On aurait alors y, y; < 0, donc, puisqu’il s’agit d’entiers, yg y; < -1. Or

(Yo, y1) sont les coordonnées du point M, et vérifient donc 1’équation y; +y; =k(y,.y, +1). La

relation yoy; < -1 impliquerait alors y2 +y; <0, ce qui est parfaitement impossible (rappelons que yo
est strictement positif).
Peut-on avoir alors avoir y; =0 ? La méme relation y; +y? = k(y,.y, + 1) impliquerait alors que k

serait un carré, ce qui est exclu !
Ainsi, nous avons bien notre amorce de descente infinie : s’il existait un point a coordonnées
entiéres strictement positives sur H, il existerait un autre point, & coordonnées entieres strictement

positives strictement inférieures a celles du premier point. Impossible !

26 Voir le chapitre III.
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Nous avons bien prouvé que, pour que I’hyperbole contienne des points a coordonnées entiéres, il

fallait nécessairement que k soit un carré.

IV.6.4. Supposons désormais k égal 2 un carré d’entier

Nous avons observé que les couples (vk,0)et (k+Jk,~[k) conviennent, mais comment obtenir
tous les couples qui conviennent pour un carré d’entier k donné ?

La méthode de descente infinie va pouvoir nous fournir ensemble des points & coordonnées
entiéres appartenant a I’hyperbole (on a représenté ci-dessous 1’hyperbole pour k = 4). La seule
possibilité pour stopper la descente infini est en effet de “ tomber ” sur 0.

Le point M, a alors pour coordonnées (+/k,0). Pour v £z 0om|Trace RedraphiMathDravl s & 15

trouver le point * antérieur ”, il suffit de parcourir le

chemin inverse, de remonter la descente que nous

avons empruntée auparavant : y, = Vk et X = kvk ,

puisque ces nombres vérifient 1’équation : g M/
& /ll

M1
EAD ERACT EUNC

X! +y; =k(x,y, +1), on retrouve les couples (a’, a).

Ceci débouche sur une récurrence immédiate : y,,, =x, et x,,, = kx, =y, , qui nous donne tous

les couples solutions au départ du “ germe ” (v/k,0) .

Nous avons reproduit ci-dessous les premiers couples correspondant au “ germe ” (2, 0).

1 Few F3 (2] FSv Fav F7 1 F2 E) B 3 5.
v & Zoom[Edit| v JAlljStylelAxes.. T v@ SetupI::g-}‘ gT:-g:.;,.,.._:., >T;.~ R
aPLOTS n ul uz
v oul=4-ul(n - 1) - u2(n-1) - N

ui 1 =8 1 8. 2.

v u2=ulin-1) 2' 35 s
Ui 2=0 » u »
u3= I 112. 30.
uild= 4, 418, |112.
ud= 5, 1560. 418,
uid= 6. 5822. |1560.
b= 7 51798.]5822.
juii=2 n=0.
IMﬂ]N RAR LXACT g& RAR EXACT SEQ

Nous voici arrivés au terme de ce “ jeu scientifique ”” sur le discret et le continu.
Il ne s’agit pas bien siir de problémes simples qui pourraient se transposer
directement dans la classe. Nous croyons qu’il ne s’agit pas plus de mathématiques
seulement pour amateurs éclairés. Ces idées peuvent &tre aménagées pour en faire
des sujets de recherche dans les classes. Elles peuvent contribuer a mettre en
évidence la richesse des mathématiques, stimuler la volonté de chercher et le désir de
connaitre davantage.

C’est un défi pour les éléves et aussi un défi pour le professeur !
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V.1. 9utvoduction

Le terme d'algorithme est tiré du nom du mathématicien Al-Kharizmi, qui
fut au IX™ siecle & Bagdad 'un des fondateurs de U'arithmétique moderne. Ses
ouvrages ont permis de transmettre a l'Occident les regles de calculs sur la
représentation décimale des nombres.

Un algorithme est une méthode de résolution d’un probleme par une

succession d’ opérations élémentaires obéissant a un enchainement déterminé,

V.1.1. Historique

Divers algorithmes ont été mis au point dés I’ Antiquité :
- algorithme de calcul des décimales du nombre IT (Archimede, 3™ siécle av J-C);

- algorithme de calcul du PGCD de deux nombres (Euclide, 3™ siécle av J-C).
Plus tard, les problémes de résolution d’équations algébriques ont conduit 3 de nombreux

algorithmes (méthode de Cardan, algorithme de Newton, méthode d’élimination de Gauss...). La
recherche de solutions d’équations différentielles a apporté aussi son lot d’algorithmes.
L’avénement des calculateurs électroniques a entrainé un renouvellement complet de
I’algorithmique :
- d’une part, les algorithmes se sont exprimés dans une grammaire synthétique : les langages
de programmation ;
- la taille des problémes, c’est & dire leurs données et leurs résultats, a considérablement

augmenté (on traite des systémes linéaires de plusieurs milliers d’équations) ;

- Iefficacité des calculateurs électroniques tend 2 poser I"algorithme du probléme comme un
objectif collatéral  la résolution du probléme.

On'relévera deux conséquences :
- les résultats fournis par des algorithmes traités par une machine seront parfois invérifiables

«a lamain » (qui ira vérifier la solution d’un systéme 1000 x1000 !) ;
- les contraintes trés laches sur la taille des problémes peuvent avoir des conséquences
lourdes sur les durées d’exécutions (on peut lancer un probléme sur un nombre & 100 chiffres mais il

ne faudrait pas qu’il nécessite 1000 ans pour étre traité !).
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L’objet de Palgorithmique est la construction de programmes, c’est aussi !’évaluation des

programmes quant a leur correction et leur efficacité.

V.1.2. Correction d’un programme

Un programme est correct quand son exécution produit, dans un temps fini, le résultat pour lequel
il a été construit. Cette problématique conduit a la notion de «démonstrations de programmes». A cette
fin des formalisations et leurs axiomatiques ont été développées, on peut citer celles de Hoare, de
Dijkstra.

Gréce a ces formalisations, on peut montrer que {D} P {R}, c’est-a-dire qu'un programme P
construit pour donner a partir de {D : données}, un résultat {R} fournira exactement ce résultat {R}.
On dit qu’on a montré sa semi-correction. .

Pour montrer sa correction, il reste & prouver que le résultat est obtenu dans un temps fini (que le
programme ne « boucle pas » par exemple). Cette preuve de finitude ne peut pas étre établie de fagon
formelle pour tout type de programme : la finitude des programmes est indécidable, c’est-a-dire il ne
peut pas y avoir un algorithme qui permette de décider si un programme s’arréte ou pas ; seule une

étude cas par cas des algorithmes permet de savoir si ceux-ci s’exécutent en un temps fini ou non.

V.1.3. Efficacité d’un programme

L’efficacité d’un programme se mesure par sa complexité. On distingue la complexité pratique qui
est une mesure du temps d’exécution de ce programme et de la taille mémoire nécessaire. Cette mesure
est liée, entre autres, a la machine utilisée. On préfére considérer la complexité théorique qui s’exprime
indépendamment de la machine et, par 1a, reste valable a travers les évolutions technologiques. Cette
complexité théorique reste liée aux données initiales, ainsi I’efficacité d’un algorithme de tri dépend du
désordre initial des données. On définit donc la complexité théorique maximale que I’on appellera
complexité qui est celle obtenue dans le cas le plus défavorable. La notation retenue pour exprimer

cette complexité est celle de Landau : O(n), om?, ...

Exemple : « L’algorithme de Machin, basé sur la formule du méme nom, permet de calculer les

décimales successives de 7, ¢’est un algorithme en O(n) ».

Ceci signifie : si sur une machine, on a mesuré que
pour calculer 100 décimales il faut 1,2 secondes,

alors pour calculer 1000 décimales il faudra 12 secondes,

et pour calculer 108 décimales il faudra 1,2 106 sec. =14 j



Equipe Analyse - IREM de Montpellier - 1999
page 79

Remarques : On retiendra toute la signification asymptotique de cette notion de complexité : un
algorithme en O(n) peut, sur la méme machine, étre plus lent qu'un algorithme en 0(n?) : les

coefficients, les termes résiduels se révélent pour de « petites » valeurs de n et sont effacés pour de
« grandes » valeurs de n.

On retiendra tout I'intérét des algorithmes en O(log n), tels celui de Salamin qui calcule aussi les n
premieres décimales de 7.

EXEMPLE DE CALCUL DE COMPLEXITE (1) :

Probléme : Pour N donné trouver (x ; y) entiers tels que x <y et x2+ y2=N

Algorithme : N.,i ,j ,racn : ENTIERS

{n est donné ; racn = partie entiére de V/n, est donné}
POUR i:=1 JUSQUA racn FAIRE
POUR j:=i JUSQUA racn FAIRE

SI i2+j2=N ALORS ‘solution (i,j)’

Complexité : La boucle « j » est effectuée (racn - i) fois et i va de 1 & racn donc le test est effectué
(racn + 1) racn

5 fois I’algorithme est en O(N) ( = O(racn?)).
1 Fev Y T3 FEv T‘ )
) ' _ 213 Zoom|Trace ReGraph Math Dra Tr /
Une expérimentation?? simple (N en DATA |N#10~3|duree
milliers et durée en secondes) donne la 1 ?é ‘1;2
représentation ci-contre et on constate, en § ?8 5 %
régression linéaire, une corrélation de 4 |S00__ |9
) 5 [1600 |17
0,99995 entre les données . 6 5000 |79
MAIN RAD EXACT FUNC
EXEMPLE DE CALCUL DE COMPLEXITE (2) :
Probléme : Pour N donné trouver (x ; y ;z) tel que x Sy <zetx2+y2 + 22= N

Algorithme : N, 1, j, k, racn : ENTIERS

{n est donné ; racn = partie entiére de \n, est donné}
POUR i:=1 JUSQUA racn FAIRE |
POUR j:=i JUSQUA racn FAIRE
POUR k:=j JUSQUA racn FAIRE

SI i2+j2+k?>=N ALORS ‘solution (i,j,k)’

23 Turbo Pascal sur Mac, Systéme 7.
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Complexité : La boucle « k » est effectuée (racn - j) fois et j va de i a racn et i de 1 a racn en

dénombrant combien de fois le test est fait, il vient O(N\/N ) ( = O(racn3)).

1 2w F3 F4 FSw F&w YF7
) ) vZETZoom TraceTReGraphTMath Draw|v / I
Une expérimentation du méme type que PATA [N*J (N)|duree
5 cS c6
précédemment donne des valeurs pour Ny/N 1 10000..[1
) . 2 [30000.[2
et la duréee correspondante. D’oll la 3 (2500013
représentation ci-contre et on constate, en 4 [(9900.45
p : ’ 5 [10000.[6
7 . o 2 6 75000..|12
régression linéaire entre durée et NA/N, une

corrélation de 0,99993.

MAIN RAD EXACT FUNC
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V.2. Zuclgues algorithmes ef programmes

Les quelques programmes qui suivent sont loin de constituer une liste
exhaustive de ce que l'on peut faire avec une calculatrice TI-92, ou une autre
calculatrice du méme genre, en arithmétique. Une fois de plus nous ne

présentons ici que quelques fragments.

V.2.1. Intérét de la démarche

L’intérét de cette démarche est double.

® Enrichir la TI-92 de quelques programmes propres 2 I’arithmétique. Notamment on trouvera
des programmes sur I’algorithme d’Euclide, les changements de bases, la liste des diviseurs d’un
entier, le crible d’Eratosthéne et la décomposition d’un nombre en facteurs premiers. Ces programmes
sont présentés sur la TI-92, mais ils ont été congus pour étre facilement adaptés sur tout autre type de
calculatrice programmable. | |

® Initier les éleves a la démarche de I’algorithmique. Rappelons que le programme de TS
spécifie que « I’objectif est de donner aux éléves un minimum cohérent de notions élémentaires
permettant I'élaboration d’algorithmes simples fondamentaux » et plus loin encore « I"aspect

algorithmique sera privilégié ».

On notera que les programmes n’ont pas étés réalisés dans un souci de performance, ni
d’ergonomie, mais plutt dans un but pédagogique. En effet, nous avons cherché a préserver la
lisibilité des programmes, afin que les éléves se familiarisent avec la programmation. Tous les
programmes présentés peuvent étre remaniés et réduits afin d’étre plus performants et I'intérét est
justement que chacun les réécrive & sa fagon, pour ainsi entrer complétement dans le domaine de

I’algorithmique.

e i e N E N N Y LY LY
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V.2.2. Algorithme d’Euclide

L’algorithme d'Euclide a la particularité d’étre un des plus ancien algorithme
mis au point (environ 300 ans av ]J-C). Le théoréme de Bezout montre
I'équivalence entre « deux nombres entiers a et b sont premiers entre eux » et
«il existe au moins un couple d'entiers u et v vérifiant au + bv = 1

L’algorithme d’Euclide permet de déterminer deux de ces nombres u et v.

* Probleme
Détermination : - du PGCD de a etde b,
-de u etde v dansI’équation au+bv = PGCD(a,b) .
* Exemple
Soit a =4992 et b = 353.
Déterminons les restes et quotients successifs des divisions euclidiennes suivantes :

4992 =g =353 x 14+ 50=14b+50 (1)
353=h =50x7+3 (2)
50=3x16+2 (3)
3=2x1+1 (4)
2=2x1+0 (5

Le premier reste non nul donne le PGCD (il vaut 1 ici).

On reprend alors les égalités précédentes de la fagon suivante :

(1) 50=a -14b

(2) 3=b -50xT7=b-(a -14b)x7=99b -Ta

(3) 2=50-3x16=(a -14b)-(99b -Ta)yx16=113a - 1598b
4 1=3-2=99b -Ta -(113 a - 15980 )Y=1697 b - 120a

On a finalement trouvé : u = -120 etv = 1697 .

* (zénéralisation

Soit a et b deux nombres entiers dont on veut déterminer le PGCD et les coefficients u et v.

Appelons g; les quotients et r; les restes successifs dans I"algorithme d’Euclide .
Oninitialise : rp=a et ry =h etensuiteona:r, =r;,; Xqio +Fip
r,=a r=>b

Fbh=ng, th

n=nhy, th

rnf?. = r"l*l‘]?l"l +7

n

5 -1 = rﬂqll + ’;Ml i = O

n n+1
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Revenons 4 la relation (*). On voit qu’elle permet de calculer r;, , en fonction de r; ; et de r;..

Si on arrive a exprimer r;, ; et r; en fonction de a et b, alors on pourra en déduire r;,, en fonction

dea etbh.
Ona:
r,=uwa+vb et Ly =U a+v,.b P = U@+ Vb
avec :
Uy = U — U154 et Vipp =V, 7 Vialbin

On initialise avec :

a=uya+vh et b=wa+vb avec Uy =Lu =0,v, =0, =1
rn=1xa-q,b

ry=(u,a+v,b)-q,(u;a+v,b)

rp= (-t q)a- (v~ v, q,)b

Soitencore : ¥, = u,a+v,b | avec u, = u, —u,q, et v, =V, =V,
r,=b-q,Xr,
r,=(u,a+v,b)-q,(u,a+v,b)

K= (u/ - U, qZ)a - (vl =¥y qz)b

Soit encore : 1, =u,a+v;b, avec Uy = Uy — Uy, et v, =V, —V,q,

Par récurrence, on montre qu’il est donc possible d’écrire les trois suites (r; ), (u; ) et (v;) dela
méme fagon :

Vo =1 = F9ia
Uppg = Uy — U 1Gi et Vier TV = Viulin
Si ry, est le dernier reste non nul, on a: ry,, =PGCD(a,b) , u = uy, et v =v, .

° Algorithme

Il faudra prévoir de sauvegarder a chaque étape les ry; , r;7, 4;, U;7 , v; , vy pour calculer les
Vie2 , Wig2 €LV

Appelons u, v, r etu’, v’ etr’ les variables correspondant 2 deux indices successifs.

D’apres ce qui précéde, on peut écrire 1’algorithme de la fagon suivante :

Initialisation des variables:

Le tableau se lit : stocker 1 dans u ; O dans u’ ; etc.
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Répéter tant que r n’est pas nul : g = quotient entier de r par r’

Le tableau se lit : stocker u’ dans u ; u-qu’ dans u’ ; etc.

u u’ y v’ r P

] 3 H

u u-qu’ |v v-qv’ | F r-qr’

Fin du “répéter”.
A la sortie de cet algorithme, r contient le PGCD et u et v les coefficients cherchés.

* Programme
La TI-92 ne considérant pas les u’, v’ et »’ comme variables, ces noms ont été remplacés par
respectivement m , n et L.

A chaque étape, pour ne pas perdre les valeurs de u, v et r, celles-ci sont stockées dans la variable
intermédiaire notée z.

e
- - - F " FRa™ 1 Fewr Fevw Fy«)_ FE Faw
[F iR control [T0lUar Find. . . [Mode 1 Ekontror[olisrFind. . . [ode] |

: 3 FEndllli le

=B$Sgb92( tDisp "u=",u,"w=",u,"PGCO=",r
t@calcul de u et v dans EEnd g

@ autby= :

PInput "valeur de a',a i

tInput "wvaleur de b",b

D13yt Eegs Oemi Lant arribrl
iWhile 10 H
tiPartirsl0eq H
DU EE MR Zopkp i 5
PUREE UL 2ok .
ezt L z—agpkl ] :

| RETTAEL Tl EZRCT FIINE REITHE FAl ERACT FUNT
* Exemples
hm-ﬁiééhr@ﬁfi?&I;£;544Pr;hIDh:hmﬁfﬂyq;.] :lﬁmlHéé&br&ﬁ?éi1¥i;sq4PrSEIUk2huﬁ?fkuzu]

29453

valeur de b uvaleur de b

Ja3 a6

u= -

=120 49

e y=

1697 -3l

PGCD= FPECD=

1 3

RRITHEL TRl ERACT FURL 1730 | [riAn RAD ERACT FUNC 2730
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V.2.3. Changements de base

Les programmes qui suivent permettent d'écrire un nombre b dans une base
donnée. Quand la base dépasse 10, il faudra transformer les chiffres supérieurs i
9 en lettres. Par exemple, en base 12, le 10 est codé a et le 11 est codé 12. Tous ces
programmes peuvent étre améliorés (en réalisant des tests en début de
programme, par exemple) ou étendus a d'autre bases par des méthodes

similaires (en base 16 entre autre).

A. Passage de la base 10 a une base b

* Probléme
Soit un nombre a écrit en base 10 et b une base (b est compris entre 2 et 9 ou b=12). On cherche
I’écriture de a en base b.
* Algorithme
## - Calculer le quotient entier q de a par b
- Calculer le reste entier r = a-bq
- Stocker r dans une liste 11
- Stocker q dans a Reprendre ** tant que q n’est pas nul Stocker la liste 11 dans la liste 12, dans
le sens inverse.
Remarque : Pour b = 12, il faut transformer 10enaet 11 en b.

° Programmes
De la base 10 ala base b comprise entre 2 et 9

Frw( Fyw Fav Fav

I" {—-|Contr~01 |IfU]Uar~lF1nd i ]Mod j |v {-—IContrnl II/DIUarIFmd. i INDcIe ]
thaixbobl () -r+11[t]

-Prgm Pgra

iBconvertit un nb base 10 + base £ 9 iEndihile

: Input "nombre" 28 =newL;st(t)*12

lnput "bases9'. kb tFor

1 1vg =11[11+1i[t—1+11

({0311 :EndFor

Q9 iDisp 12

thile g0 tEndPrgm

th+]st i

fintasbiag H

i a—bekygsr :

ARITAR RAD ERACT FORL ARITAM RAD ERACT FOHL

De la base 10 ala base 12

[r‘ T Tr"z'vT r«""T ] 1 Few TrTvT rqu F5 Fav
ControlI/UUarFlnd...Mode ] v f ControlIfDUaPFind..:hod;T 1
fhdixtolZ{P iblse
2 Pram 2If =10 Then
'B chanﬁement de base 10 en 12 tarlllt]
s nombr »h iElse
=1+q-B thalllt]
S {0¥+11 SEndIf
thile g0 SEndIf
strlst :E+n .
fintin 1279y tEndihile
=n—12*g+r tnewlist{tr+12
FIF rE9 Then sFor i,1.t |
sr311TE] $110i 1515 [t-i+1]
RRITHM RAD ERALT FUMC RRITHE RAD_ERACT FUNC
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FR™

Ivi—-hontrolhfﬂbarklnd..Jﬂude ]
: EndF o
iDizp 12
:End ram
i
ARITHR KAD EXACT FUMC

Remargue : On peut réduire les deux programmes précédents a un seul en faisant au départ un test sur
la valeur de la base b.

o Exemples

::.55“” T #i ~T A 4PrngD|,.&u;ﬁ&":"]

1 “T £ \-r°‘i ‘|F'I"'ngDl,-- 1 -i:":l..

186
base=9
2

{1 901 1 1 0 1 82

1 & 8 33

hasesd
8

5 @ 1%
ARITHE KAD EARCT T ARITHE RAD_ERALT FUHEL 3750

B. Passage d’une base b a la base 10

* Probléme_Soit a un nombre écrit dans une base b inférieure ou égale & 9. Ecrire un programme
permettant d’obtenir ce nombre en systéme décimal.
* Algorithme _
On se limite & une base inférieure ou égale 2 9 et & un nombre de 9 chiffres a convertir en base 10.
On écrira donc un test correspondant a ces conditions.
On pose d le nombre en base 10 que I’on initialise a 0.
- Boucle :
** - pouri variantde 0 a 8 :
- déterminer le chiffre k de rang i +1 (calcul : k = a-10.E(a/10))
- ajouter a d le nombre k.b™i
- supprimer le chiffre k du nombre a (stocker (a-k)/10 dans a)
Reprendre a ** pour le i suivant.
- Le nombre a converti en base 10 est stocké dans d.
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* Programme

1My FEw  [FseTFavY  FE FEw | [Fimg Ty Fuw FEv
Vf—-CuntrolI#UUarFind...Mode ﬁ:;:m;;;rolnzzm;;q%1nd...Mode
'bthtDiB() o
? tFor i,
HiA base -a—lﬂ*m{.(aa’lElHk
'I put “base =9 ".b I k= b
=IF Then -Dlsp nb non ecrit en baze",b
=E1 ? "max b=9":Goto base =Sta
tEnd :
iLbl maxi =dﬂmbﬁ+d
Inpu t "Hambre en base b", Pla~-kis102a
(I az10°9 Then tEndFor
tlisp "max 9 ch:FPhes“'GDLo maxi t0isp "en decimal’,d
-En fEndRrgm
RRITHM, RAD EARCT FURE I LT RAD ERACT FURC
* Exemples

:""E' i 55 .«’"‘ T ]’ R "IPF"QP’)IUI BTN -::":3..

Lﬂ“ﬁ,wT ;TF»:ﬁ%mﬂﬂ ]

base =9 base £9
2 12
Nombre en base b max b=9
eh decimal 3
314 Nombre en base b
32104
en decimal
2154
ARITHM RAL_ERACT FUHL 2720 ARITRM FAD ERALT FUNZL /30

g — L
I Lypeelarg T 5 sT M50 JPPQMIDI‘“'“ eIl L;fu T 3 'T FbrngdT ------
Ease 59 $a5e =9
gggg?g en hase b Hgggge eh base b
216
nb non ecrit en hass eh decimal
6 16340

ARITHM RAD EXACT FUNC 4/3¢ ARITHM FAD EXACT FUHWC 5420
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V.2.4 Liste des diviseurs d’un entier

Le programme qui suit repose sur la détermination des facteurs premiers
d’un entier donné. Pour faire « défiler » ces nombres premiers rapidement, on
évitera les nombres pairs et les impairs multiples de 3 et de 5.

Pour ce faire, & partir de p =5, on ajoute alternativement 2 puis 4. On laisse

subsister de cette facon des nombres non premiers mais on permet quand

méme & la calculatrice d’éviter une grande quantité de nombres non premiers.

e Probléme
Soit a un nombre entier positif. On cherche a établir la liste des diviseurs de a et & ranger ces

diviseurs dans une liste. Prenons un exemple : soit a = 180.

®  On cherche successivement les diviseurs premiers de 180 avec « ordre de multiplicité ».

Ici, 2°, 2 et 2? sont des diviseurs de 180.

On réalise alors une liste contenant ces premiers diviseurs : {1, 2, 4}.

On réalise une 2™ liste avec le nombre premier suivant et ses puissances, diviseurs de 180.
Ici: {1, 3, 9} sont diviseurs de 180.

On « multiplie » ces deux listes, élément par élément, pour en obtenir une troisi¢me.
Ici, {1,2,4} * {1,3,9} ={1,2,3,4,6,9, 12, 18, 36}.
" Cette liste nous sert de base pour réaliser la liste suivante.
Avec 5 comme diviseur de 180, on obtient la liste : {1, 5} que 'on « multiplie » par la liste
{1,2,3,4,6,9, 12, 18, 36}.
On obtient alors la liste finale des diviseurs de 180 :
{1,2,3,4,6,9, 12, 18,36} * {1,5} = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 30, 36, 45,
60, 90, 180}.

e Algorithme
L’algorithme qui suit est construit selon la méthode décrite a partir de I’exemple précédent.

®  On ouvre une liste {11} pour y ranger les diviseurs de a.

* Boucle **:

®  On détermine si p premier est diviseur de a. S’il ne I’est pas, on passe au p suivant.
*  On construit une liste : {1, p, p%..., p“} des diviseurs de a que I’on multipliera avec
la liste {11}.

= On stocke cette liste dans {11}.

*  Onreprend 2 ** tant que p est inférieur ou égal 2 v/a.

= A lasortie de la boucle, {11} contient la liste des diviseurs de a.
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¢ Programmes
Le programme principal « listdiv » gére I’appel des deux sous-programmes :

® «divprem » qui recherche les nombres premiers diviseurs de a, avec leur ordre de
multiplicité. ;
* «listd2 » qui établit la liste des diviseurs pour chaque facteur premier supplémentaire

déterminé par « divprem ».

Programme principal « listdiv » :

e e
i Fev [ Fav]Fh F5 53 1 3 ErA L F§ Fa
v 2 lControl [T DUanFing. - . [Mode [ =|control |1 0[Var|Find. . . [Mode] |
-115td1u() =nf§?n
Fg3)
1 gonne la liste des diviseurs de a HUENES
s{1321] tEndihile
iPrompt_a 21 a#l Then
iFor n,2,3 fasnilap
fdivpremt tlistd2¢)
s EndFor tEn
£59ni 29m: -2 g iSortA 11
thile n*J(a iDisp 11
sdivprem() :EndFram
htmen :
RN RAD EARCT SEQ FRIN RAD EBACT SEnt

Premier sous-programme « divprem » :

FEET— T e
L I—IControl Ir’Uanr'Flnd. sk lMocTe ]

fdivpremcd
tPragm

@sous-gwogramme de listdiv
‘B+p.
wh11e modCa, n)=n

=a/n+a,
tEndlhile
IF pRU Then
Flistdzql

tEn
:EndPram
FIAIN EAD ERACT SEG

Deuxieme sous-programme « listd2 » :

1MW) Fer [ FIv[FavY_ FE F&v TV Faw _YF3w)Fuw FE FEv
vf—-bontrolI/DUaPFind...Mode ] vf—-ControlI/UUaPFind...Hode
~11std2() [R5 K
M -12[k]*11[1]+13[t]
Esous—programme de listdiv tEndFor
=5eq ™%X, 1,p2312 'EndFor
tpt]pdint 1103y 113911
fseql]l,x, l,w)*l3 tEndPram
ftFor 1,1,dim(l1> g
fh4lat
£11011+131[t] H
tEndFor :
tEor 1y, d1m211> :
tFor k,1,dim(12)>
FIAIN RAD ERACT EG FRIN RAD _ERACT SEQ

e Exemples

e FE it B
Sttt PrgmI0fD beees s

{1 2 4 8§ 16 32 &4 128 2563

{1 19993

1685

{1 5 337 1685
RN AL ERALT SEG 18730
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V.2.5. Crible d’Eratosthéne

Eratosthéne est un mathématicien grec de l'école d’Alexandrie ( 276 - 194
avant ].C.). Son «crible » permet de dresser la liste des nombres premiers
compris entre 2 et N en barrant successivement les multiples des nombres

entiers. Les nombres non barrés restants sont des nombres premiers.

® Probléeme
Soit a établir la liste des f nombres premiers, en utilisant le crible d’Eratosthéne.

e Algorithme
= Oncrée une liste {15} ot ’on rangera les f premiers nombres premiers.

®  Onrange 2 comme premier €lément de cette liste et on stocke 2 dans x.
= Boucle **:
=  On stocke x+1dans x et on teste si x divise les éléments de la liste {15} déja rangés.

»  Six ne les divise pas, on le range a la premiére place libre de {15}, sinon on retourne en **,

sauf si on a déja placé f valeurs dans la liste {15}.

s A la sortie de la boucle, {15} contient les f premiers nombres premiers.

« Programme

1 Fer F3v | F4 FE 3 1 Fzr F3v | F4 F5 F6 = v
v elcontrol [I20]VarFind. . . |Mode 1 cortroL 20 l0an Find. . . [Mode HE R contraL [0
feratosihilp sFor 1. 1.1 TEndURi le
:Pram. 1 (15117102 iDisp 15
:@ crible d'Eratosthene If fPart(qr=0 Then : EndPram
i@ liste des f premiers nombres premiers =é—>§i xit :
SEn :
sClrI0 s EndF 2
s Input "Combien en voulez-uvous ?%,f I w=0 Then H
sseq(l, x, 1, Ptlat H
$24%8 19t 20 1x*15IL] H
12+1501] tElse 2
tWhile t4F 2 Oy :
txt]x sEndIf i}
RN RAD_ERACT TEQ | FIATH RAD ERACT SER RN RAb ERAC

F& g7
. 12, 555 0al 15 18: 172192 28: 2951, 57 %
E 1ég§:4?,53,59,%1,6?,%1,?3,?9,@3,&9 Q
m )’ Jul]
2 368 7 11 13 417 19 233 " pne)
] e
] e
[ ] e
L] nne
u bne
MAIN RAD EXRCT SEQ 24/30 ‘m RAD ERACT SER 2E/30

Remarque : Dans le deuxieme écran des exemples, les 25 premiers nombres premiers ont €té
demandés. Ces nombres ont été stockés dans {15} (voir programme) puis affichés a I’écran en utilisant
la commande « VAR-LINK » de la calculatrice.
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V.2.6. Décomposition d’un nombre en facteurs premiers

La décomposition en facteurs premiers peut étre obtenue directement avec la
TI-92 en utilisant la fonction « factor » du menu Algebre.

Ce programme permet d’obtenir un programme adaptable & d’autres types de
calculatrices ou encore de comprendre comment fonctionne un algorithme de

décomposition d'un nombre en facteurs premiers.

o Probléme

Soit un nombre entier a. Nous cherchons a déterminer sa décomposition en facteurs premiers.

Algorithme
* Oninitialise a p = 2.
* Boucle ** : tant que p <\fa :
* Siaestn’est pas divisible par p, on passe au nombre premier suivant et on retourne 3 **,
®* Siaestdivisible par p, on affiche p et on stocke a/p dans a, puis on retourne en **,

= Kin de boucle.

= A la sortie de la boucle, les facteurs premiers de a sont affichés a 1’écran.

Remarque : Pour déterminer les nombres premiers p, on utilise la méthode décrite en introduction du
V.2.4.

® Programme
Programme principal « factprem » incluant le sous-programme « divise » :

e TN (T
[ e~ T T A ]
< = lcortrol [[20[0anFing. . . [Mode] ] [ lcontrol [CDUar[Find. . . Mede ff---’U control|lot
gactprem() : dwlse( 2 3 Eth
= :
Q) gecompo 2 un nb en facteuwrs premiers] dwlse() : nabran
iClr -5->n 2¥mi ~2Z3j H
: Pr-ompt a thhile n<~i‘<ag 3
24N fdivise( £
‘Def‘me divise(>=Pran -nkm%n H
ihile ?Part(a/nh*ﬂ 'JvJ :
i0isp n ¢
HEVg e : Endwhx le H
iEndhile 1f a#l Then 2
tEndPram iDisp a H
FAIN RAD ERACT iEn MR EAD EGACT SEQ FAIN EAD E;

o Kxemples

gt sie [ptrasJraniols

Hain RAD _EUACT ZEQ 7430 Halk RAD EXACT fEQ  B3/30
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V.5. En guise de comclusion ...

Nous sommes maintenant 2 la fin de cette présentation de I’algorithmique. Nous espérons avoir a la
fois éclairé notre lecteur sur les principes de cette science et lui avoir permis d’imaginer une utilisation
possible en classe, avec les éléves.

La programmation spécifique a chaque calculatrice ne devrait pas €ue un frein a cette démarche car
d’une part, les langages des calculatrices sont trés proches et d’autre part, 'usage d’un langage ou
d’un autre permet simplement de traduire en instructions opérationnelles la démarche que I'on a
explicité.

Voici quelques autres pistes pour d’autres programmes : PGCD et PPCM de plusieurs nombres,
détermination de la primalité d’un nombre, programmation des premiers nombres parfaits ...

A vous de jouer !
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V7.1. Homébres Mt’éaqmég&ea

On appelle nombres pythagoriques, les entiers (> 0) qui vérifient ["équation
x2 +y? =z’ (appelée équation de Pythagore). 1l existe au moins une solution
(x,y,2) € IN3bien connue des éleves : le triplet (3, 4, 5).

Comment déterminer toutes les solutions ? Nous allons ci-dessous décrire

trois méthodes.

VL.1.1. Méthode basée sur la parité (un peu laborieux)

A. Solutions primitives : ce sont les triplets (x, y, z) solutions ol X, y et z sont
premiers entre eux 2 a 2.

Si (X, y, z) est solution alors quel que soit A entier positif non nul, (Ax, Ay, Az) est aussi solution.

On peut donc limiter la recherche  celle des x, y, z solutions qui sont premiers entre eux dans leur
ensemble, ce qui est ici équivalent & premiers entre eux deux 2 deux.

- si d est un diviseur commun a x et y, x = dx' et y = dy’ entrainent d(x’? + y’2) = 72, et d divise z.

- si d est un diviseur commun a x et z, X = dx' et z = dz' entrafnent d*(z’* - x'?) = y?, et d divise y.

- sid est un diviseur commun a y et z, ....)
Les solutions primitives permettent de trouver ensuite toutes les solutions.
B. Dans une solution primitive, x et y n’ont pas la méme parité et z est impair.

- Soit z pair, alors X et y sont impairs (sinon les trois nombres ne soht pas premiers 2 a 2). Par
exemple : i

x=2n+lety=2m+letx*+y* =2n+1)*+ Cm+1)>=4n*+ 4n + 4m® + 4m + 2. Le reste de
la division de z* par 4 serait 2, or le carré d'un nombre pair a pour reste 0 dans la division par 4,
contradiction.

- Soit z impair, et x et y de méme parité.

Le carré de z est aussi impair et les carrés de x et y ont aussi méme parité, la somme de deux

nombres de méme parité est toujours paire, d'oli contradiction.

On recherche les solutions primitives sous la forme, x, y, z premiers 2 a 2, X pair et y et z impairs

(x et y ayant des rles symétriques, on prendra x pair).
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C. Théoreme : Toutes les solutions primitives sont de la forme (a ’ordre prés des
deux premiers termes) : x = 2ab ;y=a’-b*;z=a*+b*oa>b>0etaeth
premiers entre eux de parité différente.

Ona:x’=2z"-y* = (z-y)(z+y)

Comme z+y et z-y sont pairs, z+y = 2k et z-y = 21 ol k et | sont des nombres premiers entre eux (si
on a0z + By =1 alors (c+B)k + (o-B)l = 1).

Soit x> = 4 kl avec k et | premiers entre eux, donc k et 1 sont des carrés parfaits de nombres
premiers entre eux, soit k = a’et1=b*aveca>b >0 (puisque z+ y=2k>z-y =2)etaethb

premiers entre eux (puisque leurs carrés le sont).

z+y =2 aj
Le systéeme 12-Y = 2 b" admet comme solution : x = 2ab y =a’-b’ z=a’+b%
¥ x*= 4 a’?

De plus si a et b avaient la méme parité, z et y seraient tous deux pairs, donc a et b de parité

différente.
VI.1.2. Méthode basée sur les points rationnels du cercle unité,
(plus géométrique).
i 2 2 o2 5o ; s Xy Yoo ) N
Mais... x2 + y? = 22 équivaut siz # 0 & ()" + (2)° = 1 et les solutions entitres de

Uéquation de Pythagore correspondent géométriquement aux points 4

coordonnées rationnelles du cercle unité.

Soit (C) le cercle unité (d'équation x2 + y2 = 1), A(-1 ; 0) est un point rationnel (2 coordonnées
rationnelles) de (C). Considérons les droites D, d'équation y = r(x+1) ol r rationnel que nous

appellerons droite rationnelle passant par A.

A. Il y a correspondance bijective entre les droites rationnelles passant par A et
les points rationnels du cercle (C).

On associe a la droite Dy le point d'intersection (distinct de A) ou elle coupe (C), ses coordonnées

1-r2 2r

sont:x=—Fety=—
1412 T 1442

Par ailleurs, a bijection réciproque est obtenue en associant & M(a,b) point rationnel du cercle (C),

(obtenu sans probleme en factorisant 'équation obtenue par x+1).

la droite (AM) qui est une droite rationnelle passant par A de coefficient directeur 2+l
Pour avoir bijection, il faut tout de méme convenir que l'on associe a la tangente a (C) en A le point
A Jui-méme.

Ainsi, en dehors de (-1 ; 0), tout point rationnel M(a, b) du cercle (C) a pour coordonnées :
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1-r2 2r _ . m o -
a=""<etb= ou r rationnel. Si on pose r = T (forme irréductible, donc m et n premiers entre
1+r2 1412 n

m?2-n? - 2mn
——— etb= .
m2+n2 m2+n2

eux)oume Zetne IN*alors, a=

B. Retour a Pythagore.

Si (x, y, z) solution non nulle de 'équation x2 + y2 =72 alorsz # 0 et (x/z,y/z) est point rationnel
du cercle (C).

2 52
. . . @ - m —n —
Inversement, si M(a,b) est un point rationnel du cercle (C), on a : a = 2l o b= 2l (on

fera attention si 1’on ne veut pas écrire deux fois le méme point & prendre m et n premiers entre eux et
de parité différente, sinon s’ils sont tous les deux impairs, les formes de a et b sont simplifiables par 2
et on obtient le méme point 4 coordonnées rationnelles du cercle).

On peut associer a M une infinité de solutions de ’équation de Pythagore. 11 suffit de prendre :
x = k(m2-n2) y=kZ2mn;z= k(rr12+n2) ou k est entier relatif.

En fait, on peut établir qu'il y a correspondance bijective entre l'ensemble des points rationnels du
quart supérieur droit cercle (C) et I'ensemble des solutions primitives de 1'équation de Pythagore ce
qui donne comme condition supplémentaire m >n > Oetk = 1.

Et on retrouve le théoréme précédent.
VI.1.3. Méthode de Diophante (rapide...)

En fait Diophante cherche des solutions rationnelles & ses équations (en

général) mais cela permet de trouver (ici) les solutions entiéres.

x*+y* = 7%, on recherche y sous la forme y = ax - z.
Onadonc: x*>+ (0x - z)> =22

x[(1+0o)x-20z]=0

_ S 20z 200°z a’-1
S1x¢0,0ndo1tav01rx:“'—‘"2‘ety=ocx-z= s ) o 7.
1 + o 1+ o° o+ 1

Sia= L irréductible (p et q premiers entre eux) alors :

q
2 2 2
xzp—z—si‘q?zetyz‘gzn_k%rz.

On retrouve les solutions entiéres de x* + y* = 7%, si z = p* + ¢*.
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V7.2. Hombres nrationnels et péviodes mavimales

On s'intéresse aux nombres rationnels du type n/d, on n et d sont des

nombres entiers tels que n/d irréductible®.

VI.1.1. Développement décimal.

Théoréme 1

Toute fraction rationnelle n/d a un développement décimal périodique.
Réciproquement, si un nombre a un développement décimal périodique, c’est un
nombre rationnel n/d.

Ce développement décimal peut étre fini ou infini.

e Fractions ayant un développement décimal fini

Exemple :
9 3?
16 =737 = 0,5625
ol ] = 0,068
25077 x 537

Si le développement est fini, on dit que la période est nulle.
Lorsqu’on multiplie ces nombres par une puissance de 10 assez grande, on trouve un entier.

Une fraction n/d a un développement décimal fini si son dénominateur est de la
forme: d = 2i x 5i,

Si d contient d’autres facteurs que 2 et 5, I’écriture décimale est infinie.

e Fractions a développement décimal infini

Exemple :

30578
F475 = 12,35474747....

On notera : 12,35474747.... sous la forme : 12,35[47], 47 s’appelle la période du nombre.

30 On pourra consulter sur ce sujet I'article de Robert Ferreol « Quand les nombres font des cycles » dans Secrets e
nombres, Tangente, [Ferreol, 1998]. Egalement celui de Jean Paul Delahaye « Les fractions et leur mystére » dans Pour
la science, [Delahaye, 1998].
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e Démonstration du théoréme

Sens direct :
Quand on divise par d, il n’y a que d restes possibles : de 0 2 d -1.
Si la division “ ne tombe pas juste ”, le reste O n’est pas possible et la fraction rationnelle aura un
développement décimal illimité et périodique.
On obtient de plus le résultat suivant :
La période de n/d, si elle n’est pas nulle, comporte au maximum d-1 chiffres.

Sens réciproque :
Soit un nombre N= a a,...a, b\b,...b_[c iC,...C,] comportant n chiffres avant la virgule, m chiffres
apres la virgule différents des p chiffres qui se répétent ensuite.

: GG Ly
Bies 10" +T07(10" - 1)

On obtient cette forme en remarquant que : N.10™ = a,8,...2,bb,...b, + 0,[cc,...c. .

Si on pose N’ = 0,[0102...cp], onaN’.10P= C,Cy...C, + N’.
D’ou le résultat précédent et N est bien une fraction de deux entiers.

e [rrationnels naturels et artificiels

Racine carrée

n
On sait que \/%n’est pas un rationnel dés que n et d ne sont pas des carrés parfaits.

Par exemple, y/2 est un irrationnel naturel et ses décimales ne sont donc pas périodiques.

Irrationnels artificiels
Si on invente des nombres dont la partie décimale n’est pas périodique, ce ne sont pas des rationnels.
Exemples :
0,12112111211112...
0,123456789101112... : nombre de Champernowne
0,23571113.. : suite des nombres premiers

Ils sont appelés irrationnels artificiels.
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V1.2.2. Périodes des nombres rationnels

On ne s’intéresse ici qu’aux nombres rationnels de dénominateur d différent

de 2' x 5 car nous avons vu qu’ils ont alors tous comme période 0.

e Quelques exemples

1/3 = 0,{3] 1/7 = 0,[142857]
2/3 =0,[6] 2/7 =0,[285714]
3/7 = 0,[428571]
1/6 = 0,1[6] 4/7 = 0,[571428]
5/6 = 0,8[3] 5/7 = 0,[714285]
6/7 = 0,[857142]
1/9 = 0,[1]
2/9 = 0,[2] 1/11 = 0,[09]
4/9 = 0,[4] 2/11=0,[18]
5/9 = 0,[5] 3/11 = 0,[27]
7/9 = 0,[7] 4/11 = 0,[36]
8/9 = 0,[8] 5/11 = 0,[45]
6/11 = 0,[54]
7/11 = 0,[63]
8/11 = 0,[72]
9/11 = 0,[81]

10/11 = 0,[90]

Théoréeme 2

1/13 = 0,[076923]
2/13 =0,[153846]
3/13 = 0,[230769]
4/13 = 0,[307692]
5/13 = 0,[384615]
6/13 = 0,[461538]
7/13 =0,[538461]
8/13 = 0,[615384]
9/13 = 0,[692307]
10/13 = 0,[769230]
11/13 = 0,[ 846153]
12/13 = 0,[923076]

Toutes les fractions irréductibles de méme dénominateur d ont la méme longueur de

période.

e Démonstration

Préliminaires

Soit n/d une fraction irréductible, avec n < d, et XX, ... X; ...]a suite les chiffres successifs de sa partie

décimale.

On a les égalités suivantes avec les restes successifs rj de la division de n pard :

I0n=dx, +r

10r, =dx,+r,
101, =dx,,
On en déduit :

+ ri-a-l

10°n=d (10" X, + X, )+ Theerrrenennan. ,puis :

100 n=d (10" x, +..+ 10X, +X ) +T,

On obtient 1, reste de 10 n par d, soit : 10' n=r, [d].
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Cas on n/d, fraction irréductible avec n < d
Ona:n/d=0bb,.b, [cc,.cl.
Pour tout chiffre aprés la virgule de rangi>m, on ar, = I;,, Puisque les quotients c,,, etc; ., de 101,
et 10 r;,, par d doivent étre les mémes.
Ainsi : 10'n = 10™ n [d].
Ce qui s’écrit encore (10* - 10%n = 0 [d].
Comme d et n sont premiers entre eux, d divise (10™ - 10%) soit 10*? - 10' = 0 [d] ou encore
10 = 10 [d].

On obtient un résultat indépendant de n donc toutes les fractions irréductibles de méme dénominateur d
ont bien un développement ayant la méme période.

On a un résultat supplémentaire :
m étant la plus petite valeur de i pour laquelle 10" = 10" [d] est réalisée (sinon la période ne

commencerait pas au rang m+1), la période de toutes les fractions irréductibles de méme
dénominateur d commencent au méme rang aprés la virgule.

Cas on n/d, fraction irréductible avec n > d.
On se raméne sans probléme au cas précédent puisque qu’on pourra écrire n/d = e + n’/d avec e partie

entierede n/detn’ <d.

e Exemples :
Si 'on considere les fractions irréductibles|  Si 'on considere les fractions iméductbles
de dénominateur 7. de dénominateur 6.
Ona: 10°=1[7] Ona: 10°=1 [6]
10'=3[7] 10' =4 [6]
10°=21(7] 10*=4 [6]
10°=6[7] Elles ont une période de 1 chiffre qui
10* =4 [7] commencent au deuxiéme rang aprés la
10°=51(7] virgule.
10°= 1 [7] Si I’on considere les fractions irréductibles

de dénominateur 11.
Elles ont une période de 6 chiffres qui

, ' Ona: 10°=11[11]
commencent au premier rang apres la virgule., 10" = 10 [11]
On peut le vérifier dans le tableau de calculs 10°=1[11]
précédent. ~ Elles ont une période de 1 chiffre qui

commencent au premier rang apres la virgule,
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e Résultat complémentaire

En reprenant : 10" = 10 [d], si nous posons de plus que 2 et 5 ne divisent pas d, alors 10 et d sont

premiers entre eux, ainsi que 10 et d.

Ainsi comme 10° (10° - 1) = 0 [d], d divise 10° - 1, soit 10° = 1 [d].

Théoréeme 3

Si d est un nombre non divisible par 2 et par 5, alors toutes les fractions
irréductibles n/d (n < d) ont un développement décimal périodique commencant au
premier chiffre apres la virgule et la longueur de la période est le plus petit p

vérifiant 10° = 1[d].

V1.2.3. Périodes maximales

Etant donné n/d une fraction irréductible (on supposera d < n, puisque
qu'on peut toujours s’y ramener en isolant la partie entiere du rationnel que
l'on considere), on a vu que sa période comporte au maximum d - 1 chiffres.

Probleme : pour quelle valeur de d a-t-on une période maximale de d-1
chiffres ?

Comme nous avons vu que pour tout dénominateur d, les n/d ont la méme

longueur de période, nous observerons seulement les cas 1/d.

e Rang d’apparition d’une période maximale

Soit 1/d = 0,bb,...b,, [¢,c,...c,], notons que si I’on a cette situation 0 < m < d - 1 - p, puisqu’il y a
seulement d-1 restes différents possibles. Ainsi, si la période de 1/d est maximale, elle commence
nécessairement au premier rang apres la virgule, p=d-1 et m = 0.

On a 1/d = 0,[c,c,...c.,]-

Théoréme 4
Si d n’est pas premier alors 1/d a une période strictement inférieure a d-1.

e lemme:
Sil, 2, .., d-1 ont un inverse modulo d alors d premier.

Définition : y inverse de x modulo n & xy =1 [d]

Remarque : si x et y inversibles, leur produit aussi.
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- De fagon rapide : Z/dZ. est un corps si et seulement si d est premier.

- Ou encore : Z/dZ est un anneau intégre si et seulement si d est premier, Tout anneau intégre

fini est un corps.
- En explicitant autrement :

Soit x non multiple de nalors x =1 ou2ou ... n-1 [d]
Donc x admet un inverse y modulodetonaxy=1+kdol ke Z.

Soit : Xy-kd=1 (Bezout) —— X et d premiers entre eux.

Mais alors d premier avec tout entier qu’il ne divise pas, en particulier avec tous les 1, 2, ..., d-1,

donc d premier.

e Démonstration du théoréme :

Nous montrerons la contraposée : si 1/d a une période maximale alors d premier.

Si la période est maximale, a un moment donné, on trouve forcément le nombre 1 comme reste
possible parmi les d-1 premiers restes (puisque que la période commence au premier rang aprés la

virgule).

Dong, il existe un j, de 1 a d-1 tel que 10jl =r = 1[d]

=% 10 et 1 sont inversibles, ainsi que toutes les puissances de 10 dans Z/dZ.

Mais, de la méme fagon, il existe j,, j, , ... j,, de 1 2 d-1 tels que 10ji =1 [d] puisque tous les nombres

de 1 a d-1 sont atteints comme restes,

= tous les i de 1 a d-1 sont inversibles

=5 d premier (par application du lemme).

¢ [aréciprogue du théoréme précédent est fausse.

Il suffit de prendre d = 11 pour s’en convaincre.

e Remarques
En fait on a méme démontré plus :

Si 1/d & période maximale, alors d est premier et pour tout 1 de 1 a d-1, il existe j de 1 a d-1 tel que
10' = i [d].

Ce qui est d’ailleurs équivalent a : d-1 est le plus petit entier non nul tel que 10*! = 1 [d].
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¢ Eguivalence
(A) Pour tout i de 1 a d-1, il existe j de 1 a d-1 tel que 10’ = i [d] équivaut a

(B) d-1 est le plus petit entier non nul tel que 1041 = 1 [d].

Sens direct (Non (B) = Non (A))

S’il existe k < d-1 avec 10* =1 [d], 10" = 10 [d], et tous les i de 1 & d-1 ne pourraient étre obtenus

en prenant les restes de toutes les puissances de 10 modulo d puisque on aurait (au minimum) deux

valeurs de i identiques pour 10 et 105",

Réciproque (Non (A) = Non (B))
S’il existe deux puissances de 10 différentes congrues au méme i modulo d,
100=1[d] et 10" =i [d] (on supposera j <j’)
Alors la succession des restes des puissances de 10 modulo d entre 10’ et 10" va se retrouver entre 10"
et '+ On va voir ainsi un cycle qui apparatre.
Dans ce cycle, soit 1 est atteint, mais alors il 1’est pour une puissance de 10 inférieure a d-1, soit 1

n’est pas atteint et il ne pourra alors jamais €tre atteint.

Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 5
1/d a une période maximale si et seulement si :
- d premier

- d-1 est le plus petit entier non nul tel que 10°" = 1 [d].

e Démonstration
Sens direct
C’est le théoréme précédent.
Réciprogue
Notons que la deuxiéme condition, équivalente a pour tout i de 1 a d-1, il existe j de 1 a d-1 tel que

10/ =i [d] exclu les nombres premiers 2 et 5 pour avoir une période maximale puisque 10 = 0 [2] et
10=0 [5].
Et puisque les 10’ = i [d] pour i de 1 & d-1 représentent les « restes » de 1/d, on a bien d-1 restes

différents successivement, donc bien une période de d-1 chiffres.
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¢ Remarques :

Ce dernier théoréme ne contredit pas le résultat du paragraphe II :
si d non multiple de 2 et 5, alors la période de 1/d est donnée par le plus petit entier p tel que

107 =1 [d].
Notons aussi que le théoréme de Fermat nous assure que si d premier et 10 non divisible par d alors

10! = 1 [d], mais il n’assure pas que d-1 soit le plus petit entier qui vérifie cela...

Théoréme 6
Seit d premier différent de 2 et 5 et 3, d-1 est le plus entier non nui tel que :

10°" = 1 [d], si et seulement si d ne divise aucun des ak = 111...111 (k chiffres 1)

avec k diviseur propre de d-1.

e Démonstration
Sens direct (Non (B) = Non (A))

S’il existe un diviseur propre k de d-1 (on a donc 1< k < d-1) tel que d divise a,.
Ona: a,=0[d]
9a,=0[d]
9, 111...111 =0 [d]
10“-1=0[d]
Et donc d-1 n’est pas le plus petit non nul tel que 10*! = 1 [d].
Réciproque (Non (A) = Non (B))

Soit k le plus petit entier non nul et strictement inférieur 4 d-1 tel que 10* = 1 [d], en remontant les

égalités précédentes, on aura, si d différent de 3, d qui divise i
Montrons que s’il en est ainsi k est un diviseur propre de d-1.

En effet, on aura aussi 10%* =1 [d], 10* = 1 [d], ...

Et les restes modulo d des puissances de 10 vont former des cycles entre 10, 10%, 10%, ... Cycle qui
sera d’ailleurs le méme que celui entre 10° et 10*. Ce cycle ne contiendra donc pas de reste 1, puisque

nous avons pris le plus petit k non nul tel que 10* =1 [d].
Or, d étant premier différent de 2 et 5, on est sir que 10! =1 [d] (Fermat).

Cette condition ne pourra étre réalisée que si il existe q tel d-1 = gk, et k sera bien diviseur propre de
d-1.
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o Exemple
ag=111111=3x7x 11 x 13 x 37,

1/13 n’est pas a période maximale puisque 13 divise ag avec 6 diviseur propre de 12,

de méme pour 1/37 puisque 37 divise ag avec 6 diviseur propre de 36.

Conclusion : Pour déterminer si un d convient, il faut écrire tous les ap ou k

diviseur propre de d-1 et vérifier si d divise ces ay.

Pour 7 par exemple, 6 a pour seuls diviseurs propres 2 et 3, on écrit ay = 11 et ag =3 x 37,

comme 7 ne divise ni ap, ni a3, 1/7 est bien & période maximale.

e Disposition pratique : factorisation des 10° - 1

N’oublions pas que si d est un nombre non divisible par 2 et 5, 1a longueur de la période est le plus
petit p vérifiant 107 = 1 [d]. C’est vrai aussi pour les nombres premiers différents de 2 et 5, ainsi en

€crivant successivement les factorisations de 10P - 1, la longueur de la période de 1/d, ou d premier,
sera donnée par le rang de la ligne ol d apparait pour la premiére fois.

10'-1=9=3°

10°-1=99 =3%11

10° -1 =999 = 337

10*-1=9999 = 3%11.101

10° - 1 =99999 = 3%2.41.271

10° - 1 =999999 = 3%.7.11.13.37

107 - 1 = 9999999 = 3%.239.4649

10° - 1 =99999999 = 3%.11.73.101.137

10° - 1 = 999999999 = 3%37.333667

10" - 1 = 9999999999 = 3%11.41.271.9091

Les nombres premiers tels que leur inverse a une période maximale sont appelés nombres premiers
longs.

Les “ premiers ” nombres premiers longs sont :

7,17;19;23;29;47;59;61;97;109; 113; 131; 149; 167

I1'y a environ 37% de nombres premiers qui sont longs ....
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VI.2.4. Relation entre périodes

Nous avons vu que toute les fractions irréductibles de méme dénominateur
d ont la méme longueur de période qui commence au méme rang aprés la
virgule, nous avons aussi vu a quelle condition 1/d est & période maximale,

période qui commence alors au premier rang aprés la virgule. Quelle relation

existe-t-il entre la période de 1/d et n/d si 1/d est & période maximale ?

Théoréme 7
Si 1/d est a période maximale, alors tous les n/d (n < d) ont la méme période a une

permutation circulaire pres.

En effet, si 1/d a une période maximale, alors pour tout i de 1 a d-1, il existe j de 1 & d-1 tel que
10’ =i [d]. En particulier pour n < d, il existe j tel que 10' = n [d],

Ce qui permet d’écrire 10* n = 10" [n].

En appelant : (r) et (x) les suites d’entiers (reste et chiffre de la période) définies
précédemment pour 1/d,

et (r’) et (x’) les suites d’entiers correspondantes pour n/d.

g s o -
La congruence précédente permet d’écrire r’, =r,; et X’, = X, .

e Unexemple pourd=7

On a: 1/7 = 0,[142857]. Si nous voulons trouver la période de 3/7. On sait que 10 = 3 [7]. Donc

k =1, ainsi on aura pour le premier chiffre de la période de 3/7 (j = 1), x’, = x,,, = X, = 4. Bt ainsi
de suite, d’ot1 3/7 = 0,[428571].
Comme 10* = 2 [7], pour 2/7, décalage de 2 chiffres : 2/7 = 0,[285714].

10’ = 6 [7], pour 6/7, décalage de 3 chiffres : 6/7 = 0,[857142].
10* = 6 [7], pour 4/7, décalage de 4 chiffres : 4/7 = 0,[571428].

10°=5[7], pour 5/7, décalage de 5 chiffres : 5/7 = 0,[714285].

Le nombre N = 142857 formé des chiffres de la période de 1/7 posséde les mémes

propriétés de permutation.

1 1
Eneffet:ona:106.7=N+=,' 109,

i

w
Z
4=

= 3N = 428571

_{JPro QW
2o QW

106 . = 2N = 285714 etc...

1

N
Z
i

Ce qui nous donne d’autres fagons de trouver la période.
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6

1 5
Pour calculer celle de N de 7, on calcule N = == Ensuite si I’'on veut celle de 5, on calcule

5N, on trouve bien 714285.

e Autre exemple avec d =17
o 1 10" - )
Pour trouver la période de 17> on calcule 17 - une calculatrice de base ne donnera pas le

nombre exact mais avec une calculatrice symbolique on peut I’obtenir :
N = 588235294117647 (ne pas se laisser abuser par le fait qu’il n’y ait que 15 chiffres et non 16... La
période commence par un O qui n’apparait pas).

1 2
Ainsi @ 77 = 0,[0588235294117647] et on a donc 2N = 1176470588235294, soit 77 =

0,[1176470588235294], et d’ailleurs on peut en déduire inversement que 10" = 2 [17], puisque on a

« décalé » de 10 chiffres, facilement vérifiable avec la calculatrice...

3
On peut continuer 3N = 1764705882352941 soit T7 = 0,[1764705882352941] et 10" = 3 [17],

puisque on a « décalé » de 11 chiffres.

e Remarque
Si 1/d n’est pas a période maximale, d différent de 2 et 5, nous savons que le plus petit p tel que

10° = 1 [d] représente la longueur de la période. Ainsi pour la déterminer il suffit de calculer :

107 - 1
N =—gcar les calculs précédents restent valables et pour avoir la période de n/d, on multiplie N

par n. Ce qui change est qu’il n’y a pas de permutation. On peut ainsi « s’amuser »... 31 apparait
pour la premiere fois dans la décomposition de 10° - 1 en facteurs premiers lorsque p = 15. Sa période

comporte donc 15 chiffres. En mode approché, il n’est pas possible de « voir » cette période puisque
15

il y a seulement 12 chiffres significatifs, mais le calcul de=37— permet de la visualiser.

Fx T F2v T ravT Fiw T F5 Fé
v a Algebral|Calc|Other PrngOTClear a-z..

B factor(10°7 ~ 1) 909091-4649-239-11-34
L factor(lols - 1)

i 2906161 -271-41-37-31-33
®m1/31 1731

®1/31 . 03225806451
l 1015-

— e 3225806451612
10215-1)>/31
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Conclusion

*, 24 o
Nous voici arrivés au & Foy &8 5
terme de ce petit voyage 2 i~ @ R
oy L
l'intérieur des nombres. b

Nous espérons que le
lecteur aura eu le méme
plaisir que nous 2
I'entreprendre.

Nous avions achevé
notre précédent ouvrage de
1995 par un souhait, celui
du retour effectif de
l'arithmétique au lycée. Ce
souhait a été partiellement
exaucé.

Terminons cet ouvrage
par un souhait
complémentaire : celui que
l'enseignement de
l'arithmétique, élément de
base de la culture
mathématique, ne soit pas
réservé a l'enseignement de
spécialité, en terminale,
mais soit généralisé, sous
des formes adaptées, a
toutes les sections du lycée.

Rendez-vous au
prochain millénaire pour
faire le point !

Les auteurs
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