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Introduction

    Comme le nom de cette brochure l'indique, nous nous intéressons dans ce docu-
ment à l'introduction de l'algorithmique au Lycée. Nous avons, la première année,
travaillé essentiellement au niveau Seconde, puis la deuxième année nous avons
également testé des activités en Première et Terminale. 

   Il se dégage pour nous aujourd'hui, que la Seconde devrait rester une année
d'introduction à des notions algorithmiques, il semble difficile que ces notions
puissent être acquises en fin de Seconde. Que peut-on attendre d'un élève en fin de
Seconde dans ce domaine ? Les programmes n'abordent pas la question. Une
progression de cet apprentissage au cours des années Lycée reste à construire. 

     Dans la façon dont l'algorithmique apparaît dans le programme de Seconde, gran-
de pourrait être l'impression qu'il ne s'agit que de programmation informatique pour
illustrer des concepts mathématiques. L'art de programmer un algorithme est

particulièrement compliqué. Un tel objectif avec des élèves de Lycée requiert un

certain nombre de précautions. L'utilisation des outils informatiques ne peut se faire

sans apprentissage.
     D'une part, il nous paraît important de garder à l'esprit que nous devons avant tout
faire des mathématiques et de ne pas tomber dans l'excès d'un enseignement trop
orienté vers l'informatique.
    D'autre part, la programmation passe nécessairement par l'utilisation d'une ma-
chine programmable. Cela demande un effort d'abstraction qui rend cette activité
particulièrement complexe même si parfois certains élèves semblent appréhender
l'ordinateur avec beaucoup d'intuition. Il nous paraît important que les élèves soient
sensibilisés au fonctionnement d'une machine. Cela contribue à mieux saisir les
notions de variables, affectations, et autres concepts spécifiques à l'utilisation d'une
machine. La voiture est un moyen de déplacement. Pour l'utiliser, il n'est pas utile de
connaître le fonctionnement du moteur dans ses moindres détails mais
l'apprentissage de la conduite requiert quelques leçons et quelques connaissances
mécaniques (qu'est-ce qu'une boîte de vitesses, un essieu, des plaquettes de frein, ...)
Écrire, compiler et exécuter un programme ne nécessite pas de connaître le
fonctionnement d'une carte mère mais il est utile d'avoir quelques connaissances de
base : gestion de la mémoire (et notion de variables) – processeur de calcul (et notion
de séquentialité), … 

     Cette brochure comporte 2 parties. Les sections 1 à 5 constituent la première
partie et décrivent nos réflexions menées sur l'enseignement de l'algorithmique au
lycée. La deuxième partie recueille l'ensemble des activités que nous avons testées
en classe. Dans la section 1 nous proposons des approches graduées de
l'algorithmique : 

!∀graduées en terme d'écriture : Décrire un algorithme / Écrire un programme.
!∀graduées en terme d'utilisation de moyens informatiques : travail avec ou sans
machine programmable.  

La section 2 interroge sur les objectifs que l'on peut espérer atteindre en fin de
Seconde. Dans la section 3, nous discutons de quelques moyens informatiques à
notre disposition et proposons une mise en scène théâtrale que nous déclinons sous
deux formes. La section 4 traite de l'évaluation. Enfin la section 5 énumère quelques
difficultés rencontrées par l'enseignant ou les élèves. 
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1 Construire un algorithme / Écrire un programme 

     Dans un premier temps, nous détaillons notre vision de l'algorithmique. En effet,

une grande difficulté pour notre groupe a consisté à dégager ce qui pouvait être

attendu sous la désignation « algorithme ». D'une certaine façon, chaque utilisation

du mot « algorithme » dans le programme de Seconde ne fait référence qu'à l'écriture

d'un programme informatique. Dans les ouvrages de Mathématiques de Seconde,

rares sont les exercices « algorithmiques » ne faisant pas exclusivement référence à

l'écriture d'un programme. 

1.1 Définition de « algorithme » – Différence entre algorithme et
programmation.

     Un algorithme est d'abord une idée, un mode particulier de résolution d'un problè-

me donné. L'apprentissage du calcul posé en primaire illustre bien qu'un algorithme

peut ne pas être transcrit.

     Cette notion d'algorithme peut être pensée et étudiée en dehors de tout cadre in-

formatique. Comment rechercher efficacement un mot dans un dictionnaire ?

Comment sortir d'un labyrinthe ? Les stratégies de calcul mental sont également la

source de nombreux algorithmes. Cependant, l'algorithmique et l'informatique

entretiennent des liens très privilégiés. Pour peu que l'on ait modélisé et numérisé les

données du problème, tout algorithme peut être implanté dans un programme

informatique. D'autre part l'informatique engendre elle-même de nombreux

problèmes algorithmiques.

     Le texte d'un programme possède un rôle double. C'est d'abord une suite de carac-

tères agencés selon une syntaxe bien précise et qui, « interprétée » par la machine,

produit des effets particuliers. Le concepteur, mais également le lecteur du program-

me, doivent être capables de se placer à ce niveau d'interprétation pour comprendre

pleinement le texte de ce programme. Mais la signification de ce texte va bien au

delà de ce qu'en « comprend » la machine. Ce texte est aussi la transcription de l'al-

gorithme, c'est-à-dire de l'idée, dans un langage codifié. Il ne suffit donc pas que le

texte du programme produise les effets voulus, il faut aussi que l'algorithme sous-

jacent transparaisse le plus clairement possible. Cela passe en particulier par le choix

de noms pertinents pour les variables et par l'insertion de commentaires éclairants.

   Dans le cadre des programmes du lycée, les problèmes algorithmiques abordés

avec les élèves sont déjà fortement « informatisés » : les données du problème sont

des nombres ou des objets numériques directement manipulables par la calculatrice

ou le langage de programmation utilisé. Dans ce contexte, la distinction entre

l'activité de conception de l'algorithme et celle de conception du programme apparaît
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finalement assez vaine. Il faut toutefois ne pas perdre de vue que pour mener à bien

cette activité globale il est en particulier nécessaire de savoir se mettre au niveau de

la machine. C'est une vraie difficulté pour les élèves qui ne doit pas être occultée.

     Ainsi, la notion d'algorithme va bien au delà de la notion de programme. Notre

brochure s'articule autour de la considération de ces deux aspects de l'algorithmique :

construction et description d'une méthode de résolution – conception et écriture d'un

programme. 

     Dans les activités présentées, nous utiliserons aussi parfois le mot « algorithme »

pour désigner un programme. 

1.2 Trois niveaux d'écriture d'un algorithme

     Afin de mieux saisir les différents aspects de l'algorithmique avec les élèves, il

nous a paru intéressant d'introduire une notion d'écriture d'un algorithme sous trois

formes : 

!∀La forme libre : Il s'agit de décrire une méthode de résolution d'un problème

donné sans considération des contraintes liées à la programmation.

!∀La forme contrainte : Si l'algorithme est destiné à être programmé, il est in-

dispensable de pouvoir le décrire par l'utilisation d'instructions programmables

(affectations, boucles, tests conditionnels, …). L'écriture sous forme contrainte

consiste donc à décrire l'algorithme en n'utilisant que des instructions

programmables indépendamment d'un langage. L'enseignant ou les élèves

peuvent utiliser plusieurs mots pour définir la même action. Deux exemples :

« saisir x», « lire x», « entrer x » ou encore « affecter 4 à x », « x prend la valeur

4 », « mettre 4 dans x » ; 

!∀La forme programmée : Enfin, pour la mise en œuvre de l'algorithme choisi, le

choix d'un logiciel ou d'un langage de programmation s'impose afin de réécrire

l'algorithme dans un langage approprié. Ainsi, l'écriture sous forme programmée

est l'écriture du programme dans un langage de programmation choisi avec

toutes les contraintes de syntaxe que cela implique. 

     En introduisant ces trois formes, nous ne prétendons pas qu'elles doivent être sys-

tématiquement présentes ni qu'elles doivent nécessairement se succéder dans l'ordre

présenté. La forme libre peut par exemple être rédigée en dernier dans le but de do-

cumenter le programme. Le paragraphe suivant précise des articulations possibles

entre ces niveaux d'écriture. 

     Voici quelques exemples d'écriture d'algorithmes sous différentes formes dans le

tableau suivant : 
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1.3 Trois approches

     Lors de la mise en œuvre d'une méthode de résolution mathématique d'une équa-
tion complexe régissant des phénomènes physiques, chimiques, biologiques, il est
utile de passer par les trois phases décrites précédemment afin de minimiser les
erreurs de programmation et d'en faciliter la correction et la validation qui s'en suit.
Évidemment, au lycée, il n'est pas question de résoudre de telles équations. Dans de
nombreuses situations très simples, il peut paraître artificiel d'envisager les trois
formes d'écriture. Dans d'autres situations, le passage par la forme libre sur papier
s'avère plus ou moins inévitable.
   Pour résoudre un problème algorithmique, plusieurs approches sont suggérées : 

!∀L'approche bille en tête : L'élève ébauche directement une première version de
son programme sur une machine programmable sans passer par la phase papier-
crayon et l'améliore progressivement par essais et erreurs. 
!∀L'approche par l'exemple : L'enseignant peut fournir des algorithmes déjà
écrits sous une forme de son choix et faire réfléchir sur le problème résolu ou
donner des algorithmes à trous ou suggérer la modification d'un algorithme
fourni afin que le résultat en soit modifié selon un objectif précis. 
!∀L'approche organisée : À la donnée d'un problème mathématique, on s'efforce
de passer par les trois formes d'écriture selon l'ordre dans lequel nous les avons
introduites : Tout d'abord, l'algorithme est décrit sous la forme libre. Il s'agit
d'une étape de réflexion consistant à construire l'algorithme. Ensuite, décrit sous
la forme contrainte, on obtient une description de l'algorithme n'incluant que des
instructions programmables. Enfin, on le programme dans un langage choisi. 
  

1.4 Allers-retours entre les niveaux d'écriture / allers-retours entre les

différentes approches

     Ces différentes approches permettent une organisation de l'enseignement sur des
allers-retours entre les différents niveaux d'écriture d'un algorithme. On peut passer
d'une approche à l'autre afin de tirer profit de chacune d'elle. Cela évite aussi de faire
paraître la phase papier-crayon comme une tâche scolaire artificielle n'ayant d'autre
sens que de satisfaire la “lubie du prof”. On peut combiner ces approches afin d'en
tirer les avantages suivants : 

!∀L'approche par l'exemple permet d'introduire parfois plus simplement des
notions nouvelles. Les élèves peuvent rapidement voir fonctionner un program-
me. Cette approche peut être privilégiée pour l'élève débutant qui découvre
l'activité de programmation d'une machine. Cependant, l'expérience montre qu'il
est parfois plus facile d'ébaucher une solution algorithmique à partir de sa propre
logique plutôt que de s'immiscer dans la logique d'un algorithme conçu par un
autre.
!∀L'approche par l'exemple est aussi une démarche de travail qui consiste à ré-
utiliser en les adaptant des programmes déjà réalisés. 
!∀L'approche bille en tête : La démarche par essai et erreur est un moyen ef-
ficace pour s'approprier les rudiments de la programmation. Il faut toutefois
avoir déjà quelques billes ! 
!∀L'approche bille en tête peut motiver l'approche organisée lorsque les problè-
mes mathématiques se compliquent. 
!∀L'approche organisée est moins motivante que les précédentes. C'est la cerise
sur le gâteau. Elle permet d'aborder des problèmes compliqués. L'utilité de cette
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approche ne peut être perçue par les élèves qu'après une pratique déjà bien

avancée. Sans doute doit-on aborder cette approche dès la Seconde mais ne la

mettre réellement en application qu'en Première et Terminale. Elle requiert de la

réflexion, de l'organisation. C'est l'approche qui permet de mieux appréhender le

concept d'algorithme dans toutes ses dimensions. 

     Sur la question de la phase papier-crayon, une enseignante du groupe témoigne de

ses constats :

 
« J'ai constaté au cours de ces deux années (l'an  dernier  une classe très faible,
cette année une très bonne classe) la même chose :
 C'est le passage sur machine qui les motive, bons ou pas, scolaires ou pas c'est face
à la machine qu'ils ont progressé.

 Certains élèves qui ne faisaient ordinairement pas grand-chose, se réveillaient lors
des  séances  de  programmation  ou  sur  tableur  et  montraient  leur  capacité  de
raisonnement et de logique, se sentaient valorisés.

D'autres, qui avaient des difficultés à l'écrit, pour exprimer leur raisonnement, se
sont aussi révélés lors de ces séances et se sont sentis valorisés. Souvent rapides au
niveau de la compréhension, ils trouvaient tout de suite ce qu'il fallait faire, même
s'ils  avaient  du  mal  à  passer  par  la  phase  écriture  de  leur  algorithme dans  un
langage qui ne soit pas celui de la machine. Il est arrivé plusieurs fois que je ne
comprenne  ce  qu'ils  avaient  écrit  sur  papier  qu'en  voyant  leur  programme
"machine" ; j'ai trouvé parfois des idées qui étaient plus efficaces que les miennes.

À l'inverse des élèves scolaires pas mauvais du tout, étaient assez bloqués dans ces
séances  d'écriture  d'un  algorithme  (peur  de  mal  faire,  difficultés  à  essayer  des
choses, à partir par un bout, revenir à un autre ; ils voulaient une méthode sûre à
reproduire,  une recette).  Sur papier,  ils  ne démarraient  souvent pas ou peu.  Par
contre quand ils étaient devant algobox, par exemple, ils faisaient des essais (au
début un peu n'importe quoi, mais ils osaient face à la machine faire quelque chose,
essayaient de comprendre et progressaient).

D'une façon générale, le passage à la recherche papier s'est avéré fructueux surtout
après essais sur machine, face à un programme qui ne marchait pas:

« j'ai cherché, j'ai vu que çà ne marchait pas (machine qui évalue : pas le prof)
bloqué,  j'accepte  de  revenir  au  papier  pour  poser  tranquillement  mes  idées  et
essayer de trouver mon erreur et surtout j'en vois l'intérêt.     »  

Aujourd'hui, je pense  qu'il faut « motiver » la réflexion papier, mais que c'est via la
machine qu'ils en verront l'intérêt. 

Déjà « écrire sur machine » n'est pas facile, ils voient vite les exigences de la
rigueur d'écriture. Peut-être est-ce une occasion de réfléchir : qu'est ce qui ne
marche pas « l'écriture » ou « l'algorithme » ? J'ai rencontré plusieurs fois ce
problème avec eux : on avait fait un algo, ils l'avaient programmé et horreur : « çà
ne marche pas » : conclusion pour eux : c'est l'algo qui est faux.

Alors que c'était un problème en général de syntaxe. À chaque fois ce genre de
situations a été fructueux, on est toujours revenu à l'algorithme : a-t-on fait une
erreur de raisonnement ??? Après recherche : on ne voit pas d'erreur, alors on
contrôle l'écriture sur machine, en général le voisin trouve l'erreur de syntaxe et tout
le monde est soulagé et content.
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On a utilisé sur algobox le mode pas à pas, ou sur TI on a ajouté des « Disp » dans
plusieurs endroits pour essayer de voir ce qui se passe, où cela ne va pas. »

2 Ce qui nous paraît réalisable à la fin de la Seconde

     Il y a une importante différence, en terme d'écriture, entre la phrase 
«Ajouter les n premiers entiers naturels » 

et l'ensemble d'instructions : 
Déclarer une variable S; 
Initialiser S à 0;
Pour i allant de 1 à n faire 
   S prend la valeur S+i;
Fin pour

 
     Ceci montre le grand-écart intellectuel que doit faire l'élève pour programmer une
méthode de résolution. Ce passage de la forme libre à la forme contrainte nous
semble très difficile à réaliser seul pour un élève de seconde. Des élèves peuvent
facilement exprimer des idées sous forme libre sans être capables de les programmer.

     Quelques objectifs plus modestes : 

!∀Se familiariser avec les instructions programmables de base : déclaration de
variable, initialisation, affectation, boucles, instructions conditionnelles, …
!∀Savoir trouver sur sa calculatrice les instructions citées ci-dessus.
!∀Savoir faire tourner à la main un algorithme donné, plus ou moins complexe,
pouvant comporter une boucle, un test.
!∀Pouvoir modifier un algorithme donné, soit pour le rectifier s'il est incorrect,
soit pour le transformer afin d'obtenir un autre résultat. 
!∀Pouvoir repérer qu'un problème peut être résolu selon une démarche
algorithmique (envisager spontanément l'écriture d'un petit programme pour
automatiser une tâche).

    Ces objectifs de base consistent à faire comprendre aux élèves ce qu'est un pro-
gramme et à en reconnaître les principes d'organisation c'est-à-dire à en dégager
l'idée d'algorithme. Ces bases sont indispensables mais l'activité proprement
mathématique ne débute que lorsque les élèves sont confrontés à des problèmes
algorithmiques. Les objectifs de base permettent aux élèves de comprendre ces
problèmes mais la tâche de l'enseignant est de donner aux élèves les moyens de les
résoudre.

     Les élèves trouvent souvent assez facilement une méthode générale pour résoudre
un problème donné comme par exemple celui du juste prix. La description de cette
méthode peut se traduire sous la forme libre évoquée ci-dessus. Pour programmer le
juste prix il est nécessaire d'avoir l'idée de la dichotomie et il est nécessaire de savoir
aussi ce qu'est un programme. Écrire le programme consiste à faire la jonction entre
ces deux choses et cela n'est pas immédiat et ne se résume pas à une histoire
d'écriture. Cela nécessite une démarche intellectuelle, un raisonnement. Notre tâche
est d'apprendre à l'élève à conduire ce type de raisonnement. Là réside l'activité
proprement mathématique.

     Voici une démarche assez générale qui nous semble pouvoir être appliquée dans
de très nombreuses situations :
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!∀Reconnaître que la méthode va consister à répéter un processus et que

l'algorithme va donc comporter une boucle.

!∀Repérer une situation générale (exemple : on remarque que le nombre cherché

appartient à tel intervalle).

!∀Identifier les instructions de la boucle, qui vont permettre de passer d'une

situation générale satisfaite en début de boucle à une nouvelle situation générale

en fin de boucle (cette nouvelle situation étant censée faire avancer le

Schmilblick).

!∀Déterminer la condition d'arrêt de la boucle.

!∀Identifier la situation de départ et donc les instructions d'initialisation de la

boucle.

3 Moyens : Stratégies originales (mises en scène théâtrales) –

Moyens informatiques – des activités et des fiches 

     Nous décrivons et commentons ici les outils que nous avons testés ou envisagés.

Dans un premier temps, nous proposons une mise en œuvre originale des program-

mes : la mise en scène théâtrale. Ensuite, nous évoquons les différents logiciels

informatiques ou langages de programmation considérés. Enfin, nous décrivons les

fiches et activités que le lecteur trouvera en fin de brochure. 

3.1 Mise en scène théâtrale

     Nous proposons ici deux versions de mise en scène théâtrale :

3.1.1 L'algorithme humain

     Lors de discussions à propos de nos expériences en classe de l'apprentissage de

l'algorithmique, une collègue dans un couloir du lycée explique une de ses

méthodes : « les élèves vont au tableau et chacun joue le rôle d'une variable... » 

     Cette méthode pédagogique consiste à apprendre à « dérouler » un algorithme.

Elle nécessite un « metteur en scène » et des acteurs. Le « metteur en scène » lit

l'algorithme à voix haute, instruction par instruction, les « acteurs » sont des élèves

au tableau qui représentent chacun une des variables utilisées dans l'algorithme,

chacun notant au fur et à mesure du déroulement de l'algorithme la valeur prise par

« sa » variable. Lors des premières séances, l'enseignant peut jouer le rôle de

« metteur en scène ».

     Les élèves apprécient beaucoup cette mise en scène, cela permet d'appréhender de

nombreuses notions délicates de programmation : qu'est-ce qu'une variable ? Qu'est

ce qu'une affectation ? Qui intervient quand ? Qu'est ce que la séquentialité (c'est-à-

dire la succession ordonnée d'instructions) ? Qu'est ce qu'une boucle ? Un compteur

de boucle ? Quelle est la place mémoire (les limitations informatiques sont

semblables aux limitations de place sur le devant du tableau) ? 

     Lorsqu'on travaille avec Algobox, cela peut permettre de bien comprendre le mo-

de « pas à pas » qu'ils utilisent par exemple pour corriger leur algorithme.
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     Un exemple de mise en scène théâtrale est proposé dans le compte-rendu relatif à

la fiche d'activité sur les nombres parfaits et nombres amicaux de la liste d'activités

« En Terminale S-Spécialité ». 

3.1.2 La machine humaine

     On définit une machine programmable par les entités suivantes : le processeur (il

est le chef d'orchestre de la machine), la mémoire (emplacement où sont stockées les

variables), l'unité de calcul (le calculateur), …

     Expliquer une méthode à un humain et écrire un programme destiné à une machi-

ne sont deux activités que l'on peut réunir sous l'expression « écrire un algorithme ».

Toutefois ces activités diffèrent autant qu'un humain peut différer d'une machine.

Cette dernière exécute mécaniquement des instructions « atomiques » (ou élémen-

taires), isolées les unes des autres, c'est-à-dire sans aucun lien significatif entre elles.

De plus chacune de ces instructions est réalisée par le concours de plusieurs élé-

ments, chacun exécutant une tâche répétitive extrêmement simple. La machine ne

prend aucune initiative, elle obéit toujours à la lettre aux instructions, même si les

résultats sont aberrants. Tout doit être précisé dans le moindre détail. Si une situation

non prévue par le programmeur survient, elle s'arrête ou alors fait n'importe quoi :

c'est le bug.

     Ces caractéristiques de la machine sont difficiles à percevoir de l'extérieur en rai-

son de la très grande complexité des ordinateurs actuels. C'est pourquoi il nous paraît

formateur que les élèves en prennent conscience, ceci d'une part pour démystifier

l'ordinateur et d'autre part pour qu'ils comprennent mieux les effets produits par leurs

propres programmes. Une façon ludique d'aborder cette question serait de concevoir

une mise en scène théâtrale où chaque élève joue le rôle d'un composant d'une

machine imaginaire mais au comportement totalement spécifié. Cette machine, c'est-

à-dire les élèves, réussirait à exécuter un programme très simple en n'ayant pourtant

aucune vision globale de ce programme, et donc en ne sachant pas ce qu'il fait.

L'expérience peut aussi montrer la grande difficulté pour un humain de se comporter

de façon aussi stupide qu'une machine. Le schéma ci-dessous donne un exemple

d'une telle machine humaine. La mise en scène reste à faire ! Tous les détails sont

dans le document annexe en fin de brochure. 

     La machine humaine permet de comprendre les raisons des différentes instruc-

tions : Pourquoi des variables ? Pourquoi une affectation ? Pourquoi la séquentia-

lité ? Elle donne un sens à tous ces artifices si bizarres au premier abord. 

     La machine humaine a été testée entre nous seulement. Ça fonctionne bien et

semble très instructif. Cependant sa mise en œuvre avec des élèves nécessite une

bonne connaissance du fonctionnement des machines programmables de la part de

l'enseignant. 
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3.2 Outils informatiques

     Au cours des deux années de ce groupe IREM, nous avons testé des activités dont

certaines (pas toutes) ont recours à l'outil informatique (calculatrice programmable,

tableurs, logiciels de programmation, langages de programmation, …). L'outil

informatique ne doit pas être systématique, il est cependant un passage obligé.

Comment motiver les élèves à un outil censé permettre des simulations dont le

caractère motivant est assez bien partagé par les élèves, et au final leur avouer que

l'on ne fera pas de simulation faute d'outil informatique ? Parmi les outils

informatiques, nous avons considéré les suivants : 

!∀Calculatrice : C'est l'outil toujours disponible. La programmation y est moins

limitée qu'avec AlgoBox que nous présentons ci-dessous. Les programmes écrits

sont réutilisables et recyclables. Cependant, la syntaxe reste peu intuitive et rend

difficile l'apprentissage de nouvelles instructions programmables. La taille de

l'écran limite aussi les possibilités en terme de longueur du programme. Les

limites de la vitesse de calcul rendent très longue l'exécution de certains

programmes (exemple en simulation).

!∀Tableur : Il s'agit plus d'une mise en œuvre de programmes inhérents à l'outil

que de programmation. Même si on retrouve dans le tableur les notions de

variables ou d'itérations, la séquentialité et le traitement algorithmique sous-

jacents sont masqués. Tout en étant intéressant, le tableur ne nous semble pas un

outil adapté pour enseigner l'algorithmique.  
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!∀AlgoBox : AlgoBox est un « logiciel libre et multi-plateforme d'aide à

l'élaboration et à l'exécution d'algorithmes (interface graphique de création de

pseudo-code algorithmique et d'interprétation du code obtenu en javascript) » par

Pascal Brachet ; Licence GPL ; http://www.xm1math.net/algobox/. Il s'agit d'un

logiciel de mise en œuvre d'algorithmes. Il se présente sous forme d'une interface

graphique permettant d'écrire son programme par sélections d'instructions dans

des menus déroulants. Il offre ainsi la possibilité d'écrire un programme sans

avoir à connaître de syntaxe. La syntaxe utilisée, en Français, est assez simple et

proche d'une forme que l'on pourrait être tenté de ranger dans la catégorie forme

contrainte définie dans la section 1. Les adeptes des logiciels à interface

graphique devraient l'adopter rapidement. Les élèves sont vite autonomes. Une

interface web permet de donner du travail à la maison sur AlgoBox, à condition

que les élèves aient un accès internet. Cependant, l'outil présente quelques

limitations : Pas de notion de sous-programme ; La syntaxe de l'expression

conditionnelle « Si … alors … sinon » est un peu lourde ; La déclaration d'une

variable provoque son initialisation à 0 a priori (nous conseillons de ne pas tenir

compte de cette initialisation à 0 par défaut car ceci n'est pas systématique avec

certains langages de programmation avancée) ; Le pas de la boucle « Pour …

allant de … à … » est nécessairement égal à 1 ; Comme tout logiciel, AlgoBox

requiert une salle TP. 

!∀LOGO : Le langage LOGO a été imaginé il y a déjà plus de 40 ans pour initier

les jeunes élèves à la programmation. Le langage possède de réels atouts

pédagogiques. Les élèves programment dans un environnement graphique qui

permet la réalisation de programmes potentiellement plus motivants que

l'exécution automatisée d'une séquence de calculs numériques. Les commandes

graphiques sont relatives à la position courante de la tortue. Les élèves se

trouvent rapidement confrontés à des questions géométriques relatifs aux angles,

aux distances, aux coordonnées. Ce principe de déplacement relatif est tout

adapté pour transmettre les idées de vecteurs, de translations, d'angles orientés et

en première de calcul différentiel. 

Il faut souligner que LOGO est un langage généraliste qui permet de faire bien

autre chose que déplacer une tortue dans un plan. Il permet de faire des calculs

numériques, de manipuler des mots, des listes de nombres ou de mots, des sons,

d'écrire ou de lire dans des fichiers, etc, comme tout autre langage. 

Les règles syntaxiques de LOGO sont simples et uniformes. Elles reposent

fortement sur la notion de fonction. Ceci peut être utilisé par l'enseignant pour

travailler autrement cette notion mathématique, difficile pour les élèves. 

Le langage LOGO a été utilisé par l'un des enseignants du groupe en classe de

seconde. Cette expérience a été plutôt positive. Elle a permis aux élèves de bien

comprendre qu'un programme est un simple texte qui est écrit selon des règles

grammaticales précises, c'est-à-dire dans un certain langage, afin d'être

correctement interprété par une machine pour produire les effets voulus par le

rédacteur. Des outils comme la calculatrice ou Algobox masquent cette idée en

encombrant l'activité intellectuelle de construction d'un texte par des tâches

techniques de manipulation de touches et de navigation dans des menus. 
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Cette expérience ne sera toutefois pas renouvelée par l'enseignant qui lui préfère
désormais le langage Python dont la syntaxe est simple également et qui a
l'avantage de disposer de très nombreuses bibliothèques dans des domaines très
variés, dont un module 'turtle' qui permet de retrouver les fonctionnalités de
LOGO. 

!∀Python : Le langage Python est un langage de haut niveau dans le sens où il
manipule des objets conceptuellement riches, en lien avec les problèmes à
résoudre et clairement détachés des mécanismes de bas niveau de la machine. À
titre d'exemple, un nombre entier peut avoir une grandeur quelconque. 

La syntaxe du langage est particulièrement épurée. Elle privilégie les mots clés
en toutes lettres (bien sûr en Anglais) à l'utilisation d'accolades ou d'autres signes
cabalistiques. Un programme Python écrit avec soin peut ainsi être tout aussi
compréhensible et synthétique qu'un algorithme écrit dans un pseudo-code. 

Python est très utilisé par les professionnels dans de nombreux domaines. 
Il est particulièrement répandu dans le monde scientifique, et possède de
nombreuses extensions destinées aux applications numériques. 

L'environnement Rurple mérite d'être souligné. Il a été conçu pour initier les
élèves à la programmation. Un robot évolue dans un environnement simplifié
(polygone orthogonal) et obéit à des ordres élémentaires (avance, tourne à droite,
prends une bille, lâche une bille, jette un dé, etc). Le robot peut aussi tester la
présence de billes au sol ou dans sa poche ainsi que la présence de murs autour
de lui. Les ordres peuvent être donnés individuellement avec les touches du
clavier ou programmés en langage Python. Des comportements plus ou moins
complexes peuvent ainsi être programmés par les élèves comme par exemple
mettre au point un programme qui fait faire au robot le tour de son
environnement quelle que soit sa forme. 

Python est un langage interprété ce qui facilite le cycle d'écriture et d'exécution
d'un programme. Un éditeur de texte tel que Scite permet de réaliser ce cycle de
façon simple et conviviale. 

Vous pouvez télécharger depuis l'internet à l'adresse 
http://dichotomies.fr/2011/infomath/guides/python/installation-python/ 
un dossier compressé qui contient à la fois l'interpréteur Python et l'éditeur de
texte Scite. Vous pourrez également trouver à l'adresse 
http://dichotomies.fr/2011/infomath/guides/python/installation-rurple/ 
un fichier d'installation de l'environnement Rurple pour les systèmes Windows. 
D'autres documents, guides, activités, verront progressivement le jour sur ce site.

La page  http://dichotomies.fr/2011/infomath/python/plan/
liste les documents actuellement disponibles. 

!∀Scilab : Scilab est « le logiciel libre et gratuit de calcul numérique ». Comme
tout logiciel de calcul numérique, il requiert la connaissance d'une syntaxe. La
documentation, qui a beaucoup évolué ces dernières années est désormais
suffisamment aisée d'utilisation pour accéder aux syntaxes des différentes
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instructions programmables. Très utilisé dans le domaine de la recherche

mathématique, Scilab présente l'avantage que les élèves initiés à ce logiciel

investissent durablement lorsque ceux-ci envisagent de poursuivre des études

mathématiques après le lycée. Le logiciel est disponible à l'adresse 

http://www.scilab.org/fr 

3.3 Fiches, activités et documents d'accompagnement

     La dernière partie de ce document propose une liste d'activités que nous avons

pour la plupart testées. Certaines ont été remaniées après leur utilisation. Elles sont

rangées selon une organisation qui ne correspond pas nécessairement à une

progression chronologique. Parmi ces fiches, un ensemble plus spécifiquement dédié

à l'introduction peut facilement servir d'exemples d'appui pour l'enseignant qui ne

serait pas à l'aise avec l'enseignement de l'algorithmique.

     Certaines des activités proposées en Python ou sur le point de l'être se trouvent à

l'adresse : 

http://dichotomies.fr/2011/infomath/exercices/2nde/algorithmique/

accompagnées d'un cours introductif 

http://dichotomies.fr/2011/infomath/cours/2nde/algorithmique/

     Un exemple pour illustrer la démarche algorithmique : L'un des auteurs de cette

brochure met à disposition un exemple très largement commenté de mise en œuvre

d'un algorithme pour la résolution d'un problème mathématique : 

http://dichotomies.fr/2011/infomath/activites/algorithmique/les-deux-verres-

doseurs/fiche-prof/

     De nombreux autres supports sont aussi disponibles notamment sur les sites inter-

net d'autres IREM. Nous pouvons citer entre autres les ressources suivantes

accessibles depuis la rubrique « algorithmique » du portail des IREM 

(http://www.univ-irem.fr/spip.php?rubrique209) : 

!∀Documents de recherche dédiés à l'initiation des enseignants à l'algorithmique :

! IREM de la Réunion (http://www.reunion.iufm.fr/recherche/irem) : Fiches

d'introduction aux logiciels Scratch et AlgoBox. 

! IREM de Marseille (http://www.irem.univ-mrs.fr) : Algorithmes et logique au

lycée. Un document qui s'intéresse aux instructions programmables. 

! IREM de Montpellier (http://www.irem.univ-montp2.fr/) : Introduction à

l'algorithmique en classe de Seconde. Assez technique,  décortique des

algorithmes particuliers. 

!∀Documents de recherche dédiés à l'approfondissement pour les enseignants : 

! IREM de Marseille (http://www.irem.univ-mrs.fr) : Une méthode pour

élaborer des algorithmes itératifs. 

! IREM de Lyon (http://math.univ-lyon1.fr/irem) – Fiches d'activités :

algorithmes gloutons (optimisation locale pour une optimisation globale), diviser

pour régner (diviser en sous-problèmes), terminaison d'un algorithme (aspect

validation). 
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!∀Documents de recherche dédiés à l'enseignement de l'algorithmique au lycée :

! IREM de Lille (http://irem.univ-lille1.fr) : Point de vue sur l'introduction de

l'algorithmique en Seconde. 

! IREM de Grenoble (http://www-irem.ujf-grenoble.fr/irem) : Document

d'accompagnement des stages de formation à l'algorithmique. Une initiation à la

programmation. 

!∀Documents pour la classe : On trouve essentiellement des fiches-activités, des

IREM cités ci-dessus ainsi que des IREM 

de Reims (http://www.univ-reims.fr/site/laboratoires/irem), 

de Franche-Comté (http://www-irem.univ-fcomte.fr), 

de Brest (http://irem.math.univ-brest.fr). 

4 Évaluation

4.1 BAC : Ce qui existe déjà

     En 1L et TL, on enseigne déjà la notion d'algorithme ; elle est évaluée chaque

année au bac. Il s'agit en général de comprendre un algorithme donné, de le modifier,

voire d'en écrire un autre. Les élèves doivent être capables de « faire tourner à la

main l'algorithme » et par exemple de remplir un tableau de données. Ils doivent être

capables d'interpréter cet algorithme. Un extrait : 
  --------------------------------------------------------------------------------------------------

Bac TL Septembre 2009

On considère la suite v de terme général vn définie par : 

v0 = 1000 et pour tout entier n, vn+1 = vn * 1.005 + 30 .

On considère l'algorithme suivant :

Entrées : Deux nombres entiers S et N
Traitement : Pour K allant de 1 à N

  Donner à S la valeur S * 1.005
Afficher : S

Partie A     :  

Calculer v1 et donner une valeur arrondie au millième de v4 .

Faire fonctionner cet algorithme pour S = 1000 et N = 4. Dans l'affichage final arrondir le

résultat au millième.

Transformer l'algorithme proposé afin qu'il affiche en sortie finale v4 .

Partie B     :  

On place 1000 " sur un livret qui rapporte 0.5 % par mois à intérêts composés. Chaque fin

de mois, on y verse la somme de 30 ". Ce livret est bloqué pour 5 ans ce qui signifie que,

sur cette période, il est impossible de retirer de l'argent.

Vérifier qu'à la fin du premier mois, la somme présente sur le livret est égale à 1035 ".

Donner un algorithme qui permet d'afficher en sortie finale la somme présente sur ce livret

au bout d'une année.

On ne demande pas de calculer cette somme.

  --------------------------------------------------------------------------------------------------
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4.2 BAC : Avec les nouveaux programmes

     En 2nde , 1 et Term, on enseigne maintenant l'algorithmique, il est plus que proba-
ble que cela sera évalué au bac dans quasiment toutes les filières. Dans ce cas, les
élèves devraient être capables d'interpréter des algorithmes plus ou moins complexes
et d'en modifier. Et peut-être, étant donné leur expérience sur 3 ans, être capables
d'écrire eux-mêmes un algorithme ; ceci renvoie à de nombreuses questions
délicates : Qu'est-ce qu'écrire un algorithme ? Sous quelle forme ? Quelles
exigences ? Comment corriger ? 

4.3 Évaluation en cours d'année en Seconde

     On peut donner dans des DS ou DM un exercice d'algorithmique, relatif ou non
au chapitre étudié. Des exemples relativement simples proposés en début d'année :

  --------------------------------------------------------------------------------------------------
Algorithme 1

!∀Choisir un nombre

!∀Ajouter 2 au nombre choisi

!∀Multiplier le résultat précédent par le

nombre choisi au départ

!∀Ajouter 3 au résultat précédent

!∀Annoncer le dernier résultat

Algorithme 2

!∀Choisir un nombre

!∀Ajouter 1 au nombre choisi

!∀Mettre au carré

!∀ Ajouter 2 au résultat précédent

!∀Annoncer le dernier résultat

Montrer que ces deux algorithmes donnent bien toujours le même résultat quand on entre le
même nombre au départ.

  --------------------------------------------------------------------------------------------------
Voici un algorithme :

Entrée Traitement Sortie

un nombre x

Ajouter 4

multiplier la somme obtenue par x 

ajouter 2 au résultat précédent

afficher le résultat

un nombre y

1) Déterminer y pour x = 3.
2) Écrire y en fonction de x.
3) Trouver x pour y =2.

  --------------------------------------------------------------------------------------------------
Voici un algorithme :

Tester cet algorithme en prenant  A (2 ; -1), B (-3 ; 1) et C (5 ; 4).
Faire une figure.
Que fait cet algorithme ? justifier.
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  --------------------------------------------------------------------------------------------------

EXERCICE 4 

1 ) Soit un carré de côté de longueur a, Déterminer, en fonction de a, la longueur de sa

diagonale. 

2) OAB, OBC, OCD, ODE, OEF, OFG sont des triangles rectangles isocèles respectivement

en A, B, C, D, E et F. On sait de plus que OA = 1. (Voir la figure ci-dessous)

Expliquer pourquoi à partir de

l'écran de calculatrice ci-dessous,

on obtient à droite de l'écran, des

valeurs approchées des longueurs

OA,OB, OC, OD et OE.

  --------------------------------------------------------------------------------------------------

 

  On peut aussi demander aux élèves d'écrire un algorithme par exemple avec

Algobox et de déposer le fichier sur l'intranet afin de récupérer le travail des élèves.

   On peut aussi prévoir ce type d'évaluation en salle info en temps limité, tout

comme certains enseignants évaluent des travaux réalisés à l'aide d'un tableur ou

d'un logiciel de géométrie dynamique. 

4.4 Évaluation en cours d'année en Première et Terminale

      On peut évaluer de la même manière avec des exercices plus complexes :

Exemple en 1ES :

    Anne, Bruno et Cécile débutent chacun leur emploi avec un salaire mensuel de 1900 !.

   Chaque mois, à partir du deuxième, les salaires augmentent ainsi :

!∀Le salaire d'Anne augmente de 8 !.

!∀Le salaire de Bruno augmente de 0.4 %.

!∀Le salaire de Cécile augmente de 0.2 % auxquels s'ajoutent 4 !.

On note  An , Bn et Cn les salaires respectifs d'Anne, de Bruno et de Cécile le n-ième mois. 

On a

 A1 = B1 = C1  = 1900

Salaire annuel

!∀Calculer le salaire annuel d'Anne pour la première année.
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!∀Calculer le salaire annuel de Bruno pour la première année.
!∀Voici un algorithme :

        

On  programme cet algorithme 
et on obtient :

Expliquer à quoi correspond ce nombre
affiché dans notre contexte, puis ce que
représente chaque variable utilisée dans
l'algorithme.

Exemple en 1L :

    Voir la fiche « Les bonbons » de la rubrique « En Première » avec productions
d'élèves.           

Exemples en Term S- SpeMath :

  Voir la fiche « Évaluation » de la rubrique « En terminale S-Spécialité » : une
évaluation en salle info avec le logiciel Scilab. 

5 Quelques difficultés rencontrées par l'enseignant ou par les élèves 

5.1 Difficultés pour l'enseignant

!∀Coller au programme ? Une lecture un peu rapide des instructions officielles
peut donner l'impression que les activités algorithmiques que nous proposons
aux élèves doivent systématiquement être en lien avec les autres parties du
programme. Ceci ajouterait alors une contrainte pédagogique supplémentaire aux
enseignants qui sont en quête des bonnes clés pour transmettre le plus
efficacement possible ces nouvelles notions. Une lecture plus attentive des
programmes montre que la volonté des auteurs est d'inciter les enseignants à
établir des ponts entre les diverses parties, à exploiter au mieux les possibilités
d'interactions et surtout à placer cet enseignement dans le cadre de résolutions de
problèmes. Mais les instructions officielles n'interdisent pas de s'intéresser à des
problèmes algorithmiques autres. Citons : « L'algorithmique a une place

naturelle dans tous les champs des mathématiques et les problèmes posés

doivent être en relation avec les autres parties du programme (fonctions,

géométrie, statistiques et probabilité, logique) mais aussi avec les autres

disciplines ou la vie courante. »
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   Ce n'est pas la nature des objets manipulés qui fait de l'algorithmique une

activité mathématique, c'est la nature de la démarche qu'elle met en œuvre, du

type de raisonnement qu'elle suscite. Intéressons nous donc d'abord aux

problèmes algorithmiques pertinents que nous pouvons proposer aux élèves sans

se focaliser sur les objets eux-mêmes. Allons s'il le faut les chercher dans les

autres disciplines ou dans la vie courante comme nous y invitent les

programmes.

!∀Nous sommes, semble-t-il tous d'accord sur les difficultés relatives aux

dispositions matérielles et techniques pour un tel enseignement : Les

programmes imposent de plus en plus le travail avec les TICE mais les

équipements ne suivent pas toujours, il n'est pas forcément facile d'accéder aux

salles informatiques très prisées ou d'avoir la possibilité de travailler avec un

tableau interactif.

   D'autre part, la multiplicité des outils TICE déjà utilisés (logiciels de géo-

métrie dynamique, tableurs, calculatrice, …) pose problème compte tenu de

l'horaire imparti et provoque parfois un sentiment de dispersion … De fait,

l'ajout d'un logiciel algorithmique peut compliquer davantage l'enseignement des

mathématiques.

!∀Effectifs : Une vraie difficulté si on veut faire manipuler les élèves eux-

mêmes dans le cas où les classes sont à 35 et dans le cas où des dédoublements

ne sont pas possibles.

     Des stratégies de contournement (travail en groupe ou autre) ne sont pas tou-

jours faciles à mettre en œuvre.

!∀Dans le cas où l'enseignant n'a pas été formé à l'algorithmique et à la pro-

grammation, l'appréhension doit être dépassée, l'auto-formation n'est pas si

simple : Certains enseignants n'ont pas eu de formation en algorithmique pen-

dant leur cursus universitaire, ou s'ils en ont eu une, elle remonte à loin et n'a pas

toujours été suivie de pratique. Ces enseignants ne sont pas si rares.

   Pour un tel enseignant les difficultés sont multiples. Comment enseigner des

notions mal maîtrisées, voire mal comprises ? Comment guider les élèves alors

que lui-même a des difficultés à s'approprier certaines expressions qui sont loin

d'être "naturelles" ? Comment repérer les erreurs faites par les élèves ? Est-il

capable de les repérer et d'en cibler le type ?

   En d'autres termes, un enseignant qui n'a jamais eu de réelle pratique en algo-

rithmique, et/ou n'a pas d'affinités particulières pour l'algorithmique, va

rencontrer les mêmes problèmes de langage que les élèves. S'ajoute à cela, la

difficulté de construire une progression sur l'année. Quand on ne maîtrise pas

bien un ensemble de notions, comment les articuler de manière cohérente pour

les élèves ?

   Nous avons distingué au paragraphe 1.2 trois formes d'écriture. La forme libre

ne pose en général pas de problème à l'enseignant "novice". Le passage de la

forme contrainte (avec emploi des expressions propres à l'algorithmique) à la

forme programmée ne pose pas d'autre problème que celui de se plonger dans la

syntaxe de l'outil utilisé (calculatrice, logiciel), travail parfois fastidieux mais à

sa portée. La difficulté majeure est le passage de la forme libre à la forme con-

trainte, tout comme pour les élèves. Un enseignant "novice" comprendra un

algorithme écrit sous forme contrainte mais ne sera pas nécessairement capable
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d'en écrire un sous cette forme, tout seul, sans "modèle". Et s'il le fait, ne se

sentira peut-être pas assez sûr de lui pour le proposer à ses élèves. Le risque

alors, est de se contenter d'utiliser les divers exercices qu'offre le manuel choisi

par l'établissement, sans bien mesurer les difficultés cachées.

   Parmi les fiches de la série d'initiation présentée dans les activités de cette

brochure (Fiches d'initiation : notion de variables et instructions program-

mables), certaines ont été remaniées après avoir pris la mesure des difficultés

rencontrées, non seulement par les élèves, mais aussi par des enseignants

"novices"… Cette série d'initiation devrait permettre à ces enseignants d'aborder

plus sereinement les choses. Au bout d'un certain temps et avec plus

d'expérience, ils pourront se détacher de ce type de fiches et se lancer dans des

choses plus ouvertes.

5.2 Difficultés pour les élèves

!∀En algorithmique, la notion de variable est intimement liée au concept de

mémoire machine et au besoin d'une case mémoire pour stocker la valeur de telle

ou telle quantité. Il faudra veiller à ne pas sous-estimer les difficultés des élèves

à appréhender cette notion qui est loin d'être naturelle.

!∀La notion de boucle « Pour i allant de … à … » est aussi un concept compliqué

à acquérir. Dans un premier temps les élèves préfèrent le « Répéter n fois ». La

notion de compteur associé à ces boucles est souvent l'origine de difficultés. Le

« Tant que … faire ... » et le « Répéter … jusqu'à  … » leur sont plus naturels

cependant la condition d'arrêt qu'ils impliquent reste une notion délicate. 

!∀Les notions de place mémoire requise et de coût calcul d'un algorithme sont

essentielles et il semble primordial d'aborder ces questions dès le lycée.

Cependant, il nous paraîtrait prématuré de vouloir initier les élèves de Seconde à

l'importance de ces considérations. 

     Deux concepts peuvent être source de difficultés et sont parfois mal appréhendés

par les enseignants eux-mêmes : 

!∀Le test d'égalité et la précision machine : La précision machine désigne le zéro

machine. Informatiquement parlant, tout nombre plus petit que la précision

machine sera considéré comme nul devant l'unité. Par exemple, si la précision

machine est de l'ordre de 10-16 , 1+10-17 vaudra 1 pour la machine. Par contre, le

nombre 0.0004-10-17 est bien différent de 0.0004+10-18 pour cette machine alors

que ces deux quantités peuvent correspondre à deux variables qui valent le

même nombre (ici 0.0004) pour l'utilisateur. Ceci peut arriver lorsque les

nombres supposés par l'utilisateur sont calculés par la machine au cours d'un

programme. Ainsi, ces deux nombres sont égaux pour l'utilisateur et différents

pour la machine. De fait, un test d'égalité entre deux réels a et b doit se faire par

évaluation de la différence en valeur absolue entre ceux-ci et non par test

d'égalité : les deux réels sont considérés identiques si |a-b| est plus petit qu'une

précision donnée que l'on choisit un peu plus grande que la précision machine,

par exemple 10-14 dans le cas de notre exemple où la précision est de l'ordre de

10-16. Un test du type « |a-b| = = 0 » ou « a = = b » est une erreur de program-
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mation pouvant induire par exemple des divisions par zéro.

     Un test simple pour vérifier la précision machine : 

a = 10
-14

a = a + 1

a = a – 1

Si à la fin de ce test, a a toujours la même valeur, alors la précision machine est

plus petite que a. On peut répéter le test avec d'autres puissances de 10. Les

précisions machine habituelles sont 10-8, 10-16 ou 10-32.

!∀« Si …, si ... » ou « Si … sinon » : Rares sont les élèves qui ont le réflexe

d'utiliser le « sinon ». Il leur est plus facile de proposer une liste de « si ». Mais

alors pourquoi utiliser le « sinon » ? Cette fois-ci, il ne s'agit pas d'erreur de

programmation mais de coût d'évaluation d'une condition. Lorsque l'on écrit « Si

condition alors instruction1 sinon instruction2 », la machine ne

doit évaluer qu'une condition, même dans le cas où c'est l'instruction 2 qui va

être effectuée. Lorsque l'on écrit « S i condition alors instruction1 , si

contraire de condition alors instruction2 », dans le cas où c'est

l'instruction 2 qui doit être réalisée, il y aura deux évaluations de condition au

lieu d'une seule. Parfois, les évaluations des conditions sont plus coûteuses que

les instructions elles-mêmes. Dans ces cas, l'utilisation du « sinon » est

primordiale. 

     Nous terminons ce paragraphe en revenant sur l'importance de varier le vocabu-

laire selon lequel les algorithmes sont énoncés. Ceci rejoint les réflexions menées sur

les différentes formes d'écriture d'un algorithme ainsi que sur les différentes

approches définies en début de document. Une enseignante du groupe témoigne sur

les difficultés des élèves à appliquer un algorithme par non compréhension du

vocabulaire utilisé dans l'énoncé : 

     « L'algorithme de  coloriage  des  sommets  d'un  graphe  et  l'algorithme pour
trouver un plus court chemin sont en général présentés dans les manuels de TES
(spécialité) sous la forme "Tant que … faire …". Sous cette forme les élèves ont
beaucoup  de  mal  à  comprendre  ce  qu'il  faut  faire  en  réalité,  notamment  pour
l'algorithme du plus court chemin (plus complexe que l'algorithme de coloriage car
il comporte un "si … alors").
       Pour que les élèves comprennent, il faut en général revenir à une description
plus proche de la réalité de ce qui se passe dans nos petites têtes d'humains.

     Lorsqu'on présente ces algorithmes sous l'une des deux formes ci-dessous, les
élèves comprennent nettement mieux ce qu'ils doivent faire réellement.

! Faire …

" Répéter/recommencer l'étape précédente jusqu'à ce que …

Ou, plus directif

! On fait …

" On recommence …

# On arrête quand … ou dès que … »
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Les activités de la brochure

En classe de seconde

Activités sans prérequis d'ordre algorithmique

! Construction de nombres rationnels
! Algorithme de Babylone
! Le nombre d’or (Calculatrice)
! Léo et Léa
! Résolution géométrique d’équation (Al-Khwarizmi)
! Évaluation d’expressions numériques 
! Robots-tiroirs
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Construction de nombres rationnels 

 
Activité très connue qui peut être faite en début d! année de seconde, l ! idée est ici de proposer une 

solution de type algorithmique à un problème posé, de montrer que la résolution algorithmique d! un 

problème ne date pas d! aujourd! hui. 
 

Plusieurs façons d! aborder la question, en voici deux exemples : 

 

Sous la forme d! une question ouverte du genre : 
 

 « Un axe (O, I) étant donné, trouver une construction à la règle et au compas qui permet de 

déterminer le point P de l! axe (O, I) tel que OP = 
7

3
 » 

 

Autre :   

 On donne la figure suivante, les arcs de cercles sont de centre O l! un passe par C l! autre par D, 
les points O, C, D sont alignés ainsi que les points O, I, A ; de plus, les segments [IC] et [AD] sont 

parallèles. 

OI est prise pour longueur unité c'est-à-dire que l! on pose OI = 1  
 

a) OC = 3 et OD = 7. Calculez OA. 

b)  Construire sur [O I) le point B  tel que OB =  
11

7
  puis, le point E tel que OE =  

2

3
 , à la règle 

(non graduée) et au compas. 

c) Décrire une construction, qui permet de construire un segment de longueur  
a

b
  où a et b sont 

des entiers naturels non nuls,  à la règle (non graduée) et au compas. 
 

. 

 
 

  
 

 

Prolongement : 

 Construire un segment de longueur 
a

b
 où a et b sont des entiers (b non nul) à l! aide d! un logiciel de 

géométrie dynamique, a pouvant varier de 0 à 15 et b de 1 à 15. 
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Algorithme de Babylone  
 

I) Mathématiques babyloniennes (d’après Wikipédia) 

  
 

Les mathématiques babyloniennes sont les mathématiques pratiquées par les peuples de l'ancienne Mésopotamie 
(dans l’Irak actuel), depuis l'époque des Sumériens jusqu'à la chute de Babylone en 539 av.J.Chr. Alors que l'on ne 
dispose que de très rares sources sur les mathématiques en Égypte antique, notre connaissance des mathématiques 
Babyloniennes s'appuie sur environ 400 tablettes d'argile mises au jour depuis les années 1850. Écrites en 
cunéiforme, ces tablettes furent travaillées sur de l'argile encore humide, puis cuites dans un four ou séchées au 
soleil. La plupart des tablettes qui nous sont parvenues datent de 1800 à 1600 av. J. C, et traitent de fractions, 
d’équations algébriques (équations du second degré et du troisième degré), de calculs d’hypoténuse et de triplets 
pythagoriciens voire, peut-être, de certaines lignes trigonométriques (cf. notamment la tablette Plimpton 322). La 
tablette YBC 7289  fournit une approximation de  2  précise à six décimales près. 

Les historiens des mathématiques se sont interrogés pour savoir comment les Babyloniens avaient obtenu cette 
excellente approximation. Voici une réponse possible :  
 

II) Calcul d’une approximation de 2 

1-  2 est le côté d’un carré dont l’aire est 2, comment construire un tel carré ?   
 

  L’idée est de s’en approcher pas à pas de la façon suivante : 
 

On part d’un rectangle de côtés respectifs 1 et 2 son aire est donc 2 . 
 

On va rendre ce rectangle plus « trapu » en construisant un autre rectangle . 
 

2- Pour cela : 
On choisit pour longueur la moyenne des dimensions du précédent rectangle  : L =    
 
puis  on choisit la largeur de façon à ce que l’aire soit encore 2 ; Calculez cette largeur :  l =    
 
Le nombre que l’on cherche à savoir 2 est compris entre     et    

 
Puis, on recommence autant de fois qu’on le souhaite. 

 
Cette construction peut être faite à la règle et au compas sans calcul :  voir III, on obtient au bout de trois 

constructions : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Photographie de la tablette YBC 7289 
annotée. 
 
Les nombres écrits dans le système babylonien 
donnent une approximation de   la racine de 2 
sous la forme 1 24 51 10, en sexagésimal, 
c’est-à-dire, en décimal : 1, 414 212 963, au 
lieu de 1, 414 213 562. Pas si mal !  
 

1 + 
24
60

 + 
51

602 
+ 

10
603 

 = 1,41421296 
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3- Convergence : Observation  

Géométriquement, on a envie de dire que la figure tend vers un carré et que le côté tend vers la racine carrée de 2.  

Or les côtés sont exprimés de proche en proche, à partir de 1 et  2  par de simples additions et divisions. On peut 

donc obtenir par le calcul des approximations fractionnaires de la racine de 2 aussi proche qu’on le désire.  

On suppose que c’est ce qu’on fait les Babyloniens.  

A ma connaissance, on ne trouve cependant pas un exposé de cette méthode dans les tablettes babyloniennes. On le 

trouve, beaucoup plus tard, chez Héron d’Alexandrie (62 après JC). 

4- A vous : on décide d’appeler l0 la largeur du rectangle initial  soit l0 = 1 et L0 la longueur du rectangle initial soit 

L0 = 2 et ainsi de suite on aura l1 =  
4

3
 et L1 =  

3

2
 . 

Complétez le tableau  

 

étapes longueur largeur encadrement de 2 par des 

fractions 

encadrement de 2 par 

des décimaux
 

initiale L0 = 2 l0 = 1 1 < 2 < 2  

1 L1 = 
l0 + L0

2
 = 

3

2
 l1 = 

2

 L1 

 =  
4

3
 

4

3
 < 2 < 

3

2
 1,33 < 2 < 1,5 

2 

 

 

 

 

   

3 

 

 

 

 

   

4 

 

 

 

 

 

   

 

 

III) Une construction. 

 

1) On donne OACB un rectangle tel que OA = 2 et OB= 1. 

      Construire : 

• Le point I1 intersection du cercle de centre O de rayon OB avec la demi-droite [OA). 

• A1 le milieu du segment [I1 A]. 

• La droite (A1B). 

• La parallèle à la droite (A1B) passant par A. 

• Le point B1 intersection de cette parallèle avec la droite (OB). 

• Le point C1  intersection de la perpendiculaire à  (OA1) passant par A1 et de la 

perpendiculaire à  (OB1) passant par B1 . 

      Résultat : Le rectangle OA1C1B1  . 

 

 

2) Justifier  que OA1C1B1  est bien un rectangle. 
 

3) Démontrez que l’aire de OA1C1B1  est la même que celle du rectangle de départ OACB. 
 

4) Reprendre les constructions de la  question 2) en partant non plus de OACB mais de OA1C1B1  ( Vous 

remplacerez tous les 1 par des 2. Que dire de l’aire du rectangle OA2C2B2 ? 
 

5) Recommencez encore avec  le rectangle OA2C2B2 pour rectangle de départ, vous obtenez le rectangle 

OA3C3B3 que vaut l’aire de ce dernier rectangle ? 
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Compte rendu : activité algorithme de Babylone 
 

Sources : APMEP bulletin n° 486 ;  article de Wikipédia ;  équipe académique de Bordeaux  décembre 2002 
 

Pré requis : Des notions de collège : calcul sur les fractions, théorème de Thalès. 
 

Conditions d! expérimentation  et durée: Classe de seconde, une séance en Travaux dirigés ( prolongement en 

travail personnel), tout début d! année scolaire, salle équipée d! un vidéo- projecteur.  
 

Objectif : Mettre en place la notion d! algorithme, montrez l! intérêt d! un outil de programmation. 
 

Déroulement : 
 

Je distribue la page 1  et les laisse lire le I et commencer le II, je commente le I en précisant que les changements 

de bases ne sont pas l! objectif de la séance. 
J ! explique oralement avec eux la méthode décrite dans le II  

Je sens que ce serait bien de justifier l! encadrement, ce serait un prolongement possible à cette activité dans une 

bonne classe, mais dans ce cas une séance ne suffirait pas. 

Ils complètent sans trop de problèmes  L=   et l =    (quelques erreurs pour l ) 
J ! explique que j! ai fait la construction à l! aide d! un logiciel de géométrie dynamique, la construction est décrite au 

III, ils la feront à la maison seuls pour la prochaine fois ( 1! unité : 5 cm) 

Là encore il serait intéressant de leur faire faire la construction lors d! une autre séance avec par exemple 
géogébra en utilisant le menu « outils » pour refaire le tracé du nouveau rectangle de façon automatique. 
 

On passe à l! idée de convergence qu ! ils acceptent sans problème, j! évoque la question : obtiendra " t-on un carré au 

bout de 100 répétitions de tracés ??? Pourquoi ??? Là forcément, c! est trop difficile, mais tous pensent qu! on ne va 

jamais s! arrêter. 
 

Ensuite, ils complètent le tableau. Quelques uns n! ont pas compris tout de suite qu! il fallait repartir des dernières 

valeurs calculées mais à la fin de la 2- c! était compris. 

Comme on avait refait pas mal de calcul mental sur les fractions et que la classe calculait plutôt bien, je leur ai 

demandé d! utiliser leur calculatrice pour faire les calculs : utilisation de FRAC sur TI : on est allé chercher dans 
le menu# . 

Pour la ligne 4 : Il faut faire à la main , pas assez d! espace sur l! écran pour la fraction, les approximations données 

sur l! écran sont les mêmes, on est allé chercher les 3 dernières décimales stockées mais qui n! apparaissent pas 
(* 1000-1414) : génial !!! M ! ont dit certains, est ce qu ! il y en a d! autres de cachées # .. 

On a eu aussi l! occasion de parler de troncature, d! arrondis au moment des encadrements demandés en 

dernière colonne 
 

A ce stade, il reste 6-7 minutes : j! ai fait trop de digressions. 
 Je montre le programme fait sur algobox, ils reconnaissent, ce qu! ils ont fait à la main. 

 Je demande combien de fois le calcul sera refait ; je le fais fonctionner, en 10 s les résultats apparaissent# . 

Manque de temps, je distribue l! algorithme, leur dit qu! ils peuvent télécharger algobox : logiciel Gratuit et essayer 
chez eux, ils restent un peu sur leur faim  certains auraient voulu reparler de la précision affichée. 
 

 

 
Bilan : Activité riche,  

j! aurais dû aller plus vite sur la partie historique,  
pour garder plus de temps pour algobox  

qui était en fait mon réel objectif. 

approximation de racine de 2   
 

1   VARIABLES 
2     L EST_DU_TYPE NOMBRE 
3     la EST_DU_TYPE NOMBRE 
4   DEBUT_ALGORITHME 
5     L PREND_LA_VALEUR 2 
6     la PREND_LA_VALEUR 1 
7     POUR I ALLANT_DE 1 A 10 
8       DEBUT_POUR 
9       L PREND_LA_VALEUR (L+la)/2 
10      la PREND_LA_VALEUR 2/L 
11      AFFICHER "rac(2) est compris entre  " 
12      AFFICHER la 
13      AFFICHER "  et  " 
14      AFFICHER L 
15      FIN_POUR 
16  FIN_ALGORITHME 
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Nombre d’or – Approximation 

A partir d’une activité proposée sur le site de G Connan. 

 

Partie I : Le nombre d’or 

 

1) Soit ABCD un carré de côté 1. Retrouver les étapes de la construction du rectangle ADFE, puis refaire la 

construction sur votre copie en choisissant pour unité 10 cm. (C et E sont sur un cercle de centre I, avec I 

milieu de [AB]). 

 

2) Montrer que
2

15 +
=AE . Ce nombre est 

noté ! et l’on l’appelle le nombre d’or. Le 

rectangle obtenu par la construction donnée est 

appelé un rectangle d’or. 

 

3) Donner, à l’aide de votre dessin, une valeur 

approchée de !. Quelle est à votre avis l’ordre 

de grandeur de la précision ? 

 

4) A l’aide de la calculatrice, donner une valeur 

arrondie à 510! près de !. 

 

 

Partie II : Des suites de nombres… 

 

1) A l’aide de la calculatrice, donner une approximation des nombres suivants : 

 

111 +=a , 1112 ++=a , 11113 +++=a  et 111114 ++++=a . 

 

Voici comment calculer plus facilement ces nombres avec la calculatrice : 

 
Expliquer pourquoi cela nous donne bien les nombres voulus. 

 

En continuant ce procédé, déterminer le nombre minimal d’étapes n pour que ! - 910!
"na . 

 

2) En utilisant au mieux la calculatrice, donner une approximation des nombres
1

1
11 +=b , 

1

1
1

1
12

+

+=b , 

1

1
1

1
1

1
13

+

+

+=b , 

1

1
1

1
1

1
1

1
14

+

+

+

+=b  et 

1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
15

+

+

+

+

+=b . 

En continuant le procédé, déterminer le nombre minimal d’étapes n pour que ! - 910!
"nb . 
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∀! ∀)#∋∋%∃!∃%<∃4,0,.()#4>%+%,,%!(1#∋!+)!07>41+%∃2!Υ[#!(4∋∋#∗+%!+)!?1#,!%?,#Η∃%!)1!<∃#Ε4Ι2!

/∀3%∃!&%−1%∃
∀! 87.41(%∃!%?!(%,#,∋!.1∗%∋&!(#91%∃!∋1∃!0%∋!Ε∃)?0%∋!∗∃4.≅%,,%∋&!%?!)+,%∃?)?,!):%.!0%∋!,4>),%∋!.%∃#∋%2!
∀! [%∃:#∃!,∃Η∋!<∃4#02!

!
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!∀#∃%&∋()∗+,−,∀./,01,∀.2,!,Ι2ΦΦ0<1/>90Χ,

!
!
!
!
!

∀#∃%&∋()(∗+∋,−&,./&0&#1∗1&!

4.5∀#6&∃7&!∃∀∃&∋∃7&!∃,∃7∀#!∃3#∃∋&∗∋&2!Σ−%∃.#.%!#?∋(#∃7!(4∃!1?!4∃,#.+%!0%!_%4?/∃4?α)#∋!=4?%,!>Ι∀))&∃,∗(∗ϑΚΛΜ(0&()#Ν3Ο∆3Α2!
∀%!,%−,%!%∋,!1?%!∃%.%,,%!0%!.1#∋#?%&!0#∀∗&()%∗Π∀&∀.(∋∀<<,∋+∗∃&(:%∀.(6∀&()#&Θ&.4,4&(+,∃(0∀(∋&∗∋2!
∀! Ρ∗&(−&.∋,%∗(8+∋,6∀&;(Σ/+(&∃(Σ/%(>ΒΑ;(6∀,(∗&(∃,&∗∃(:+∋(4%≅:∃&(0&∋(4+∋(:+.∃,4∀),&.∋(>+44&∗∃∋;(Χ;(&∃42Α2!
∀! Σ#+∀∃.&(−&.∋,%∗;(Σ/+(&∃(Σ/%(>ΦΑ;(:&∀∃(Τ∃.&(0%∗∗/&(&∗(:.%)%∗Π&≅&∗∃2!
!
!
!
!
!

∋ϑΒ0,?0,19/Η/>Ε!

∀! 8%∀−∀1)∃9∀1!,#2(Υ,41,&.(>−&.∋,%∗(ΒΑ(0/:%∋/(∋∀.()#∆∋:+4&(ς∀≅/.,6∀&(0&(Ω.+−+,)(>∆ςΩΑ(+∀Θ(<%.≅+∃∋(20%4(&∃(2%0∃2!
! Σ&∋(/)=−&∋(%∗∃(∀∗&(∋&≅+,∗&(:%∀.(.&∗0.&(>∋∀.()#∆ςΩΑ()&(<,41,&.(4%..,Π/(+−&4(∀∗&(0&∋4.,:∃,%∗(0&()&∀.(0/≅+.41&2!
!
∀! :3.3#∃(%0∃%&;31!2!
! 84?∋!+4!.+4∋∋%!%Ξ(4&∃(&Θ&.4,4&(+(/∃/(∃&∋∃/;(,)(+(/∃/(0%∗∗/(+:.=∋(6∀&)6∀&∋(.∀0,≅&∗∃∋(∋∀.()#+)Π%.,∃1≅,6∀&(>)&∋(/)=−&∋(4%∗∗+,∋∋&∗∃;(

%?,∃7%/,∃4#,%>%?,/∋%.∃,&Α2(Ψ)(+∀.+,∃(:∀(Τ∃.&(:.%:%∋/(+−+∗∃;(5(∃,∃.&(0#,∗∃.%0∀4∃,%∗(5()#+)Π%.,∃1≅,6∀&2!
!
!
!
!

Ι2ΦΦ0<1/>90Χ,Χ89,Ε0Χ,9.Χ8Ε1/1Χ,

Μ!(4∃,!0%1−!7+Η:%∋&!,)1,!+%!>)?0%!4!∃%?01!∋)?!,∃4:4#+2![#!+4!(+1(4∃,!01!,%>(∋!+%!,%−,%!7,4#,!.)∃∃%.,%>%?,!.)∃∃#Ε7&!+4!0%∋.∃#(,#)?!0%!
+4!07>4∃.≅%!4!7,7!(+1∋!07.%:4?,%2!β1%+91%∋!7+Η:%∋!)?,!Ρ)17!+%!Ρ%1!Υ:)#∃!%−,∃4#,∋!.#/4(∃Η∋Ι&!>4#∋!∗%41.)1(!∋%!∋)?,!.)?,%?,7∋!
0#/4.,.&(4&(6∀#,)∋(+−+,&∗∃(<+,∃(:%∀.(6∀&(Ζ5(≅+.41&;(&∗(:+∋∋+∗∃(∋%∀∋(∋,)&∗4&()&∋(/−&∗∃∀&))&∋(∃&∗∃+∃,−&∋(.+∃/&∋2(Σ+(∋Ε∗∃1=∋&&!<4#,%!%?!
.+4∋∋%!%?,#Η∃%&!+(/∃/()#%44+∋,%∗(0&(:./4,∋&.(4&(6∀,(/∃+,∃(+∃∃&∗0∀(&∗(∃&.≅&∋(0&(0&∋4.,:∃,%∗(0&∋(0/≅+.41&∋2!
!
/%,.073%&!∃3∋1)1!0&!∃(∀%∃)&!∃0)<−&!,

∀! =)∃∃%.,#)?!>),!Κ!>),!
∀! ϑ,#+#∋4,#)?!01!.)∃∃%.,%1∃!)∃,≅)Ε∃4(≅#91%!Υ>),!Κ!>),!%?!∋1#:4?,!+%∋!>),∋!∋)1+#Ε?7∋Ι!
∀! ϑ,#+#∋4,#)?!0%!0%1−!.4∃4.,Η∃%∋!#?,%∃>70#4#∃%∋!%,!0%!+4!<)?.,#)?!∃%.≅%∃.≅%∃!%,!∃%>(+4.%∃!
∀! Ρ∃,),∋+∃,%∗(0#∀∗(∋&∀)(4+.+4∃=.&(#?,%∃>70#4#∃%!%,!0%!+4!<)?.,#)?!∃%.≅%∃.≅%∃!%,!∃%>(+4.%∃!
!
[%∗∗&.(4&∃(&Θ&.4,4&(∋∀.()#∆ςΩ(:./∋&∗∃&(∃%∀∃&∋(∋%.∃&∋(0#+−+∗∃+Π&∋2(∴∀∃.&()&(<+,∃(6∀&()&∋(/)=−&∋(+,≅&∗∃(8,&∗(∃.+−+,))&.(+−&4(∀∗!
%.0,∗+∃&∀.;(,)∋(:&∀−&∗∃(.&∗0.&()&∀.(]4%:,&](5(∗#,≅:%.∃&(6∀&)(≅%≅&∗∃(0+∗∋(+%!07+4#!#>(4∃,#2!∀%!(∃)<%∋∋%1∃!(%1,!0)?.!.)∃∃#Ε%∃!41!
<∀.(&∃(5(≅&∋∀.&(0&∋(+..,−/&∋;(<+,.&(0&∋(4%≅≅&∗∃+,.&∋(&∃(.&)+∗4&.()&(∃.+−+,)(:%∀.(6∀#,)(∋%,∃(≅%0,<,/(∋,(∗/4&∋∋+,.&2(∆∗(:+.∃,4∀+#%∃&!()1∃!
,)1∋!.%1−!91#!4??)?α4#%?,!1?%!.)∃∃%.,#)?!>),!Κ!>),!Υ4:%.!)1!∋4?∋!.%..&4∃&∀.(%.∃1%Π.+:1,6∀&Α;(,)()&∀.(+(/∃/(0&≅+∗0/(0#,≅+Π,∗&.(

+−%,.(5(4%..,Π&.(∀∗(.%≅+∗(&∗∃,&.(5()+(:)+4&(0#∀∗&(.&4&∃∃&(0&(4∀,∋,∗&2(Σ&∋(/)=−&∋(4%∗4&.∗/∋(%∗∃(:∀(.&:.&∗0.&()&∀.(∃.+−+,)(&∃(4≅%∃.≅%∃!
1?%!41,∃%!(∃).701∃%2!
64∃>#!+%∋!7+Η:%∋!4??)?α4?,!1?%!1,#+#∋4,#)?!0%!.4∃4.,Η∃%Υ∋Ι!#?,%∃>70#4#∃%Υ∋Ι&!(%1!07.∃#:4#%?,!+4!07>4∃.≅%!+%∋!.)?01#∋4?,!Κ!.%,,%!
∀∃,),∋+∃,%∗2([,<<,4,)&(0&(∋+−%,.(∋#,)∋(+−+,&∗∃(∃.%∀−/(∋&∀)∋(%∀(0&≅+∗0/(0&()#+,0&(5(∀∗(∃,&.∋2(Σ%.∋(0&()+(∋Ε∗∃1=∋&(&∗(4)+∋∋&(&∗,#Η∃%&!#+!%∋,!
4((4∃1!91%!91%+91%∋!1?∋!4:4#%?,!<4#,!1?%!∃%.≅%∃.≅%!∋1∃!#?,%∃?%,!Υ.)>>%?,!∃%>(+4.%∃!1?%!+%,,∃%!5Ι!()1∃!4:)#∃!+4!∃7()?∋%2!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
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!∀#∃%&∋()∗+,−,∀./,01,∀.2,!,23&.43&%,#∃5+∋%&%,−/∃.67&%,

!
!
∀%∋!%−,∃4#,∋!∋1#:4?,∋!∋)?,!0%∋!.)(#7∋/4%))/∋(0&∋(./:%∗∋&∋(0&(4&.∃+,∗∋(/)=−&∋(><+∀∃&∋(0#%.∃1%Π.+:1&!%,!∋3?,4−%!.)?∋%∃:7%∋Ι2!
!
!

2,%%&.∋1,#∃9,∋∃=∃9,∋!

∀4!∃%.%,,%!.)?,#%?,!7?)∃>7>%?,!0%!<41,%∋2!∀%∋!+%,,∃%∋!91#!∋)?,!Κ!+4!>41:4#∋%!(+4.%!04?∋!1?!>),!)?,!7,7!7.≅4?Ε%∃!4:%.!1?%!41,∃%!+%,,∃%!0%!.%!
>),2!∀)∃∋91%!91χ#+!?χ3!4!91χ1?%!∋%1+%!+%,,∃%!Κ!+4!>41:4#∋%!(+4.%!04?∋!1?!>),!.%,,%!+%,,∃%!4!7,7!7.≅4?Ε7%!04?∋!,)1∋!+%∋!>),∋!0%!+4!(≅∃4∋%2!∀%∋!
+%,,∃%∋!7.≅4?Ε7%∋!∋)?,!)∗+#Ε4,)#∃%>%?,!0%∋!δ4ε!%,!0%∋!δ)ε2!
∀4!(∃%>#Η∃%!<)#∋!Ρχ4#!<4#,!1?!.+#.!0∃)#,!∋1∃!,)1∋!+%∋!>),∋!∋)1+#Ε?7∋!%?!∃)1Ε%!%,!Ρ%!+%∋!4#!7.≅4?Ε7!4:%.!1?!>),!0%!+4!+#∋,%!91#!>χ7,4#,!(∃)()∋72!
Θ4#∋!+4!∃%.%,,%!?χ4:4#,!(4∃<)#∋&!(4∋!:∃4#>%?,!0%!∋%?∋2!
∀4!∋%.)?0%!<)#∋!Ρχ4#!7.≅4?Ε7!+%∋!+%,,∃%∋!0%∋!>),∋!91#!?χ7,4#%?,!(4∋!Κ!+4!∗)??%!(+4.%!4:%.!0χ41,∃%∋!+%,,∃%∋!0%!>),∋!#?.)∃∃%.,2!Θ4#∋!#+!3!4:4#,!(+1∋!
0%!δ)ε!>4?914?,!91%!0%!δ4ε2!
∀4!,∃)#∋#Η>%!<)#∋!Ρχ4#!7.∃#,!()1∃!.≅491%!>),!#?.)∃∃%.,!0%∋!δ4ε!Κ!+4!(+4.%!0%∋!δ)ε!%,!0%∋!δ)ε!Κ!+4!(+4.%!0%∋!δ4ε!2!=%+4!4!>4∃.≅7!+4!∃%.%,,%!4!
>4#?,%?4?,!1?!∋%?∋φ!

∀%∋!4!∋)?,!Κ!+4!(+4.%!0%∋!)!%,!+%∋!)!∋)?,!Κ!+4!(+4.%!0%∋!4!
⊥#+,(∋/)&4∃,%∗∗/()+(.&4&∃∃&!;(Η#+,(<+,∋(∆0,∃,%∗(;(_&≅:)+4&.(;(Η#+,(.&≅:)+4/(∃%∀∋()&∋(%(:+.()&∋(+(≅+,∋(∋,(Η&(<+,∋()+(≅Τ≅&(41%∋&(&∗(.&≅:)+Ζ+∗∃()&∋(+(:+.(

+%∋!)!&!α4!.≅4?Ε%!41∋∋#!+4!>)0#<#.4,#)?!(∃7.70%?,%2!
[%∗4(Η#+,(<+,∋(∀∗(:+.(∀∗(;(&∃(Η#+,(.&≅:)+4/()&∋(+(:+∋()&∋(%(&∃()&∋(%(:+∋()&∋(+(&∗(<+,∋+∗∃(∋∀,−+∗∃(∋,(,)(∗#Ε(+−+,∃(:+∋(0&(≅%0,<#.4,#)?!Κ!<4#∃%2!
=%,,%!+%,,∃%!4!+%∋!+%,,∃%∋!)!%,!4!#?:%∃∋7%∋2!_χ4#!%∋∋437!(+1∋#%1∃∋!,%?,4,#:%∋2!_%!∋1#∋!4++7%!04?∋!)1,#+∋&!(1#∋!∋1∃!:7∃#<#.4,#)?!)∃,≅)Ε∃4(≅#91%&!α4!?χ4!
(4∋!>4∃.≅72!Σ?∋1#,%&!Ρ%!∋1#∋!4++7%!04?∋!70#,#)?&!(1#∋!∋1∃!∃%.≅%∃.≅%∃!%,!∃%>(+4.%∃2!_χ4#!0)?.!∋7+%.,#)?%∃!+%∋!+%,,∃%∋!)!%,!4!.)?.%∃?7%∋2!γ4!41∃4#,!
01!>4∃.≅%∃!>4#∋!>)?!)∃0#!7,4?,!:#%1−!#+!4!∃%?.)?,∃7∋!91%+91%∋!(∃)∗+Η>%∋2!_χ4#!0)?.!<#?#!(4∃!∃%>(+4.%∃!+%∋!+%,,∃%∋!)!%,!4!>4?1%++%>%?,2!

>∋1)1!∀∋1,#∃7&∃.∀%∀.∋<%&?!≅∃1#∋&%9071∀1%&?!≅!

⊥1:∃#∃!η0#,#)?!
=+#91%∃!∋1∃!ι%.≅%∃.≅%∃!ϕ!ι%>(+4.%∃!
∴?∋7∃%∃!δ)ε!κ!δ4ε!04?∋!+χ%>(+4.%>%?,!δ∃%.≅%∃.≅%∃ε!
∴?∋7∃%∃!δφε!κ!δ5ε!04?∋!+χ%>(+4.%>%?,!δι%>(+4.%∃!(4∃ε!
61#∋!.+#91%∃!∋1∃!δΩ)1,!∃%>(+4.%∃ε!
=+#91%∃!∋1∃!ι%.≅%∃.≅%∃!ϕ!ι%>(+4.%∃!
∴?∋7∃%∃!δφε!κ!δ5ε!04?∋!+χ%>(+4.%>%?,!δ∃%.≅%∃.≅%∃ε!
∴?∋7∃%∃!δ)ε!κ!δ4ε!04?∋!+χ%>(+4.%>%?,!δι%>(+4.%∃!(4∃ε!
61#∋!.+#91%∃!∋1∃!δΩ)1,!∃%>(+4.%∃ε!
∀#∃%!+4!∃%.%,,%&!,)1∋!%∋,!∃%?,∃%∃!04?∋!+χ)∃0∃%&!

∀%!δ!4!ε!%,!+%!δ!)!ε!∋)?,!#?:%∃∋7∋2!
∴+!<41,!.∃7%∃!Α!4+Ε)∃#,≅>%∋2!Μ+Ε)∃#,≅>%!Χ!λ!/!%?,∃7%!δ!)!ε!/!∋)∃,#%!δ!4!ε!!Μ+Ε)∃#,≅>%!Α!λ!/!%?,∃7!δ!4!ε!/!∋)∃,#%!δ!)!ε!
Σ∋∋4#!?ΤΧ!λ!∋7+%.,#)??%∃!,)1∋!+%∋!δ!)!ε!%?∋%>∗+%!%,!.+#91%∃!∋1∃!δ!4!ε2!=4!?%!<)?.,#)??%!(4∋2!∀%!δ!4!ε!?%!∃%>(+4.%!91%!+%!0%∃?#%∃!δ!)!ε2!
Σ∋∋4#!?ΤΑ!λ!/∋7+%.,#)??%∃!,)1∋!+%!,%−,%2!
/!Σ0#,#)?&!∃%.≅%∃.≅%∃!
/∃%.≅%∃.≅%∃!λ!4!%,!∃%>(+4.%∃!λ!)!!
=4!<)?.,#)??%!4+)∃∋!Ρ%!<4#∋!+4!>µ>%!.≅)∋%!()1∃!∃%>(+4.%∃!+%∋!δ!)!ε!(4∃!+%∋!δ!4!2(Σ&(:.%8)=≅&(&∋∃(6∀&()#%.0,∗4,%1∃!#?:%∃∋%!+%∋!δ!)!ε!91%!Ρ%!
:#%?∋!0%!.≅4?Ε%∃!(4∃!+%∋!δ!4!2(⊥#&∋∋+,&(0&(:+∋∋&.(:+.(0&∋((,∗∃&.≅/0,+,.&∋2!
Σ∋∋4#!?ΤΟ!λ!∋7+%.,#)??%∃!+%!,%−,%2!

/ Σ0#,#)?&!∃%.≅%∃.≅%∃2!
/ ι%.≅%∃.≅%∃!λ!)!%,!∃%>(+4.%∃!λ!ν!Υ∋#Ε?%!#?%−#∋,4?,!04?∋!+%!∃%∋,%!01!,%−,%Ι!
/ ι%.≅%∃.≅%∃!λ!4!%,!∃%>(+4.%∃!λ!ο!Υ∋#Ε?%!#?%−#∋,4?,!04?∋!+%!∃%∋,%!01!,%−,%Ι!
/ ι%.≅%∃.≅%∃!λ!ν!%,!∃%>(+4.%∃!λ!4!!
/ ι%.≅%∃.≅%∃!λ!ο!%,!∃%>(+4.%∃!λ!)!!

∀%!,%−,%!%∋,!+#∋#∗+%!+%∋!δ!4!ε!%,!+%∋!δ!)!ε!)?,!7,7!#?:%∃∋7∋2!

∀%∋!+%,,∃%∋!∋)?,!#?:%∃∋7∋!+%∋!!δ⊥ε!∋)?,!0%:%?1∋!!0%∋!!δΜε!%,!+%∋!δΜε!0%∋!δ⊥ε2!
6)1∃!∃7,4∗+#∃!+%!,%−,%!0χ)∃#Ε#?%!∋4?∋!∃%,4(%∃!+%!,%−,%!&!#+!4!<4++1,!91%!Ρ%!.≅%∃.≅%!Κ!,∃)1:7!1?%!.)>>4?0%!(%∃>%,,4?,!0%!.≅4?Ε%∃!0%∋!+%,,∃%∋!
41,)>4,#91%>%?,!%?,∃%!%++%∋!2!
6)1∃!.%+4!Ρχ4#!.≅%∃.≅7!04?∋!+%∋!#.Π?%∋!%,!+%∋!(∃#?.#(4+%∋!∃1∗∃#91%∋!%?!≅41,!Κ!Ε41.≅%!%,!Ρχ4#!<#?#∋!(4∃!,∃)1:%∃!04?∋!+%!>%?1!δ!Σ8∴Ω∴⊥π!ε!&!1?!
#.Π?%!?)>>7!λ!δ!!!ι%.≅%∃.≅%∃!ϕ!ι%>(+4.%∃!!ε!2!
ϑ?%!<%?µ,∃%!%∋,!4((4∃1,!>%!(∃)()∋4?,!!0%!∃%.≅%∃.≅%∃!1?!.4∃4.,Η∃%!%,!0%!∃%>(+4.%∃!.%+1#/.#!(4∃!1?!41,∃%2!_χ4#!,)1,!0χ4∗)∃0!.)>>%?.%∃!(4∃!
%?,∃%∃!1?!δ!!⊥!ε!!04?∋!+4!.4∋%!∃%.≅%∃.≅%∃!%,!Ρχ4#!!∃%?,∃%∃!04?∋!+4!.4∋%!δ!!∃%>(+4.%∃!(4∃!ε!+4!+%,,∃%!δ!Μ!ε!%,!Ρχ4#!.+#917!∋1∃!δ!Ω)1,!∃%>(+4.%∃!ε!(1#∋!
<4#,!+4!>µ>%!.≅)∋%!04?∋!+%!∋%?∋!#?:%∃∋%!()1∃!+%∋!δ!Μ!ε!4:%.!+%∋!δ!⊥!ε!2!
8%1−!(∃)∗+Η>%∋!∋)?,!4((4∃1∃%?,!λ!
Ω)1,!>)?!,%−,%!4#?∋#!91%!+4!.)?∋#Ε?%!%,!+%∋!!(∃%>#Η∃%∋!∃7()?∋%∋!∋%!∋)?,!>)0#<#7%∋!
Σ?!∃%>(+4α4?,!∋1..%∋∋#:%>%?,!.%∋!0%1−!+%,,∃%∋!!δ⊥ε!(4∃!δ!Μ!ε!(1#∋!δ!Μ!ε!(4∃!δ⊥ε!2!
6)1∃!∃7∋)10∃%!.%∋!0%1−!(∃)∗+Η>%∋!&!Ρχ4#!!,)1,!0χ4∗)∃0!∋7+%.,#)??%∃!+4!(4∃,#%!91%!Ρ%!!:)1+4#∋!!>)0#<#%∃!Υ.χ%∋,!Κ!0#∃%!+4!∃%.%,,%!41!.)>(+%,Ι!%,!(1#∋!!
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ré
p
+

6
en

tr
er

ré
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ré

p
en

tr
er

-
-3

en
tr

er
-2
⇥-

3
en

tr
er

35
/-

5
en

tr
er

En
ef

fe
ct

ua
nt

de
s

es
sa

is
av

ec
vo

tr
e

ca
lc

ul
at

ri
ce

,
dé

te
rm

in
ez

le
s

rè
gl

es
d’

év
al

ua
tio

n
d’

un
e

ex
pr

es
si

on
nu

m
ér

iq
ue

lo
rs

qu
e

ce
lle

-c
i

co
nt

ie
nt

de
s

op
ér

at
io

ns
op

po
sé

s.
En

pa
rt

ic
ul

ie
r,

qu
el

le
es

tl
’o

rd
re

de
pr

io
ri

té
en

tr
e

l’o
pé

ra
tio

n
op

po
sé

et
l’o

pé
ra

tio
n

pu
is

-
sa

nc
e

?

20
10

-2
01

1
–

L
yc

ée
Je

an
M

ac
é
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En classe de seconde

Fiches d’initiation     : notion de variables et instructions programmables  

! Présentation des fiches d’initiation

! Fiche 0 : De quoi s’agit-il ?

! Fiche 1 : Pour bien démarrer

! Fiche 2 : Des suites d’instructions et des robots

! Fiche 3 : Des suites d’instructions et des boîtes mémoires

! Fiche 4 : Des suites d’instructions et des variables

! Fiche 5 : Trouver le but d’un algorithme, 

               écrire ou modifier un algorithme

! Fiche 6 : Utiliser un logiciel de programmation

! Fiche 7 : L’instruction si-alors

! Fiche 8 : Choisir les variables

! Fiche 9 : Boucle Pour : initiation et applications

! Fiche 10 : Initiation à « Tant que … faire »

47



!∀#∃%&∋()&∗+,−,∋−.%∃#%/))/∋&∃0−1−2%34,0∋/∋&∃0−5,4−6&7(,4−58&0&∋&/∋&∃0−!

!∀#∃%&∋()∀∗&+%,−%.(#∃%/∗01,23∗%4#3%13∗∃(,532%&3%132%.,1632%5∋∀5∃%0∃0%0−()∀∗032%4#∋(/∗72%(8∀,∗%/∗,2%−(%932#∗3%∗03−−3%&3!∀#∃%%∃&∋()∗!∀#+!∀∀

0−7832%:3∃%3−−32%5∋∀5∃%&∀51%/(2%∃∀#∃32%0∃0%∃32∃0+!∀+,∀&(−!!+./∀

!∀#2%−32%9(5#3−2%/∗∀/∀235∃%&32%,5,∃,(∃,∀52%;%−∋(−<∀∗,∃69,4#3+%9(,2%%(#%8#%&32%&,..,1#−∃02%0+,&1,)0∗+!∀2−0∀(+!∀∗(34+!∀#−,!∀&+∀#15−∃,+∀

,1∋4+−∋∀21∋0∀+∋67∀∃(∀!+58(+∀9∋+∀&+!∀∃,∃)∃−)∃1,!∀,+∀!1∃+,)∀2−!∀)1∋:1∋0!∀−!!+;∀201<0+!!∃4+!/∀

=32%.,1632%&∋,5,∃,(∃,∀5%/∗∀/∀2032%,1,%∃35∃35∃%&∋,5∃∗∀&#,∗3%/∗∀<∗322,83935∃%−∋(−<∀∗,∃65∃9∋+7∀+,∀∃,!∃!)−,)∀!∋0∀&+∀9∋∃∀!+58(+∀(+∀2(∋!∀∀

2018(∗5−)∃9∋+∀21∋0∀(+!∀∗(34+!7∀+,∀2−0)∃&∋(∃+0∀(−∀,1)∃1,∀#+∀4−0∃−8(+/∀=+!∀%∃&>+!7∀#−,!∀(?+,!+58(+7∀!1,)∀∃,#∗2+,#−,)+!∀(+!∀∋,+!∀#+!∀∀

−∋)0+!∀+)∀<∗,∗0−(+5+,)∀∀∋,+∀%∃&>+∀2+∋)∀≅)0+∀%−∃)+∀+,∀&(−!!+∀!−,!∀−41∃0∀%−∃)∀(+!∀20∗&∗#+,)+!∀Α+6&+2)∃1,Β∀#−,!∀(+!∀%∃&>+!∀Χ∀+)∀∆7∀1,∀%−∃)∀∀

0∗%∗0+,&+∀Ε∀(−∀%∃&>+∀Φ.∀

∀#∃%&!∋∀()∗+,−#.%/#01&!2!3&!01,#!456+#.7#∗!8(!!

=?+!)∀∋,+∀20+5∃30+∀−2201&>+∀9∋∃∀5+)∀(?−&&+,)∀!∋0∀(−∀,1)∃1,∀#?+,)0∗+∀+)∀#+∀!10)∃+∀+,∀%−∃!−,)∀(+∀(∃+,∀−4+&∀#+!∀−&)∃4∃)∗!∀#+∀(−∀4∃+∀

&1∋0−,)+∀+)∀#+!∀−&)∃4∃)∗!∀5−)>∗5−)∃9∋+!∀&1,,∋+!∀#+!∀∗(34+!∀Α5∗#∃−)0∃&+∀#?∋,∀!+<5+,)7∀51Γ+,,+∀#+∀)01∃!∀,1580+!./∀∀

=+))+∀%∃&>+∀,?−∀2−!∀∗)∗∀)+!)∗+∀+,∀&(−!!+∀+,∀(?∗)−)7∀+((+∀+!)∀(−∀#+0,∃30+∀51∋)∋0+∀#+∀2(∋!∃+∋0!∀%∃&>+!∀#?∃,∃)∃−)∃1,∀)+!)∗+!∀2∋∃!∀51#∃%∃∗+!/∀

∀#∃%&!9∀(:,1−!;#&<!3=/6−−&−!2!∗&4!/=/,#−&4!3&!∗6!∃6∗∃1∗6.−#∃&(!!Α,+∀,∗&+!!∃)+∀2−!∀#?−41∃0∀%−∃)∀(−∀%∃&>+∀20∗&∗#+,)+.!

=+))+∀%∃&>+∀&>+0&>+∀Ε∀∀%−5∃(∃−0∃!+0∀(+!∀∗(34+!∀−4+&∀(+!∀5∗51∃0+!∀#+∀(−∀&−(&∋(−)0∃&+/∀=−0∀21∋0∀∃,)01#∋∃0+∀(+!∀4−0∃−8(+!7∀∀∃(∀+!)∀

∃,)∗0+!!−,)∀∀#+∀(+!∀∃5−<+0∀2−0∀∀#+!∀Η∀81Ι)+!ϑ5∗51∃0+!Η∀Α41∃0∀%∃&>+!∀!∋∃4−,)+!.7∀&∋(,−−3#∗2%/−#2,3#∗2%9(5#3−2%%∀5∃%/∗,2%13∀2−0)∃∀−∋!!∃/∀

=+))+∀%∃&>+∀−∀∗)∗∀)+!)∗+∀#−,!∀)01∃!∀&(−!!+!7∀+,∀51#∋(+/∀Κ,∀∋,+∀>+∋0+7∀(+!∀∗(34+!∀1,)∀∀(+∀)+52!∀#+∀)0−∃)+0∀(+!∀2−0)∃+!∀ΗΛ∗51∃0+∀&1∋0)+Η∀

+)∀ΗΛ∗51∃0+!∀(1,<∋+!Η∀+)∀#+∀%−∃0+∀(+∀20+5∃+0∀+6+0&∃&+∀Α&+0)−∃,!∀1,)∀∀(+∀)+52!∀#+∀%∃,∃0∀(−∀%+∋∃((+∀#?+6+0&∃&+!.∀

Μ,∀!?+!)∀0+,#∋∀&152)+∀9∋+∀&+))+∀%∃&>+∀,∗&+!!∃)+∀∋,+∀&+0)−∃,+∀5−Ι)0∃!+∀#+∀(−∀&−(&∋(−)0∃&+∀Β∀&−(&∋(!∀−4+&∀2∋∃!!−,&+∀+)∀9∋1)∃+,)∀∀

Α21!!∃8∃(∃)∗∀#?1∋8(∃∀#+∀2−0+,)>3!+!∀−4+&∀(−∀ΝΟ./∀Π−,!∀∋,+∀#+!∀&(−!!+!7∀(+!∀∗(34+!∀−4−∃+,)∀−∋2−0−4−,)∀#∗:Ε∀∋)∃(∃!∗∀(−∀)1∋&>+∀!∀#∃1∋∀%&∋∃#+∀∀

(+∋0∀&−(&∋(−)0∃&+∀+)∀!+58(+,)∀−41∃0∀∗201∋4∗∀51∃,!∀#+∀#∃%%∃&∋()∗∀9∋+∀(+!∀−∋)0+!∀∗(34+!∀21∋0∀)0−∃)+0∀(−∀2−0)∃+∀ΗΛ∗51∃0+∀&1∋0)+Η/∀

∀#∃%&!>∀(?&4!41#.&4!35#<4.−1∃.#,<4!&.!3&4!−,;,.4(!!&.!!!∀#∃%&!≅∀(?&4!41#.&4!35#<4.−1∃.#,<4!&.!3&4!;,Α.&47/=/,#−&4(!!!

>3∗∃(,52%9(5#3−2%/∗∀/∀235∃+%1∀993%3?3∗1,132%/∗0−,9,5(,∗32+%&32%2#,∃32%&∋,52∃∗#1)∃1,!∀−∃!∗5+,)∀∀&1520∗>+,!∃8(+!∀2−0∀(+!∀∗(34+!∀Β∀∀

&>1∃!∃0∀∋,∀,1580+∀≅∀(+∀5+))0+∀−∋∀&−00∗∀≅∀−:1∋)+0∀Φ∀≅∀+)&∀/∀

Α#,2%,−2%/∗∀/∀235∃+%2(52%∗03−−3935∃%−∋3?/−,4#3∗+%%#53%∃∗(52/∀2,∃,∀5%&3%132%2#,∃32%&∋,52∃∗#1∃,∀52%&(52%#5%−(5<(<3%/−#2%∀#%9∀,5!∀&1#∗/∀∀

Μ0∀(−∀5−0&>+∀!+58(+∀>−∋)+∀+,)0+∀(+!∀#+∋6∀∗)−2+!∀∀+)∀&+!∀5−,∋+(!∀!+58(+,)∀5∃,∃5∃!+0∀(−∀#∃%%∃&∋()∗∀#+∀&+0)−∃,+!∀∀∃,!)0∋&)∃1,!∀Β∀∀∀∀

! (+!∀∀∃,!)0∋&)∃1,!∀#∋∀)Γ2+∀∀Β∀Θ∀8∀20+,#∀(−∀4−(+∋0∀∀−∀ϑ∀Ρ∀Σ∀∀Α−22+(∗+!∀−∋!!∃∀−%%+&)−)∃1,!.∀&15210)+,)∀∀#+!∀∀!1∋!ϑ+,)+,#∋!∀Β∃

∀∃(∀%−∋)∀&1520+,#03%4#∋1,∀!1∋!)0−∃)∀Ρ∀Ε∀(−∀4−(+∋0∀9∋∃∀+!)∀#−,!∀%∀∀3∃%4#∋∀5%/−(13%−3%∗02#−∃(∃%&(52%(∃∃

>3−(%501322,∃3%&3%9(Β∃∗,23∗%−(%5∀∃,∀5%&3%8(∗,()−3%3∃%1∋32∃%35%13−(%4#3%−∋#∃,−,2(∃,∀5%&32%)∀Β∃32ϑ5∗51∃0+!∀+!)∀∃,)∗0+!!−,)+/∀

! −∋,52∃∗#1∃,∀5%%Χ∀Κ,)0+0∀−∀Σ∀∀+!)∀∗<−(+5+,)∀2(∋!∀&19/−3?3%4#∋,−%5∋∆%/(∗(Β∃Ε∀

∀ Κ,∀+%%+)7∀∃(∀%−∋)∀0∗−(∃!+0∀9∋+∀∀&+))+∀∃,!)0∋&)∃1,∀2+05+)∀∀)01∃!∀&>1!+!∀Β∀∀∀ ∀ ∀ ∀

! &39(5&3∗%;%−∋#∃,−,2(∃3#∗%&∋35∃∗3∗%#5%5∀9)∗3+%∀

! &0.,5,∗%−3%5∀9%&3%−(%8(∗,()−3%∀Φ%8(%Γ∃∗3%∗(5<03%−(%∗0/∀523%&3%−∋#∃,−,2(∃3#∗+∀

! !)1&Τ+0∀(−∀4−(+∋0∀+,)0∗+∀2−0∀−∋#∃,−,2(∃3#∗%∀

Υ−∀ %∃&>+∀ ∀Φ∀−∀ ∗)∗∀ )+!)∗+∀+,∀#+5∃ϑ&(−!!+7∀ ∀+,∀ )0+,)+∀5∃,∋)+!∀+,4∃01,/∀Κ((+∀5+)∀−∋!!∃∀ +,∀ :+∋∀#+!∀,1)∃1,!∀5−)>∗5−)∃9∋+!∀ )+((+!∀9∋+Β∀

#∗&1521!+0∀∋,∀&−(&∋(7∀51,)0+0∀∋,+∀∗<−(∃)∗∀Α−4+&∀#∃!&∋!!∃1,∀−∋)1∋0∀#+∀(−∀4−(+∋0∀#+!∀+6+52(+!./∀

Υ−∀%∃&>+∀Χ∀−∀∗)∗∀∀)+!)∗+∀∀+,∀&(−!!+∀+,)∃30+∀+)∀−∀∀,∗&+!!∃)∗7∀!+(1,∀(+!∀∗(34+!7∀+,)0+∀ςΩ∀+)∀ΦΩ∀5∃,∋)+!/∀

!

∀#∃%&!Β!!(!?&4!41#.&4!35#<4.−1∃.#,<4!&.!!3&4!Χ6−#6;∗&4(∀∀#∃%&!∆!!(!Ε−,1Χ&−!∗&!;1.!351<!6∗+,−#.%/&Φ!=∃−#−&!,1!/,3#Γ#&−!1<!6∗+,−#.%/&(!

Π−,!∀(−∀%∃&>+∀Ρ7∀1,∀∀∃,)01#∋∃)∀(+∀)+05+∀∀Θ∀4−0∃−8(+∀Σ/∀∀Η−%2∋(<,∃%(#22,%∃&∃∀&∋(//−,4#3∗%#5%(−<∀∗,∃693%01∗,∃%2∀#2%%105+∀&1,)0−∃,)+/∀

=∋3?3∗1,13%Ι%32∃%−;%/∀#∗%∗0(−,23∗%4#3%&32%(−<∀∗,∃6932%&∋01∗,∃#∗32∀∋,∀2+∋∀#∃%%∗0+,)+!∀2+∋4+,)∀−41∃0∀(+∀5≅5+∀8∋)/∀∀∀

Κ,∀2−0)∃&∋(∃+07∀(+∀,1580+∀#+∀4−0∃−8(+!∀2+∋)∀&>−,<+0/∀∀∀

Υ+!∀%∃&>+!∀Ρ∀+)∀Ω∀1,)∀∗)∗∀#1,,∗+!∀#−,!∀∋,+∀&(−!!+∀∀+)∀&+(−∀−∀20∃!∀+,4∃01,∀ΡΩ∀5∃,∋)+!∀21∋0∀(+!∀#+∋6/∀

∀

∀

∀

48



!∀#∃%&∋&&(&)%∗&∗+∀,%∗&−.∀/∗,0+#,∀1/∗&%,&+/&213∀#∀%2(&

!∀#∃%&∋%())∗#+&,+#(−∋&.&/#,∀#(−∋&%012)∗#3456#47%01#+&,+#3∗,/#8&%)∗+9#:∗#;,0#∀&,+#3&∀∀∗#1%&0+#∀0<∗(,/#3∗#−(∀∋(∋∗+#∃&,%#,∀##

(−∋&%012)∗9#

=∃%>+#(<&0%#47%01#−?(−∋&%012)∗#+&,+#(−∋&.&/≅#&∀#−∗,%#3∗)(∀3∗#3?∗∀#<4%080∗%#−(#7&24%∗∀7∗##(<∗7#,∀#∗/∗)∃−∗9##

:∗11∗#8072∗#∀?(#∃(+#414#1∗+14∗#∗∀#7−(++∗9#Α&,%#7∗%1(0∀+#4−><∗+≅#0−#8(,3%(01#+Β%∗)∗∀1#∃%4<&0%#3?(,1%∗+#∗/∗%707∗+#∗∀#∃−,+9##

!∀#∃%&4&&(&5.∀/∗,0+#,∀1/&6∀&777&8210∗&777(&&&:∗11∗#8072∗#∀?(#∃(+#414#1∗+14∗9&

!∀#∃%&9&&(&:∃1∀∗∀0&2%∗&;80∀8<2%∗(&

:∗%1(0∀∗+#0∀+1%,710&∀+#+&∀1#%4∗−−∗)∗∀1#1%>+#3088070−∗+#6#7&)∃%∗∀3%∗#∃&,%#∀&+#4−><∗+#!∀#∃∀%&∋∀(&∃)#∃∗(&∀∋#+,&∃∗∀−∀%.#))/∋0#∃∀1&∋#

.&,7−∗+#)(0+#&∀#∃∗,1#7&))∗∀7∗%#6#+&,−∗<∗%#−∗#∃%&.−>)∗#(,∃(%(<(∀19#

2%∀∋./30∗∀1./44&)∗/∗0#∃∋∀1+∀∗56&#Χ##∆#Ε#∃%∗∀3#−(#<(−∗,%#Ε#Φ#Γ#Η##&,#∗∀7&%∗##∆#Ι#∃%∗∀3#−(#<(−∗,%#Ι#Φ#ϑ#Η#

Κ70≅#0−#8(,1#.0∗∀#∗∀1∗∀3,#7&)∃%∗∀3%∗#;,∗##−(#!∀#∃%&&%∋∃(&%#)#1&∀7∀∋.#8∗0&∃∗∀&∃∀/9#+∗/∃∗∀∀:∀−∀!∀#∃%&∋∃∃∋()#!∋∗+#3∗#Ε9#

Λ∗#.,1#3∗#−(#8072∗#Μ#∃.&∋∗∀6/∋∀1./66(&∃1(&∀−∀(;1+0(&∀∋5∋∗;</∗0=+&<&∃∗∀%&∀∃#<8(&∀1∗#,/(0/8%&∋∀1.+∃∀/%3#(0∗><&?∀#

≅/(∀&Α&<6%&Β∀0%∀∃&∀∃#+∋∀,0&∃1(/0∗∀6/∋∀−∀%.01;&∀1&∀1;∋03∃&(∀6/(∀+∃&∀<Χ<&∀%&∗∗(&∀+∃∀∃#<8(&∀&∗∀∋#∃∀0</3&∀6/(∀+∃&∀4#∃)∗0#∃Β∀)&%/#

(0∋=+&(/0∗∀1.Χ∗(&∀6&(∗+(8/∃∗∀6#+(∀∃#∋∀;%∆,&∋?#

Ε/0∋∀)&∋∀&Α&()0)&∋∀∀∋#∃∗∀%−∀6#+(∀/01&(∀−∀∋&∀4/<0%0/(0∋&(∀/,&)∀%.01;&∀=+.+∃&∀<Χ<&∀,/(0/8%&∀6&+∗∀6(&∃1(&∀1044;(&∃∗&∋∀,/%&+(∋∀∋&%#∃∀%.;∗/∗∀#

1&∀)&∀=+.&%%&∀(&6(;∋&∃∗&#Χ#<(−∗,%#0∀010(−∗Ν#<(−∗,%#80∀(−∗##∗1#∃(%8&0+#)Ο)∗#0−#Π#(,%(#3∗+#<(−∗,%+#0∀1∗%)430(0%∗+#999#

Φ.01;&∀&∋∗∀80&∃∀1.+∗0%0∋&(∀+∃&∀<Χ<&∀,/(0/8%&∀6#+(∀1&∋∀6/(/<∆∗(&∋∀1&∀<Χ<&∀∃/∗+(&∀Γ&∗∀1&((0>%∗#0−#Π#(#−(#∀&10&∀#3∗#+,01∗#3∗#∀&).%∗+Θ9#

=0∀+0≅#,10−0+∗%#,∀∗#+∗,−∗#<(%0(.−∗#∃&,%#34+0∋∀∗%#,∀#∃%0/#Ρ0∀010(−Θ#;,0#+,.01#,∀∗#<(%0(10&∀##∗1#−∗#∃%0/#80∀(−#;,0#∗∀#%4+,−1∗#∃∗,1#∃(%8&0+##Ο1%∗##

5,3070∗,/9#

#

!∀#∃%&=&&(&>1+#2%&?1+0&≅&∀/∀,∀8,∀1/&%,&8??2∀#8,∀1/∗(&

Λ∗+#+01,(10&∀+#Γ#∗1#Σ##<&∗∗&∃∗∀&∃∀;,01&∃)&∀%&∀4/0∗∀=+.0%∀∋&(/0∗∀80&∃∀6(/∗0=+&∀1&∀10∋6#∋&(∀1.#+∗0%∋∀;,0∗/∃∗∀1.;)(0(&∀6%+∋0&+(∋∀8&0+##−(##

)Ο)∗#0∀+1%,710&∀#Ρ&,##4<01(∀1#3?47%0%∗#∃−,+0∗,%+#8&0+#3∗+#0∀+1%,710&∀+≅#;,0#+(∀+#Ο1%∗#03∗∀10;,∗+≅#+∗#%∗++∗).−∗∀1#.∗(,7&,∃9Θ##

Λ?0∀+1%,710&∀#ΤΥΑΥςΥΤ#∀#Ω!ΚΙ#∀?∗/0+1∗#;,∗#3(∀+#∃∗,#3∗#−(∀∋(∋∗+#0∀8&%)(10;,∗+##)(0+#∗−−∗#(#+∗).−4#0∀14%∗++(∀1∗#070#Χ#,10−0+∗%#3?∗).−4∗#

#Α!ΞΤ##0#=ΛΛ=Ες#ΨΥ#Γ#6#Ε##+∗).−(01#∃&+∗%#∃−,+#3∗#308807,−14+##3(∀+#−(#)∗+,%∗#&Ζ#3(∀+#7∗#7(+#−(#<(%0(.−∗###0###+∗%1#,∀0;,∗)∗∀1#3∗#

#7&)∃1∗,%#∗1#∀?∗+1#∃(+#∗)∃−&Π4∗#3(∀+#−∗+#0∀+1%,710&∀+#3∗#−(#.&,7−∗#Ρ7∗#;,0#∗+1#1%&,.−(∀1#(,#34∃(%1Θ9##

Λ∗#8(01#;,∗#−∗+#3∗,/#+01,(10&∀+#∃∗,<∗∀1#+∗#1%(01∗%#(<∗7#−(#.&,7−∗#∃&,%#∗+1#)0+#∗∀#4<03∗∀7∗#3(∀+#−?∗/∗%707∗#[#3∗#−(#8072∗#(∃∃−07(10&∀+9####

:∗+#8072∗+#&∀1#414#1∗+14∗+#3(∀+#1%&0+#7−(++∗+#∗1#3(∀+#3∗,/#3?∗∀1%∗#∗−−∗+#−∗#.0−(∀#∗+1#∃−,1∴1#∃&+01089###

#

!∀#∃%&ΑΒ&&(&Χ8/,&∆+%&≅&∀/∀,∀8,∀1/(&

:∗11∗#8072∗#(#414#1∗+14∗#∃%∗+;,∗#3(∀+#+&∀#0∀14∋%(−014≅#−?∗/∗%707∗#Γ#(#414#,∀#∃∗,#)&30804#∃&,%#∃−,+#3∗#7−(%149#Υ−−∗#∗+1#−&∀∋,∗#Χ#∗−−∗#∀?∗+1#

∃(+#7&∀],∗#∃&,%#,∀∗#+4(∀7∗#3?,∀∗#2∗,%∗9##Υ−−∗#∀47∗++01∗#−?,+(∋∗#3∗#−?&%30∀(1∗,%#∃&,%#∃%&∋%())∗%#+&,+#(−∋&.&/9#:∗#+∗%(01#.0∗∀#;,∗#

−∗+#4−><∗+#(0∗∀1#−∗#1∗)∃+#3∗#∃%&∋%())∗%#−?(−∋&%012)∗#3∗##−?∗/∗%707∗#[#8?0Ε∗&2.8;1∀0&Φ8∀,&,1+0/%0&Γ&28&Η8∀/#Χ#0−+#&∀1#3,#)(−#6#%4(−0+∗%#

;,?0−+#3&0<∗∀1#(∃∃−0;,∗%#−?0∀+1%,710&∀#∃−,+0∗,%+#8&0+9#

Λ(#308807,−14#3,#1(∀1#;,∗#∗+1#−04∗#∗∀#∋%(∀3∗#∃(%10∗#6#−(#7&∀3010&∀#3?(%%Ο1#∃(+#1&,5&,%+#8(70−∗#6#0∀1∗%∃%41∗%#∗1#+,%1&,1#∃−,+#1(%3#6#47%0%∗≅#

(<∗7#−∗#%0+;,∗#3?,∀#(−∋&%012)∗#;,0#1&,%∀∗#0∀3480∀0)∗∀19#

49



!∀#∃%&∋()&∗+,−.−!∀#∃%&∋#()∗+∋,/&∀−0−−

!

!

!

!

!

!

∀#∃%&∋! (%)∗∃∋+∋#∃!,)%!−#∋!.!∀#∃%&∋∗#.∃%−/∃∗0#.! 10%∃∗∋!

!

!

!

!∀#∃%&∋(#%∋)∗%)∗∀(∃)

)
+∀(,∃%,(∋)−)&,%)∃%./0∋∀∃&∋%)1%)234)

)

5,67∋/7∋%∋)∗%#)8%∋.%,∃#)∗∀6∃(9&%#)

)

+%∃∃∋%)%,)/7∃)

!

!

!

!

! (∃)∀%∗+!,,−∀#%.)/01−#∀.∃,%2∋−)#∀3∀#0%&∋!4∃%∃4#,∃∗,∀.∃%&∃%%∗,+&!∀#.!2)∗∃∗∋%.!3!!

! )/−5!∃%6+!,7%∃4#,∃%&−4.%2∋∃4#,∃∗,∀.∋!−#∋!/∋%∃)∗#∋!4−)#∃∗∃&!5∋!2)∗∃6!/∋2−∗7/∗!.−8∗∃!−#!∃%)∗∃∋+∋#∃!!∋∃!5∋!/∋∃∃∋!

∋#∃%∋,%∗.∋!.0%∃!−#∋!/∋%∃)∗#∋!4−)#∃∗∃&!5∋!9)0−%∃.:!!!!!

!

;)#.!#0∃%∋!<∗∋!5∋!∃0−.!2∋.!=0−%.6!/∋%∃)∗#∋.!!5∋!#0.!)/∃∗0#.!.−∗<∋#∃!2∋!+>+∋!+05?2∋!!∀#∃%&∋!8!(%)∗∃∋+∋#∃!8!10%∃∗∋6!0−!

∃0−∃!)−!+0∗#.!,∋−<∋#∃!>∃%∋!≅!5&/0−,&∋.!9%∃4%!4%)∃,#−∀4%4+1:,∃%&∋∀4.#,!)#∀+4.%;%),,2∗4−∋%!5)#.!−#!0%5%∋!,%&/∗.:!

∀#!<0∗/∗!−#!∋Α∋+,2∋!3!!

<,0∗−,−#∀+4%&∋!4%=2−)+4%&∋−4#∀:∀+#∀5!∃%;%∗−,#∀,%&∋!≅!,0−5%∋!,0−%!.−.,∋#.∗0#!8−<)82∋!Β!!Χ2−∋!.−%!2)!#0∃∗/∋∆!

!

!

!

!

! !!Ε−<%∗%!2∋!Φ2)/0#!∋#!∋Α∋%Γ)#∃!−#∋!Φ0%∃∋!,%∋..∗0#!.−%!2∋!80−/Η0#!

! ∀!Ι∋∃∗%∋%!2∋!Φ∗2+!,%0∃∋/∃∋−%!

! #!Ι∋+,2∗%!2∋!ϑ08∋2∋∃7&+.∃!,%−3∃)%&∃%2∋∃−!%6!.5!∋−!%#,−∀#!

! ∃!Κ∋%.∋%!2)!∃0∃)2∗∃&!5−!/0#∃∋#−!5−!ϑ08∋2∋∃750.∋−%!5)#.!2∋!Φ2)/0#!

! %!Λϑ∗∃∋%!<∗ϑ0−%∋−.∋+∋#∃!

!

!

!

!

! ! !

!

− 12,%3&3,−4!! (%0−<∋%!5∋−Α!≅!)/∃∗0#.!Β!5∋!#0∃%∋!<∗∋!/0−%)#∃∋!4−∗!,∋−<∋#∃!>∃%∋!5&/0−,&∋.!5∋!2)!+>+∋!Φ)Γ0#!∋#!−#!

)∃,#−∀4%4+1:,∃%&∋∀4.#,!)#∀+4.!!!!!

! ! ! ! !

! !

!

Μ)! 5&+)%/Η∋6! 4−∗! /0#.∗.∃∋! Ν! ),,2∗4−∋%! +5− 3,−,∗∋.# .&/0−∀# !)∋.(,−%1,∋&.(# !∗.(# %.# &−!−∀# 2−31∋(6! ∋.∃! 5∗∃∋!

6∀#∃%&∋()&∗+,:! ! ∀22∋! ∋.∃6! &∃∗!∀.% 2∋+,∀>∀4∃% &∃% 2∋/∀.#+∀,∃% &∃.% .)∀∃4)∃.7% !4∃% )+1∗+.−4#∃% ∃..∃4#∀∃22∃% &∃% 2∋−)#∀3∀#0!

+)∃Η&+)∃∗4−∋:!!!
!

!
! !

50



! !∀#∃%&!∋∃()∀#∀∗(+,−./0&12∃∀#∀
∀ ∀

!∀#∃%& ∋(#& ∃∋)%#& ∗∀)(∃%+∋,%)−(∃& .! +/01)∃#+& ∗0(∃& ∋(& −+∗+#& 2+/,)∃& #%& ∗−(%& 1#& 3∋%& #∃%& ∗∀022−+%#+& ∋(#! ∀#∃%&∋(! )! ∗&(!

+∗(∋,−%&.!/(!∀#∋%∗/∀(!∗&!∃∀%0123(!!45∗(11(!(∋,! 16!3%7(&&(!/(!8(∋!,∀%−∋!&%30∀(∋!9!5∗(1!(∋,! 1(!∃1∗∋!:∀6&/!/−;−∋(∗∀!8%33∗&!/(!8(∋!

/(∗<!&%30∀(∋!9!===>!!

∃%∀&∋%∋()∗+∀,%∀)∗&−(./012∀23/∀4−15−3∋∀62∀/(−.3∀∋/)523∀7∀∀∀∀ ?<(3∃1(!≅!

!∀∀ 8%∀2%/(2∀623∀6−%%∋23∀∀∀

∀ ∀∀∀ 3#∃%&(,+(41+%∃(5#678966∀
Α&!(&,∀(!Β!&%30∀(∋!!

∀∀∀ 3∃%(5.∗∗:∃%(%.∗&(&/+0&:∃%(4+/(∀∗∃(%∀0&∃(5#0∗%&/∀∋&0.∗%∀

∀ ∀∀∀ 3#∃%&(,+(41+%∃(5∃(89;<86=678∀

!!%&!8618∗1(!16!∋%33(!/(∋!Β!&%30∀(∋!

∀!%&!/−;−∋(!8(,,(!∋%33(!∃6∀!Β!!

#∀∀ 9%∀(∋3,∗/)/∀23/∀)%%−%4∋∀∀

∀ ∀∀∀ 3#∃%&(,+(41+%∃(5∃(>?98<6∀

1(!∀#∋∗1,6,!/(!16!/(∀&−2∀(!%∃#∀6,−%&!(∋,!

6&&%&8#!4&,∀#∃%&10&5−6#((#&∗#∃&&7&(−53+#∃!

8−+∃9∋#&10&∃∋)%#&∗∀)(∃%+∋,%)−(∃&#∃%&1−(:∋#&−∋&&,−521)9∋/#&.&0221)9∋#+&#%&1−+∃9∋#&1∀−(&∗−)%&&1∀∋,−1−∋(∀!∋%∗;(&,.!−1!6∀∀−;(!

Χ∀#+∗(33(&,!9∋#&1∀−(&;0∃∃#&022#1&.&∗#∃&50,<)(#∃!!4%∀/−&6,(∗∀.!6∗,%36,(∋.!===!>!+∗−!1(∋!Χ%&,!)!&%,∀(!∃168(=!!

=1& ;0∋%& ∃0>−)+& 0∋∃∃)& 9∋#& 1#∃& 01:−+)%<5#∃& −(%& 3#0∋,−∋2& ∗∀0221),0%)−(∃!≅! /6&∋! 1(! /#;(1%∃∃(3(&,! /(∋! 1%:−8−(1∋!

−&Χ%∀36,−+∗(∋.!/6&∋!16!:(∋,−%&!/∗!,∀6Χ−8!6#∀−(&.!1(∋!,#1#∃∆%&(∋!∃%∀,601(∋!===!

∀

∀ ∃:2(4.42∀;!!

∀ )<∀Ε∃∃1−+∗(∀!1(!,∀6−,(3(&,!8−Φ/(∋∋%∗∋!6∗!∋(:3(&,!/(∋∋−&#=!!!
!

Γ∀6−,(3(&,!!!

!!Γ∀68(∀!∗&!8(∀81(!/%&,!1(!8(&,∀(!(∋,!∗&(!(<,∀#3−,#!/∗!∋(:3(&,!(,!+∗−!20∃∃#&20+&1∀0∋%+#&#?%+/5)%/&∗∋&∃(:3(&,!

∀!≅Α5#&,<−∃#&9∋∀0∋&&!!!#(&2+#(0(%&2−∋+&,#(%+#&1∀0∋%+#&#?%+/5)%/!

#!Β+0,#+&10&∗+−)%#&9∋)&20∃∃#&20+&1#∃&2−)(%∃&∗∀)(%#+∃#,%)−(&∗#∃&∗#∋?&,#+,1#∃!!

∀

 

 

 

 

 

 

 

 

 

!

!
∀

=<  Η%∗∀!1(!∋(:3(&,!!ΙΕϑΚ.!+∗(!∀(∃∀#∋(&,(!16!/∀%−,(!+∗−!6!#,#!,∀68#(!9!!!=========================================================!

! ?∋,Φ8(!,%∗Λ%∗∀∋!1(!86∋.!+∗(1!+∗(!∋%−,!1(!∋(:3(&,!/%&&#!6∗!/#∃6∀,!9!!======================!

! 4<∀∀Χ0(∃&,#%&#?#521#∆&9∋∀0Φ,Φ%&!(&!(&,∀#(!9!!======================!

! ! Χ0(∃&,#%&#?#521#∆&9∋∀0Φ,Φ%&!(&!∋%∀,−(!9!!======================!

! !

∀ ∀

A

B

51



!∀#∃%&∋()&∗+,−.−/012−3456−789:2252−!−)890425;−75−<:−=:<=1<:>24=5−

!

!

!

!

)890425−=012>5−75−<:−=:<=1<:>24=5!

∀#!∃%#&∋()∗+!,+!#%−.∗+!!/!0!1
!
2
!
3
!4
!5!

!
6
!
2
!
77

!1!

8
!1
!!!7

9!

?≅! ∀#∃%&∋()#()#∃&#∗&∃∗+∃&,−∋∗).#(/00)−#+0)#1&∃)+−#&22−/∗34)#5##67
!!!1
!:∗)&!(;!#%−.∗+!!/9!!!999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999!!

Α≅! <%;=%;∗&!>?+∃!,>!∃>,∃;,>≅∗∋∃+Α!(%##+∗!;#+!?>,+;∗!>::∗%∃ΒΧ+!∆!!7Ε
!!!1
!!:∗)&!(+!!1

!
/Α!!∀#!∃%&∋∀(&%∃)&∃#∗+,%&!!/9!!!99999999999999999999999999999999999!!

! 8+%&Φ≅Φ∋,!&;ΓΓ∋!(+!≅>:+∗!Η!!!999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999!!

Β≅! −∀#!∃%&∋∀(&%∃)&∃%.!/)∋∀∋∃(%.0.1&#∋Α!(%##+∗!;#+!?>,+;∗!>::∗%∃ΒΧ+!∆!!7Ε
!!!1
!!:∗)&!(;!#%−.∗+!!

!
1
!
/
!
9!!!999999999999999999999999999999999999999999999999999999!!

! Ι;+!&;ΓΓ∋≅Φ∋,!(+!≅>:+∗!Η!!!999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999!!

Χ≅∃ −∀#!∃∋∗/∋∃%&∋∀(&%Α!(%##+∗!;#+!?>,+;∗!>::∗%∃ΒΧ+!∆!!7Ε
!!!1
!!:∗)&!(;!#%−.∗+!!

!
1
!
/
!
!5!

7
!
1
!
/
!
9!!!999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999!!

! Ι;+!&;ΓΓ∋≅Φ∋,!(+!≅>:+∗!Η!!!999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999!!

∃ !∀#∃%&∀∋#()∀∗#(+),∋&∀%−#/#&∃2∀)&/%∃∀((%∗03.&∃1/∃#∗+,%&!!
−
Β
−
∆
−

!
∀

#
∃Β

−
∆
−
Ε
−Χ
−Φ−

−
Γ
−
∆
−
??

−Β−

Α
−Β
−!−?

−
−Φ−

?

−
Β
−
∆
−

!
∀

#
∃Β

−
∆
−
Ε
−Χ
−Φ−

−
Γ
−
∆
−
??

−Β−

Α
−Β
−!−?

−

!

Ε≅! 9+:,∋;∋)−#∃%)<2−)::∋/0#=>4>/∋−)#∗/+−,)=?!!!99999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999!!

!

!! !∀#∃%&∋()#∀∗∗%∋+,)#−#.∀#∃%&∋()!! !ϑ!Κ! !!/)01)∃#2)#0∀//).)0#.∀#0,/%3∗)#/0,∋,2)3∃)9! !/#&!!!&;∗!Λ/ΜΝ∀!%;!!!∗+:!!!&;∗!<Ν!

!

!

!

)890425;−<06Η15;−75−<:−=:<=1<:>24=5−

!∀#∋∀.∋&.∀∃0+∋)#/%∗∗42)#&3)#1,1%+0)#∋%1/%∗,)#2)#/.&∗+)&0∗#56%7∃)∗5#8&+#/%0∃)3∃#∋(∀∋&3)#&3#3%1#)∃#2∀3∗#.)∗8&)..)∗#%3#/)&∃#

!∀#∃%&∋()&!(∗+,&−∋!.(/&!(∗+,&−∋!(!#0∀(∃#0!&∋∗1&!(232&(!4(,+(∃+,∃−,+∀∋4∃&(&!∀(1∀&40∀&.(5,(!−664∀()7+88&,&∋(,+(9#00&(9#:∀&(8#−∋#/%&9%+0#

−∀4,4!&∋(,&(0#29∋&(;−4(!7:#∃0%&9)9!

<&!(0#2!()&!(9#:∀&!(!#0∀(,&!(,&∀∀∋&!()&(,7+,8=+9&∀.(<&(∃#0∀&0−()7−0&#6%7∃)#/)&∃#∋(∀3;)0#+∀4!∃(∀!∃!∗#∃#∗+9!

/∋#&∋!:%;∗!∃>,∃;,+∗!!
!
1
!
/
!
!5!

7
!
1
!
/
!
!!>?+∃!!/!0!1

!
2
!
3
!4
!5!

!
6
!
2
!
77

!1!

8
!1
!!!7

Α!%#!:+;≅!∃%−−+#∃+∗!:>∗!−+≅≅∗+!,+!#%−.∗+!!/!!(>#&!;#+!(+&!.%Ο≅+&!(+!

,>!∃>,∃;,>≅∗∋∃+Α!:>∗!+Π+−:,+!,>!.%Ο≅+!!/Α!:;∋&!Γ>∋∗+!,+!∃>,∃;,!∃%−−+!∋#(∋Θ;Χ!∃∋Φ(+&&%;&9!

! !! ∀#!≅>:+!!1
!
2
!
3
!4
!5!

!
6
!
2
!
77

!1!

8
!1
!!!7

!!&;∗!,>!∃>,∃;,>≅∗∋∃+!

! ∀! ∀#!∗>#Ρ+!∃+!#%−.∗+!(>#&!,>!.%Ο≅+!−Χ−%∋∗+!!/! !%! !/!!:%;∗!Λ/ΜΝ∀!!%;!!!&≅%!!/!!:%;∗!<Ν!

! #! ∀#!≅>:+!,+!∃>,∃;,!!
!
1
!
/
!
!5!

7
!
1
!
/
!
!!+#!;≅∋,∋&>#≅!,>!.%∋≅+!−Χ−%∋∗+!!/!

!

?≅! ≅4−∋;∋)−#Α+%/0#/Β,∋)0,#Β∋)0#&∋0:∋#∃)#>Χ>)#0/>Β−)#Α+%5#∃&#Α+):,∋/0#!Χ≅!!(;!:>∗>Ρ∗>:Β+!:∗Χ∃Χ(+#≅9!

Α≅! Μ≅%∃Σ+∗!,+!∗Χ&;,≅>≅!(;!∃>,∃;,!(+!!
!
1
!
/
!
!5!

7
!
1
!
/
!
!!(>#&!;#+!>;≅∗+!.%Ο≅+!−Χ−%∋∗+Α!:>∗!+Π+−:,+!!Τ9!

Β≅! Υ#!;≅∋,∋&>#≅!∃+≅≅+!#%;?+,,+!.%Ο≅+!−Χ−%∋∗+!∃%−:,Χ≅+∗!ϑ∆!!7Ε
!!!1
!:∗)&Κ9!

!
∀

#
∃!

1
!
/
!
!5!

7
!
1
!
/
!

8

!5!
3

!
1
!
/
!
!5!

7
!
1
!
/
!

!5!/!&!!!99999999999999999999999999999999999999!!

! 8+%&Φ≅Φ∋,!&;ΓΓ∋≅!(+!≅>:+∗!Η!!!99999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999!!

!

! 5∗++&−−!−Ι−Β
−
∆
−
Ε
−Χ
−Φ−

−
Γ
−
∆
−
??

−Β−

Α
−Β
−!−?

−−)∀#∃%&∀∋#()∀∗#(+),∋&∀%−#.∀&#∃/0&.−#/11−)∗23&#(.#∀)4,−&!

−

!
∋
∋
∀

#
(
(
∃−

Β∆
!
∀

#
∃Β∆Ε

−Χ
−Φ−

−
Γ∆??

−Β−

Α
−Β
−!−?

−
−Φ−

?

−
Β∆
!
∀

#
∃Β∆Ε

−Χ
−Φ−

−
Γ∆??

−Β−

Α
−Β
−!−?

−

Α

−Φ−
Ε

−
Β∆
!
∀

#
∃Β∆Ε

−Χ
−Φ−

−
Γ∆??

−Β−

Α
−Β
−!−?

−
−Φ−

?

−
Β∆
!
∀

#
∃Β∆Ε

−Χ
−Φ−

−
Γ∆??

−Β−

Α
−Β
−!−?

−

−Φ−Β
−
∆
−
Ε
−Χ
−Φ−

−
Γ
−
∆
−
??

−Β−

Α
−Β
−!−?

−

Χ≅! 8+)∃#):,#∃%∋0,4−Χ,#()#>),,−)#+0#0/>Β−)#(&0:#+0)#Β/∆,)#>4>/∋−)!Η!!!9999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999!!

! !99999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999!!

!

52



!∀#∃%&∋()&∗+,−.−)/012345−64−78−9879:78;3294−!−,<4392945−

!

!

!

!

,<439294−−=−.!

∀#!∃%&∋&()#%!)∃!∗&+∃,!∋)!−)∋−∃∋)%.&−+/!01##+.!∋)!2)∋+∃.!+,)−%+!0+!!

!
!
3
!

4
!!!

!
5
!

6
!7

!
8
!3
!9!:

!

!
3
!

4
!!!

!
5
!

6
!7

!
8
!3

!9!6
!

!
∀

#
∃

!
3
!

4
!!!

!
5
!

6
!7

!
8
!3
;!∀,<∋&=∃+.!21%.+!∗>%?10+;!

! ! !

!

!

,<439294−−>−.!

≅#!>∋Α2+!2&+#%!0+!%)<+.!−+(!%.1&(!∋&Β#+(!(∃.!()!−)∋−∃∋)%.&−+;! !!

!
58

!

3
!%!Χ! ∀! 3

!
&
!
Χ!9!55!%!∆! #!

!
∆
!
!%!∆!

=?! !∀#∃%&∋()(∃∗+%)∀%,∀),&)∀∋+(,∗/!0&.+!−+!=∃+!−1#%&+#%!∋)!Ε1Φ%+!∗>∗1&.+!!∆!!)<.Α(!)21&.!%)<>!∋+(!∋&Β#+(!!!+%!∀;!!;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;!!

>?! Γ+!∗Η∗+/!0&.+!−+!=∃+!−1#%&+#%!∋)!Ε1Φ%+Ι∗>∗1&.+!!∆!!)<.Α(!)21&.!%)<>!∋+(!∋&Β#+(!!/!∀!+%!#;!!!;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;!!

!

!

!

,<439294−−≅−.!

=?! ϑ)<+.!∋)!(>=∃+#−+!−&Ι0+((1∃(!(∃.!∋)!−)∋−∃∋)%.&−+/!#1%+.!)∃!Κ∃.!+%!Λ!∗+(∃.+!∋+!.>(∃∋%)%!)ΚΚ&−?>!<).!∋)!−)∋−∃∋)%.&−+;!

!−.&∗#,∗! 3!%!Χ!
!∀Μ∀;!

!+#%.+.;!
Χ
!:
!%!Χ!

!∀Μ∀;!

!+#%.+.;!

!∀Μ∀;!

!+#%.+.;!

!∀Μ∀;!

!+#%.+.;!

!∀Μ∀;!

!+#%.+.;! !

/00(,1∀2∗! ! 3! ! ∀∀∀∀! ∀∀∀∀! ∀∀∀∀! ∀∀∀∀!

!

>?! Γ+!∗Η∗+/!−1∗<∋>%+.!∋+!%)Ε∋+)∃!−&Ι0+((1∃(;!Ν1∗<).+.!∋+(!.>(∃∋%)%(!)2+−!−+∃,!0∃!<.+∗&+.!%)Ε∋+)∃;!

!−.&∗#,∗! 3!%!Χ!
!∀Μ∀;!

!+#%.+.;!
Χ
!:
!

!∀Μ∀;!

!+#%.+.;!

!∀Μ∀;!

!+#%.+.;!

!∀Μ∀;!

!+#%.+.;!

!∀Μ∀;!

!+#%.+.;!
!

/00(,1∀2∗! ! 3! ! ∀∀∀∀! ∀∀∀∀! ∀∀∀∀! ∀∀∀∀! !

!

!

!

,<439294−−Α−.!

Ο1&−&!∃#!>−.)#!0+!−)∋−∃∋)%.&−+;!∀,<∋&=∃+.!∋+!0+.#&+.!.>(∃∋%)%!)ΚΚ&−?>;!

!

!

!

!

,<439294−−Β−.!

Π)!<.+∗&Α.+!∋&Β#+!0∃!%)Ε∋+)∃!−&Ι0+((1∃(!01##+!∃#+!(>=∃+#−+!0+!−)∋−∃∋!%)<>+!(∃.!∃#+!−)∋−∃∋)%.&−+;!Π)!∋&Β#+!(∃&2)#%+!<.>(+#%+!∋+(!

.><1#(+(!)ΚΚ&−?>+(!<).!∋)!−)∋−∃∋)%.&−+;!Ν1∗<∋>%+.!∋+(!<1&#%&∋∋>(!!∃∀#∃%&∋()(∃∗+%)∀%,∀),&)∀∋+(,∗;!Ο>.&Κ&+.!+#(∃&%+!)2+−!∋)!−)∋−∃∋)%.&−+;!
!

!−.&∗#,∗! !
:
!
!9!3!%!Χ!

!∀Μ∀;!

!+#%.+.;!
Χ
!:
!!!Θ

!
Χ!%!∆!

!∀Μ∀;!

!+#%.+.;!
:
!
∆!%!∆!

!∀Μ∀;!

!+#%.+.;!

!∀Μ∀;!

!+#%.+.;!

!∀Μ∀;!

!+#%.+.;!

/00(,1∀2∗! ! 8;858:534Θ:! ! ∀∀∀∀! ! ∀∀∀∀! ∀∀∀∀! ∀∀∀∀!

!

!

!

Χ∆Ε;ΦΓ54!

!! #∃%&∋()∗∋+,,!8!%!Χ;!!−(./(0(+,1∗+,2∃3/,!∀∀∀∀∀∀∀∀!!)∀%3∀)∗&+%%4%%5∀#∃%)∀%6−67(+∗−−!;!

!! Ρ#!<+∃%!0&.+!)∃((&!!!!−−8+∗#5%)∀%3∀)∗&+%%4!!!1∃!+#−1.+!!!9∗∋∋+∗%%4%%5∀#∃−−!;!

!

53



!∀#∃%&∋()&∗+,−.−/012−3456−789:2252−!−)890425;−75−<:−=:<=1<:>24=5−

!
! ∀#∃%&∋()&∋!∗+!∃,−∋!∋(!∃.∃#,&∋!%#/&!∃,∋/0!1#∃%&∋()&∋!%∗/−!2+&)!∗+!(#2,#(!)∋!3+&,+4∗∋!
! !∀#∃%&∋()∗+∃%#,+%∋−.)∀,%/+01−#.)∀,%∗2#,%−∋(−#(%3∋∃%+0+43(+5%#.)()6+∃%(∋%.∀#−7+%%!565! !!%#/&!∀789:!#/!∗+!2#/1;∋!!!∋(2&∋&! !!%#/&!<9!
! ! 7!1;+=/∋!2#/1;∋!1#&&∋−%#()!/(∋!#/!)∋/0!+/2&∋−!+12,#(−!&∋%.&.∋−!%+&!)∋−!1#/∗∋/&−>!?#/&!≅!∋−−1∗+∃8%.∋3+∃%∗2∋9∀∃∗%6#∃%(∋%.∀#−7+%∗+%4:4+%−∀#(+#∃!

)890425−=012>5−75−<:−=:<=1<:>24=5!

:(!1#(−,)Α&∋!∗∋!(#∃4&∋!!7!Β!Χ
!
∆
!
Ε
!Φ
!Γ!

!
Η
!
∆
!
ΙΙ

!Χ!

ϑ
!Χ
!;!Ι

>! <#/1;∋!! !!<!! !!%#/&!2+%∋&!/(∋!%/,−−+(1∋!

?≅! 7!(2∋)∗+%∗+%(∋%−∋(−#(∋.∃)−+8%∗∀,,+∃%#,+%&∋(+#∃%∋33∃∀−71+%=%%>?
!;!Χ
!%&Α−!)/!(#∃4&∋!!7>! !!Χ!ΧΚΛΜΙΦΧ!

Α≅! <#/Ν#/&−!+3∋1!∗+!1+∗1/∗+2&,1∋Μ!)#((∋&!/(∋!3+∗∋/&!+%%&#1;.∋!Ο!!ΙΠ
!;!Χ
!!%&Α−!)∋!!Χ

!
7Μ!!∀#!∃%&∋∀(&%∃)&∃#∗+,%&!!7>! !!ΙΠ!ΙΗΗΜΦϑΚ!

! ≅#2∋Θ2Θ,∗!−/ΡΡ,!)∋!2+%∋&!Σ! Τ+!3+∗∋/&!)∋!!7!!∋−2!&∋−2.∋!+ΡΡ,1;.∋!!!∀!!!9∗!−/ΡΡ,2!)∋!2+%∋&!∆
!
Χ!

Β≅! −∀#!∃%&∋∀(&%∃)&∃%.!/)∋∀∋∃(%.0.1&#∋Μ!)#((∋&!/(∋!3+∗∋/&!+%%&#1;.∋!Ο!!ΙΠ
!;!Χ
!!%&Α−!)/!(#∃4&∋!!

!
Χ
!
7
!
>! !!ΙΠΠΜΚΧΗ!

! Υ/∋!−/ΡΡ,2Θ,∗!)∋!2+%∋&!Σ! Τ∋!&.−/∗2+2!#42∋(/!+/!!Α≅!ς3+∗∋/&!)∋!!Χ
!
7Ω!∋−2!&∋−2.!+ΡΡ,1;.!!!∀!!!9∗!−/ΡΡ,2!)∋!2+%∋&!! Χ! !7(−! !!#/!! Χ! !&∋%>!

Χ≅∃ −∀#!∃∋∗/∋∃%&∋∀(&%Μ!)#((∋&!/(∋!3+∗∋/&!+%%&#1;.∋!Ο!!ΙΠ
!;!Χ
!!%&Α−!)/!(#∃4&∋!!

!
Χ
!
7
!
!Γ!

Ι
!
Χ
!
7
!
>! !!ΙΠΠΜΚΦΗ!

! Υ/∋!−/ΡΡ,2Θ,∗!)∋!2+%∋&!Σ! Τ∋!&.−/∗2+2!#42∋(/!+/!!Β≅!ς3+∗∋/&!)∋!!
!
Χ
!
7
!
Ω!∋−2!&∋−2.!+ΡΡ,1;.!!!∀!!! !7(−! !Γ!Ι

!
Ξ! !7(−! !!#/!! !&∋%! !Γ!Ι

!
Ξ! !&∋%> !

∃ !∀#∃%&∀∋#()∀∗#(+),∋&∀%−#.∀&#∃/0&.−#/11−)∗23&#(.#∀)4,−&!!
−
Β
−
∆
−

#
∃

%
&Β

−
∆
−
Ε
−Χ
−Φ−

−
Γ
−
∆
−
??

−Β−

Α
−Β
−!−?

−
−Φ−

?

−
Β
−
∆
−

#
∃

%
&Β

−
∆
−
Ε
−Χ
−Φ−

−
Γ
−
∆
−
??

−Β−

Α
−Β
−!−?

−

!

Ε≅! Α#6.)Β)+∃%(2+03∃+66)∀,%Χ414∀)∃+%−∀#∃.+Χ∆! Ψ∋!1#(−∋&3∋!=/∋!∗∋!)∋&(,∋&!&.−/∗2+2!
! ! Ζ∋!%∗/−Μ!&.−/∗2+2!%∋&)/!=/+()!∀,%+ΒΒ∋−+%(21−∃∋,!ς−∋∗#(!1+∗1/∗+2&,1∋−Ω!

!! !∀#∃%&∋()#∀∗∗%∋+,)#−#.∀#∃%&∋()!! !ς;Ω! !!/)01)∃#2)#0∀//).)0#.∀#0,/%3∗)#/0,∋,2)3∃)>! !7(−!!!−/&!∀789:!#/!!!&∋%!!!−/&!<9!

!

!

!

!

)890425;−<06Η15;−75−<:−=:<=1<:>24=5−

!∀#∋∀.∋&.∀∃0+∋)#/%∗∗42)#&3)#1,1%+0)#∋%1/%∗,)#2)#/.&∗+)&0∗#56%7∃)∗5#8&+#/%0∃)3∃#∋(∀∋&3)#&3#3%1#)∃#2∀3∗#.)∗8&)..)∗#%3#/)&∃#

!∀#∃%&∋()&!(∗+,&−∋!.(/&!(∗+,&−∋!(!#0∀(∃#0!&∋∗1&!(232&(!4(,+(∃+,∃−,+∀∋4∃&(&!∀(1∀&40∀&.(5,(!−664∀()7+88&,&∋(,+(9#00&(9#:∀&(8#−∋#/%&9%+0#

−∀4,4!&∋(,&(0#29∋&(;−4(!7<(∀∋#−∗&>!

=&!(0#2!()&!(9#:∀&!(!#0∀(,&!(,&∀∀∋&!()&(,7+,8>+9&∀.(=&(∃#0∀&0−()7−0&#6%7∃)#/)&∃#∋(∀3:)0#+∀2!∃(∀!∃!∗#∃#∗+>!

7,(−,!%#/&!1+∗1/∗∋&!!
!
Χ
!
7
!
!Γ!

Ι
!
Χ
!
7
!
!!+3∋1!!7!Β!Χ

!
∆
!
Ε
!Φ
!Γ!

!
Η
!
∆
!
ΙΙ

!Χ!

ϑ
!Χ
!;!Ι

Μ!#(!%∋/2!1#∃∃∋(1∋&!%+&!∃∋22&∋!∗∋!(#∃4&∋!!7!!)+(−!/(∋!)∋−!4#[2∋−!)∋!

∗+!1+∗1/∗+2&,1∋Μ!%+&!∋0∋∃%∗∋!∗+!4#[2∋!!7Μ!%/,−!Ρ+,&∋!∗∋!1+∗1/∗!1#∃∃∋!,(),=/.!1,Θ)∋−−#/−>!

! !! :(!2+%∋!!Χ
!
∆
!
Ε
!Φ
!Γ!

!
Η
!
∆
!
ΙΙ

!Χ!

ϑ
!Χ
!;!Ι

!!−/&!∗+!1+∗1/∗+2&,1∋!

! ∀! :(!&+(∴∋!1∋!(#∃4&∋!)+(−!∗+!4#[2∋!∃.∃#,&∋!!7!!∋(!2+%+(2!! !∋! !7!!%#/&!∀789:!!#/!! !−2#!!7!!%#/&!<9!

! #! :(!2+%∋!∗∋!1+∗1/∗!!
!
Χ
!
7
!
!Γ!

Ι
!
Χ
!
7
!
!!∋(!/2,∗,−+(2!∗+!4#,2∋!∃.∃#,&∋!!7!

!

?≅! Ε1∃)Β)+∃%Φ#2∀,%∀9.)+,.%9)+,%∋),6)%(+%4:4+%,∀49∃+%Φ#2=%(∋%Φ#+6.)∀,%%Χ≅!!)/!%+&+∴&+%;∋!%&.1.)∋(2>! ].%#(−∋!%#−,2,3∋!#4∗,∴+2#,&∋!!!

Α≅! 82#1⊥∋&!∗∋!&.−/∗2+2!)/!1+∗1/∗!)∋!!
!
Χ
!
7
!
!Γ!

Ι
!
Χ
!
7
!
!!)+(−!/(∋!+/2&∋!4#[2∋!∃.∃#,&∋Μ!%+&!∋0∋∃%∗∋!!_>! !∋! !_!!#/!!!−2#! !_!

Β≅! 5(!/2,∗,−+(2!1∋22∋!(#/3∋∗∗∋!4#[2∋!∃.∃#,&∋!1#∃%∗.2∋&!ςΟ!!ΙΠ
!;!Χ
!%&Α−Ω>!

#
∃

%
&!

Χ
!
7
!
!Γ!

Ι
!
Χ
!
7
!

ϑ

!Γ!
Ε

!
Χ
!
7
!
!Γ!

Ι
!
Χ
!
7
!

!Γ!7!!!! ΙΧ!ΕΗΛΜΛϑΙ!

! ≅#2∋Θ2Θ,∗!−/ΡΡ,2!)∋!2+%∋&!Σ! Γ&+−%(∋%(+..∃+%%Η%%(2+03∃+66)∀,%621−∃).%%Η
!ϑ
!Γ!

!
Ε
!

_
!Γ!7!!!∀!!!:(!2+%∋!!_!!;

!ϑ
! !Γ!Ε

!
Ξ
!
_!Γ!7!

! 3∗++&−−!−Ι−Β
−
∆
−
Ε
−Χ
−Φ−

−
Γ
−
∆
−
??

−Β−

Α
−Β
−!−?

−−)∀#∃%&∀∋#()∀∗#(+),∋&∀%−#.∀&#∃/0&.−#/11−)∗23&#(.#∀)4,−&!

−

#
(
(
∃

%
)
)
&−

Β∆
#
∃

%
&Β∆Ε

−Χ
−Φ−

−
Γ∆??

−Β−

Α
−Β
−!−?

−
−Φ−

?

−
Β∆
#
∃

%
&Β∆Ε

−Χ
−Φ−

−
Γ∆??

−Β−

Α
−Β
−!−?

−

Α

−Φ−
Ε

−
Β∆
#
∃

%
&Β∆Ε

−Χ
−Φ−

−
Γ∆??

−Β−

Α
−Β
−!−?

−
−Φ−

?

−
Β∆
#
∃

%
&Β∆Ε

−Χ
−Φ−

−
Γ∆??

−Β−

Α
−Β
−!−?

−

−Φ−Β
−
∆
−
Ε
−Χ
−Φ−

−
Γ
−
∆
−
??

−Β−

Α
−Β
−!−?

−

Χ≅! ≅#+(%+6.%(2),.1∃:.%∗+%4+..∃+%#,%,∀49∃+%∗∋,6%#,+%9∀Ι.+%414∀)∃+!Σ! Ψ#∃4&∋!1#(−∋&3.Μ!∃∃∋!−,!∀,%1.+),.%(∋%−∋(−#(∋.∃)−+%∀#%6)%∀,%+ΒΒ∋−+%(21−∃∋,!
! ! 53,2∋!)∋!2+%∋&!%∗/−,∋/&−!Ρ#,−!∗∋!∃∃∋!(#∃4&∋!ςΡ+−2,),∋/0Μ!−/&2#/2!=/+()!∗∋!(#∃4&∋!∋−2!1#∃%∗,=/.8%∋&+−%+,%3∃)4+8%3(#6%∗+%∃)6Φ#+6%∗2+∃∃+#∃6%∗+%Β∃∋33+Ω!

!

54



!∀#∃%&∋()&∗+,−.−)/012345−64−78−9879:78;3294−!−,<4392945−

!
! ! !∀#∃%&∋∀(∃%)∗++∗%,()−∗%.∗/%0.1∋∗/%2∀(∋∗3+%24&5∀∃2%∋&.(2∗∃%.∗#∃%+∃&∋&(.%/#∃%.&%,()−∗%6∃0)02∗3+∗%∗3%74&66∗.&3+!

,<439294−−=−.! ∀#∃%&∋(∋!∃)%∃!∗)+,−!.−!∗+(/∋0)1!2!3)%/4−!!!5!6!!!%1−!∗)0∃!&−!/(&/%&!(∗∗0/4#!7)%+!89:;<=!/4)0∃0+!!!5+(/!!.(1∃!&−!,−1%!!!,(∋4!!!7)%+!3;!

>1!%∋0&0∃(1∋!(%!,0−%?!&(!/(&/%&(∋+0/−=!.)11−+!&(!≅(&−%+!−?(/∋−!.−!!

!
!
Α
!

Β
!8!

!
Χ
!

∆
!Ε

!
Φ
!Α
!Γ!Η

!

!
Α
!

Β
!8!

!
Χ
!

∆
!Ε

!
Φ
!Α

!Γ!∆
!

!
∀

#
∃

!
Α
!

Β
!8!

!
Χ
!

∆
!Ε

!
Φ
!Α
Ι!>?7&0ϑ%−+!≅)∋+−!,#∋4).−Ι!

! ! ΚΛ∋0&0∃−+!(%!,0−%?Κ!∃0Μ10∗0−!9#4(.!∗(%∋!%∋0&0∃−+!∃(!/(&/%&(∋+0/−!&−!7&%∃!−∗∗0/(/−,−1∋!7)∃∃0Ν&−=!.)1/!#≅0∋−+!.−!+#7#∋−+!7&%∃0−%+∃!∗)0∃!&(!,Ο,−!/4)∃−!

! Π−!1),Ν+−!!8!Θ!
!
Α
!

Β
!8!

!
Χ
!

∆
!Ε

!
Φ
!Α
!!(77(+(Ρ∋!!Α!!∗)0∃=!(≅−/!/−∋∋−!&−∋∋+−!&−!/(&/%&!.−≅0−1∋!!

!
8!Γ!Η

!

8
!Γ!∆

!
8!!!%!!!<1!∋(7−!!

!
Α
!

Β
!8!

!
Χ
!

∆
!Ε

!
Φ
!Α
!&!8!!7%0∃!!Σ8!Γ!ΗΤ!Υ!8!Γ!∆

!
8! ς!

!
ΩΩ!ΗΒΞ

!

Χ!ΦΨΒ
!

!! Ζ)%≅−&&−!89:;<!2!Π(!∋)%/4−!!!
!

!
!!!7−%∋!+−,7&(/−+!&(!∋)%/4−!.−!.0≅0∃0)1=!&−∃!7(+−1∋4[∃−∃!∃)1∋!(&)+∃!01%∋0&−∃!−∋!&−!+#∃%&∋(∋!−∃∋!.0+−/∋−,−1∋!∃)%∃!∗)+,−!.−!∗+(/∋0)1!

!

!

,<439294−−>−.!

Λ1!#&[≅−!≅0−1∋!.−!∋(7−+!/−∃!∋+)0∃!&0Μ1−∃!∃%+!∃(!/(&/%&(∋+0/−Ι! !!

!
ΧΦ

!

Α
!&!9! ∀! Α

!
∋
!
9!Γ!ΧΧ!&!∴! #!

!
∴
!
!&!∴!

! ! Α
!
Ε!

!
ΧΦ

!

Α
!Γ!ΧΧ!&!∴!

!
ΗΒ

!
!&!∴!

=?! !∀#∃%&∋()(∃∗+%)∀%,∀),&)∀∋+(,∗=!.0+−!/−!ϑ%−!/)1∋0−1∋!&(!Ν)Ρ∋−!,#,)0+−!!∴!!(7+[∃!(≅)0+!∋(7#!&−∃!&0Μ1−∃!!!−∋!∀Ι! ΧΦ!Γ!ΧΧ!Θ!ΗΒ!

>?! 6−!,Ο,−=!.0+−!/−!ϑ%−!/)1∋0−1∋!&(!Ν)Ρ∋−ς,#,)0+−!!∴!!(7+[∃!(≅)0+!∋(7#!&−∃!&0Μ1−∃!!=!∀!−∋!#Ι! !
ΗΒ

!
!Θ!Β!

!

!

,<439294−−≅−.!

=?! 3(7−+!&(!∃#ϑ%−1/−!/0ς.−∃∃)%∃!∃%+!&(!/(&/%&(∋+0/−=!1)∋−+!(%!∗%+!−∋!]!,−∃%+−!&−!+#∃%&∋(∋!(∗∗0/4#!7(+!&(!/(&/%&(∋+0/−Ι!

!−.&∗#,∗! Α!&!9!
!>⊥>Ι!

!−1∋+−+Ι!
9
!Η
!&!9!

!>⊥>Ι!

!−1∋+−+Ι!

!>⊥>Ι!

!−1∋+−+Ι!

!>⊥>Ι!

!−1∋+−+Ι!

!>⊥>Ι!

!−1∋+−+Ι!

9!/4(ϑ%−!∗+(77−!.−!!!>⊥>! !!)%!! !−1∋+−+Ι !!)1!

/(&/%&−!&−!/(++#!.%!1),Ν+−!/)1∋−1%!.(1∃!

&(!Ν)Ρ∋−!!9=!7%0∃!)1!+(1Μ−!&−!+#∃%&∋(∋!]!

1)%≅−(%!.(1∃!!9Ι!Π−!/)1∋−1%!.−!&(!Ν)Ρ∋−!!9!!

/4(1Μ−!.)1/!]!/4(ϑ%−!∗)0∃Ι!/00(,1∀2∗! ! Α! ! Ψ! ΩΧ! ΞΒΞΧ! ΦΑ!_ΦΞ!∆ΗΧ!

! ! 9!/4(ϑ%−!∗+(77−=!&−!/)1∋−1%!.−!&(!Ν)Ρ∋−!!9!!−∃∋!+−,7&(/#!7(+!&−!/(++#!.%!1),Ν+−!7+#/#.−1∋!

>?! 6−!,Ο,−=!/),7&#∋−+!&−!∋(Ν&−(%!/0ς.−∃∃)%∃Ι!8),7(+−+!&−∃!+#∃%&∋(∋∃!(≅−/!/−%?!.%!7+−,0−+!∋(Ν&−(%Ι!

!−.&∗#,∗! Α!&!9!
!>⊥>Ι!

!−1∋+−+Ι!
9
!Η
!

!>⊥>Ι!

!−1∋+−+Ι!

!>⊥>Ι!

!−1∋+−+Ι!

!>⊥>Ι!

!−1∋+−+Ι!

!>⊥>Ι!

!−1∋+−+Ι!

Π−!+#∃%&∋(∋!.%!/(&/%&!.%!/(++#!.%!1),Ν+−!/)1∋−1%!

2&3/%.&%5∀:+∗%%;%%34&%6&/%0+0%/+∀)<0=%.&%)&.)#.&+∃()∗%

(∗∗0/4−!.)1/!∋)%)%+∃!&−!,Ο,−!+#∃%&∋(∋Ι!

/00(,1∀2∗! ! Α! ! Ψ! Ψ! Ψ! Ψ! !

!

!

,<439294−−Α−.!!

α)0/0!%1!#/+(1!.−!/(&/%&(∋+0/−Ι!>?7&0ϑ%−+!&−!.−+10−+!+#∃%&∋(∋!(∗∗0/4#Ι!
! ! Π(!/(&/%&(∋+0/−!(!/(&/%&#!!Α

!
Ε
!
Σ
!
ς
!
Φ=Β

!
Τ!Γ!Χ!

! ! Π(!/(&/%&(∋+0/−!(!/(&/%&#!!Α
!
Ε
!
Σ
!
ς
!
ΧΗ=Β

!
Τ!Γ!Χ!

!! 8),,−!(%!!=?!!2∗%.4∗>∗∃)()∗%6∃0)02∗3+=!∋(7−+!! !>⊥>! !!)%!! !−1∋+−+! !!&6∃1/%.4&,,()−&?∗%2∗%%ς
!
ΧΗ=Β!!(!7+)≅)ϑ%#!]!1)%≅−(%!&−!/(&/%&!.−!!Α

!
9!Γ!Χ!

!

!

,<439294−−Β−.!

Π(!7+−,0[+−!&0Μ1−!.%!∋(Ν&−(%!/0ς.−∃∃)%∃!.)11−!%1−!∃#ϑ%−1/−!.−!/(&/%&!∋(7#−!∃%+!%1−!/(&/%&(∋+0/−Ι!Π(!&0Μ1−!∃%0≅(1∋−!7+#∃−1∋−!&−∃!

+#7)1∃−∃!(∗∗0/4#−∃!7(+!&(!/(&/%&(∋+0/−Ι!8),7&#∋−+!&−∃!7)01∋0&&#∃!!∃∀#∃%&∋()(∃∗+%)∀%,∀),&)∀∋+(,∗Ι!α#+0∗0−+!−1∃%0∋−!(≅−/!&(!/(&/%&(∋+0/−Ι!
!

!−.&∗#,∗! !
Η
!
!Γ!Α!&!9!

!>⊥>Ι!

!−1∋+−+Ι!
9
!Η
!8!Ξ

!
9!&!∴!

!>⊥>Ι!

!−1∋+−+Ι!
Η
!
∴!&!∴!

!>⊥>Ι!

!−1∋+−+Ι!

!>⊥>Ι!

!−1∋+−+Ι!

!>⊥>Ι!

!−1∋+−+Ι!

/00(,1∀2∗! ! ΦΙΦΧΦΗΧΑΒΞΗ!
!

ς
!
∆! ! ς

!
∆
!
Ε
!
Η!Θ!ς

!
ΧΦ! ς

!
ΧΦ

!
Ε
!
Η!Θ!ς

!
ΗΩ! ς

!
ΗΩ

!
Ε
!
Η!Θ!ς

!
ΒΞ!

;.−1∋0∋#!!Σ
!
!!Γ!∀

!
Τ
!Η
!Θ!!

!Η
!Γ!Η

!
!
!
∀!Γ!∀

!Η
! Θ!Σ! !

Η
!
!Γ!Α

!Τ!Η!8!Ξ!Σ! !
Η
!
!Γ!Α

!Τ!Θ!ΧΧ!8!ΧΩ!

! ! Θ!Η!Γ!Ξ
! !

Η
!
!Γ!Ψ!8!Ξ

! !
Η
!
!8!ΧΩ!

! ! Θ!ΧΧ!8!ΧΩ!

Χ∆Ε;ΦΓ54!

!! ≅40)∃(+#∃∗%%!Φ!&!9Ι!!/(?3(,(∗%9#∗%.4∀3%%∃∋3,4∗%)∀%5∀)∗&+−−Α−−6∀#∃%)∀%7−73(+∗−−!Ι! :∋)/β−+χ∀(1Μ−+!

!! <1!7−%∋!.0+−!(%∃∃0!!!!−−8+∗#6%)∀%5∀)∗&+−−Α!!!)%!−1/)+−!!!9∗∋∋+∗−−Α−−6∀#∃−−!Ι! 9∗∗−/∋−+!!Φ!!]!!9!

!

55



!∀#∃%&∋()&∗+,−./0−!∀#∃%∀%&∋(∃%∀)∗∋+%(,&−(∋.+%∀∃(∀)∃%∀,./.(%−

12,%3&3,−4−−

!∀#∃%&∋∃∀(#)∗+,∀#−∃./,.(#−(#−(∗0#1,2,3.4!

56&7∗∀#−+(∀31(#(∗0#(.3#7,∀8∗#/,∗1#/,∗9,∃1!∀##∃%&∋()!∗(+!%,+−)∋.−%/,+!∗∋!−0#(!1!!

! !!−(%&∀−(1#:#;+∗3∃;∃.&3(∗1#−∗#1,2,3#−(#−,∀∀(1#∗∀#∀,%21(#!

! !!232/)%+()!∋,!,/24)(!5232/%)(!∃/,6∋(7!

! !!8∀%)(!∗(+!.∀∃.∋∃+!5∀9/∋−():!2∋∃−%#∃%():!.∀∃.∋∃()!∃(!.∀))3!∗;∋,!,/24)(7!

! !!)(−(,%)!∃(!)3+∋∃−∀−!∗∋!∗(),%()!.∀∃.∋∃!5232/%)(!./∋)−(7!

! !!∀,,/,.()!∋,!)3+∋∃−∀−!

!∀#−,∀∀(#&∗#1,2,3#<#;&#.∗∃3(#−+∃∀.31∗73∃,∀.#.∗∃9&∀3(! !∀#−,∀∀(#&∗#1,2,3#=#;&#.∗∃3(#−+∃∀+−)∋.−%/,+!+∋%<∀,−(!

!!!∀#∃%&∀∋()(∗+,−.∗./∃−∀,∋(&∀(&0%%∀∋(,%(%0#1∋∀!

∀!∀#∃%&∋()&!∗)!+%∃,&)!−%++#!!

#!./%01)&!!2!3!!40!+%∃,&)!∃#∃%&∋(#!

∃!54∗60∗)&!∗)!64&&#!−0!&#(0∗141!7&#6#−)+1!

%!./%01)&!8!40!&#(0∗141!7&#6#−)+1!

&!2%%0%3∀∋(∗∀(&∀∋%.∀∋(∋4/,∗−∃−()(∗+,−.∗./∃−∀,∋!

!!!∀#∃%&∀∋()(∗+,−.∗./∃−∀,∋(&∀(&0%%∀∋(,%(%0#1∋∀!

∀!∀#∃%&∋()&!∗)!+%∃,&)!−%++#!

#!./%01)&!!2!9!!40!+%∃,&)!∃#∃%&∋(#!

∃!∀0∗1∋7∗∋)&!∗)!&#(0∗141!7&#6#−)+1!74&!∗)!+%∃,&)!∃#∃%&∋(#!

%!./%01)&!:!40!&#(0∗141!7&#6#−)+1!

&!2%%0%3∀∋(∗∀(&∀∋%.∀∋(∋4/,∗−∃−()(∗+,−.∗./∃−∀,∋!

50−−=,!2(−!∃(!)/4/−!>!(,!2∀).?(≅!=,!∃∋%!∗/,,(!∃(!,/24)(!Α≅!!Β∋(∃!)3+∋∃−∀−!∃(!)/4/−!>!<∀Χ−Χ%∃!∀,,/,.()!∆!!≅≅≅−!

60−−=,!2(−!∃(!)/4/−!Ε!(,!2∀).?(≅!=,!∃∋%!∗/,,(!∀∋++%!∃(!,/24)(!Α≅!Β∋(∃!)3+∋∃−∀−!∃(!)/4/−!Ε!<∀Χ−Χ%∃!∀,,/,.()!∆!!≅≅≅!

30−− Φ/,,(!!∀∋Γ!∗(∋Γ!)/4/−+!∃(!,/24)(!∗(!−/,!.?/%Γ!1!!

!!!!!!Η/24)(!(,−)3!1!!≅≅≅! ! Ι,,/,.(!∗∋!)/4/−!>!1!≅≅≅! ! ! Ι,,/,.(!∗∋!)/4/−!Ε!1!≅≅≅!!

70!!ϑ)/∋<(!&∋(!∃(+!∗(∋Γ!)/4/−+!∀,,/,.(,−!!−/∋9/∋)+!∃(!2Κ2(!)3+∋∃−∀−!&∋∀,∗!/,!∃(∋)!∗/,,(!∃(!2Κ2(!,/24)(≅!

! ≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅!

!

! ≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅!

!

! ≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅!

12,%3&3,−/− =,!./,+%∗Λ)(!∃∀!8/,.−%/,!∗38%,%(!#∀)!1!!!5!x 7!Μ!!Α!5!xΝ!Ο!!x!7−

50!!5&;7∗;(1#;+∃%&∋(#−(#Χ>!(−!.(∃∃(!∗(!Π!#∀)!!∀1!≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅!

60!!!∀#−∃./,.(##−+∗∀#1,2,3>#∃−(∀3∃)∗(#:#7(∗0##−(#;+(0(17∃7(#<4#!

! ! 5,%/;?3(#;&#.∗∃3(#−+∃∀.31∗73∃,∀.#7∃Χ−(..,∗.#/,∗1#)∗(#;(#1,2,3##7&;7∗;(#;+∃%&∋(#−(#7(#∀,%21(#/&1#;&#≅,∀73∃,∀#!!!

! ! (−!&∀∀,∀7(#;(#1Α.∗;3&3#:#;+∗3∃;∃.&3(∗1!!

!!!∀#∃%&∀∋()(∗+,−.∗./∃−∀,∋(&∀(&0%%∀∋(,%(%0#1∋∀!

∀!∀#∃%&∋()&!∗)!+%∃,&)!−%++#!

#!≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅!

≅≅≅!

!

!

12,%3&3,−8− ΘΚ2(!(Γ().%.(!∀<(.!!!!5!x 7!Μ!!
Ρ

x!Β!Ε
!!+∀.?∀,−!&∋(!∃(!)/4/−!#(∋−!∀∋++%!.∀∃.∋∃()!∃;%,<()+(!∗;∋,!,/24)(≅!

!!!∀#∃%&∀∋()(∗+,−.∗./∃−∀,∋(&∀(&0%%∀∋(,%(%0#1∋∀! ! ∃≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅! !

∀!∀#∃%&∋()&!∗)!+%∃,&)!−%++#! ! ! ! %≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅! !

#!≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅!! &≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅!

!∀##∃%&∀∋()#(#∀&∗+∃(,!

 

56



 

!∀#∃%&∋()&∗+,−.−/−0−!∀#∃%∀%&∋(∃%∀)∗∋+%(,&−(∋.+%∀∃(∀)∃%∀/.0(∃%1)2)∃&%,3−

!∀#∃%&&%∋()!∀#∃%!&%&∗+,#%−,∋.)∗/.)∃%)−,0,()1,&&%)∃/∋.)+/)2#13%)∗−414∃%∋(%)&/#.)∗+5.)(/−∃6)∋,5.).%−,∋.)/&%∋4.)7)

∃,∋∋%−)∃%.).5#(%.)∃8#∋.(−51(#,∋.)7)5∋),−∃#∋/(%5−),5)7)+/)1/+15+/(−#1%)999)

:∋)−%∃,∋∋%)1#;∃%..,5.)∋(%∃#)∗+%,&)!∃∗−#.∗)∀!∃%,#%−∀/∀∗%0)<)

)

)

)

)

)

=,5−)>)&4&,−#.%−)?)+%)∋,&0−%))+!∗−1%2(−%∋&#∗)∋)∃(∗+#−3),∋)∗%5()#&/≅#∋%−)4#&)∋%+∃∗).(,1Α4)∃/∋.)5∋%)>0,Β(%;&4&,#−%?9)))

Χ%)&∆&%)∗,5−))+%.)−4.5+(/(.)∃%.)1/+15+.)∃%.)#∋.(−51(#,∋.))!)6))∀))%())#))9)))

Ε#∋.#6)∗,5−)1%()/+≅,−#(3&%6),∋)∗%5()1,∋.#∃4−%−)Φ5%)Φ5/(−%)0,Β(%.)∀,∋()∆(−%)5(#+#.4%.)<))

! +/)0,Β(%)!)<)2∀#−%∋+%!∀5/−+%+!∗−1%2(−%∋&#∗)∋)∃(∗+#−))

! +%.)0,Β(%.))∀6))#∃%()%))<)∗,5−)13/15∋)∃%.)−4.5+(/(.)∃%.)1/+15+.)∃%.)#∋.(−51(#,∋.))!)6)∀)%()#)9)))

40))Χ/∋.)1%((%)Φ5%∃∗)∀!3%∀!%∃#22∀∃+%4#+%∋&#∗)∋)∃(∗+#−%+!∗−+%∋(%6(∋+#−%%78%%%)

) Ε#∋.#)+/)0,Β(%;&4&,#−%)!))1,∋(#%∋()&/#∋(%∋/∋()+/)∀/+%5−)Γ9))Η,&∗+4(%−)+%.)/5(−%.)0,Β(%.;&4&,#−%.)∗/−)+%5−)1,∋(%∋5<))

a

  8  

b

....

c

....

d

....

−

50− Ι%1,&&%∋1%−)+/)Φ5%.(#,∋)∗−414∃%∋(%)%∋).5∗∗,./∋())

) ) Φ5%)+%)∋,&0−%)%∋(−4)%.()ϑ)<)

a

....

b

....

c

....

d

....

−

60−−Η,&∗+4(%−)+%.)∗,#∋(#++4.),7−+∋&∀&347∋−8−6(4∗+,−9∃&3−∀,−

− − 7∃)−:,−∀4−5∃;∋,−<%262:,7∋,−Κ%()5∋%)/5(−%).#)∋41%../#−%Λ)

a b

a - 4

c

.......

d

.......

−

:0))9&#∗)∋)∃(∗)∀!%,+%.+∃%/∀:∗+∃%6(%2+−5+∗∗−+%,+%−11.−)−+%∋+∃%)!∃∗−#.∗)∀!∃%∃∀#∃%#!+)/5(−%)2,−&%6))∗+5.)∗−,13%)∃%.)

)) ) #∋.(−51(#,∋.).∗41#2#Φ5%.)/5Μ),5(#+.)Κ,−∃#∋/(%5−),5)1/+15+/(−#1%Λ)Φ5%)∋,5.)5(#+#.%−,∋.9)))

) ) Ε)!∃)%∋&)!∃∗−#.∗)∀!%)!!∀!!>)#∃%&∋()!!∗!+!!,&!−%./)(!.0.%)120!?))∃%∀#%∋()<))>).(∋∋)(!,!!!+!3,−2!/)?9)

) ) Η%)Φ58#+)2/5()1,&∗−%∋∃−%)∃%)+/)2/Ν,∋).5#∀/∋(%)<),∋).,5.(−/#()Ο)7)+/)∀/+%5−)Φ5#)%.()∃/∋.)!)%(),∋)&%()+%)−4.5+(/()∃%)

)) ) 1%((%).,5.(−/1(#,∋)∃/∋.)∀9)

) ) :∋)∗%5()2,−&5+%−)/5(−%&%∋()%()∃#−%)∗/−)%Μ%&∗+%)<)>)/!4)(−3!5,!6,5(&)!,!!!+)?))),5))>))(.45,7()!/))4,)!,!!!+)?9)

) ) Η,&∗+4(%−)+%.))9999))1#;∃%..,5.))∗,5−)∃#−%)1%)Φ5%)∃%∀#%∋∋%∋()+%.)#∋.(−51(#,∋.))∀))%()#))/∀%1)1%((%);(<∀!%,&1.−)−+8)

) ) ∀!8&5∋1451()!5(!)02&5∋,∋!4)0703(−∋!4,)!5(!−%./)(!!.0.%)120!!!!!∃%∀#%∋()<))>)∃∃.(∋∋)(!!999999999999999999999))3,−2)9999)?))))!

) ) #)#∃%&∋()!9!,&!)02&5∋,∋!4)0703(−∋!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!)∃%∀#%∋()<))>))999999999999999999999999999999999999999999999999999?)

) ) )

∃!∀#∃%&∋#()∗)+,−./+/0%.#−()∋#)∋1&&#()−&)&1∃2(#!

%!80.%)12()!5(!−%./)(!3%−−0!

!!#∃%&∋()!!∗!+!!,&!−%./)(!.0.%)120!

∀!8&5∋1451()!5(!)02&5∋,∋!4)0703(−∋!4,)!5(!−%./)(!!.0.%)120!

#!#∃%&∋()!9!,&!)02&5∋,∋!4)0703(−∋!

&!3&&1&4#()+#)∋#(&/#()(50−+.%.)∗)+,−./512,∋(&)!

57



!∀##!∀#∃%&#∋()∗∋%+&#∃!∃∃∀∋∃∀∃,∀)−∀&∋∃.∋(∀∃(/#)0/∀#∃∀&∃)&∀∃#∀)1∀∃∗+00∀∃1∀∃0+&∋(∀∃1∀∃∋231∀2)∃∗%45∀##+)#6∃

∃ 7+0,1/∋∀(∃1∀#∃∃666∃∃5∀#∃%&#∋()∗∋%+&#∃∃#!∀!∃!!∀∋∃%∃8,+)(∃%9∃+&∃2∋∋∀&5∃)&∃−∀(3∀∃∃!∀#∃%&&∋∃(#%)!∗#∗!+,−#.!#+/−∀0(∃,∗(−∋∀#&6:∃

∃

;&#∋()∗∋%+&#∃/∗(%∋∀#∃∃

∀&∃12&<2<∀∃∗+)(2&∋∃

=∗(%∋)(∀∃,(+∗>∀∃5∀∃∗∀11∀#∃5∀#∃

+(5%&2∋∀)(#∃∀∋∃∗21∗)12∋(%∗∀#∃

∃%&&!∋()∗+!,#

1!((!#2∗∃−(,∃!#∀/!0(#&%0#34−52!67##!++!#&!,(#)%∃−!∃#0!+∋∀#+!0#8%∀,!+0#

)∋%1%#/#6∃1/!0(#,∀!#2∗∃−()(∀∃%&∋∀(0/5%2%(∀∃∀&∋(∀∃1∀∃12&<2<∀∃∗+)(2&∋∃

∀∋∃1∀#∃5%??/(∀&∋#∃12&<2<∀#∃5∀∃,(+<(2002∋%+&∃#)(∃+(5%&2∋∀)(∃+)∃

∗21∗)12∋(%∗∀6∃

!!!!∀#∃%&∀∋()(∗+,−.∗./∃−∀,∋(&∀!

!! ! #∃%%&∋!(%!%∃)∗∋&!

&!+%,∋&∋!−!!

9/−∀0(∃,∗(−∋∀#−∋(+!+#!∃∃#%<&%?%∀∃∋(+%#∃∗>+#∀#∃≅∃∃

Α:∃∀11∀∃,∀(0∀∋∃5∀∃5∀02&5!∃#:#+/,(−+−0%(!,∃#./!∀(∃!∃#,∀!#)%+!,∃∃

Β:∃∀11∀∃5/?%&%∋∃1∀∃&+0∃5∀∃12∃3+Χ∋∀∃52&#∃12∆)∀11∀∃−2∃.∋(∀∃(2&</∀∃12∃

∃∃∃∃∃∃2&∋∀0!#.!#+/,(−+−0%(!,∃#∃

;<#!++!#0(∋∗=!#+%#)%+!,∃#!∀(∃2!#&%∃#+/,(−+−0%(!,∃#.%∀0#+%#>∋?(!#!∀#

!∀#∃%&∋()∀∗#∃%+∀#,∋−∃.%/#%,)∗−∗∃∋%0−,)1)%−2∗#∃)(,&)∗∃%#&#∋!()(∗#!#+#

,%#∗−%&/#)(∋(∀%%∀,∃∃∗%%−2∋30(∋∃∃∗/#%4.(∗−#!+/#01(#!1∗!#2−#343−#)−%)∀#

∀!! ./)∃∋01&∋!2&!%∃)∗∋&!#∃%%/!

∋!! 34∃(,&∋!!5!6!!−(!%∃)∗∋&!!

! ! )/)∃∋01/!
(!.&,,∋&!−!0!6!#−%1!∗∃!

1≅%∗,∀#.!#∗!0#∗%+∗,+0#0/!44!∗(,!#!∀#,(−+−0%∀(#,∀#∀∋8>∃!#.2Α:#∃%∀52#

52&#∃)&∀∃3+Χ∋∀6∃∃

7>2∆)∀∃(/#)1∋2∋∃∀#∋∃(2&</∃52&#∃)&∀∃2)∋(∀∃∃3+Χ∋∀6∃

Ε∃Φ∀∋∋(∀∃!∃Β∃Γ∃52&#∃5∃Η∃#%<&%?%∀∃5∀)Ι∃∗>+#∀#∃≅∃∃

! +&∃#+)#∋(2%∋∃Γ∃ϑ∃12∃−21∀)(∃∆)%∃∀#∋∃52&#∃!∃∃

! +&∃,12∗∀∃1∀∃(/#)1∋2∋∃52&#∃5#∃

∃

)!!.(2,0720&∋!2&!∋/1(2,−,!

!! ! 7∋/8/#&%,!7−∋!2&!%∃)∗∋&!!

! ! )/)∃∋01/!

#!.&,,∋&!9999999999999!#−%1!8∃!

∗!! 34∃(,&∋!:!−(!∋/1(2,−,!!

! ! 7∋/8/#&%,!
∃!.&,,∋&!999999999999!#−%1!#!

+!! 3%%∃%8&∋!2&!#&∋%0&∋!∋/1(2,−,!

! ! !3!∗+,−.∗./∃−∀,∋!
%!!9999999999999!!!#!

!2∃−21∀)(∃∗+&∋∀&)∀∃52&#∃12∃3+Χ∋∀∃6∃∀#∋∃2&&+&∗/∀6∃

8%((!∀(−∋∀7#∗!#∀/!0(#&%0∃2!∃2−77∗−∃6∃∃∆)%∃∀#∋∃2&&+&∗/∀:∃

5#%(∋#&/#)(∋(∀%∀,∃∃∗%−2∋30(∋∃∃∗/#%4#899(:;−∗#6#+#01(#!1∗!#2−#343−#

)−%)∀#
 

 

 

 

.//0∗1)(∗%∋###Κ&∃(∀5+&&∀∃∗%4.!00∋,0#+%#+−0(!#./−∀0(∃,∗(−∋∀0#.,#∃∋>∋(#Χ#5∀∃12∃?%∗>∀∃,(/∗/5∀&∋∀6#

∃

∃

∃

∃

∃

=∗(%(∀∃1∀#∃%&#∋()∗∋%+&#∃∗+00∀∃+&∃−%∀&∋∃5∀∃1∀∃?2%(∀∃52&#∃1∀∃∋231∀2)∃5∀∃12∃∆)∀#∋%+&∃∀:6∃

∃

∃

∃

∃

∃

∃

∃

∃

∃

=&∃?2%∋∃+&∃2)(2%∋∃,)∃&Λ)∋%1%#∀(∃∆)∀∃∃5∀)Ι∃3+Χ∋∀#40/0+%(∀#∃≅∃)&∀∃,+)(∃12∃−21∀)(∃∀&∋(/∀∃,2(∃1Λ)∋%1%#2∋∀)(∃∀∋∃1Λ2)∋(∀∃,+)(∃12∃∃

(/,+&#∀∃ϑ∃2&&+&∗∀(6∃=∗(%(∀∃∗%45∀##+)#∃1Λ%&#∋()∗∋%+&∃Β∃,+)(∃∆)∀∃1Λ21<+(%∋>0∀∃#+(∋∀∃12∃(/,+&#∀∃∆)∀∃5+&&∀∃1∀∃(+3+∋∃Α6∃

∃

∃

!!!∀#∃%&∀∋()(∗+,−.∗./∃−∀,∋(&∀(&1%%∀∋(,%(%1#2∋∀!

∀!./)∃∋01&∋!2&!%∃)∗∋&!#∃%%/!!

∋!34∃(,&∋!!5!;!!−(!%∃)∗∋&!)/)∃∋01/!

)!<−28(2&∋!2&!8−∋∋/!#(!∋/1(2,−,!7∋/8/#&%,!

∗!34∃(,&∋!=!−(!∋/1(2,−,!7∋/8/#&%,!

+!3%%1%4∀∋(∗∀(&∀∋%.∀∋(∋5/,∗−∃−()(∗+,−.∗./∃−∀,∋!

&∃

(!!
!

&∃=&∋(∀(∃!∃

(!!!

#!Μ+(∋%(∃5∃

58



!∀#∃%&∋()&∗+,−./0−!∀#∃%∀%&∋(∃%∀)∗∋+%(,&−(∋.+%∀∃(∀),1−23%&34∀,1−

!∀#∃%&∋&%()∗%∀+,∗%−∗./#∀%,∗01+,∗∗2∗∗4∃5∋,6)7)∃&%,−−!∗∗3∗4&/,∗%∀+,∗∗0&#1−#∀%,∗.−∗1&∗2∗∗23%&34∀,∗∗!∀∗35∗

89,%:&:,−;−−

30∗∗6%∗0#∀0∀,−∗7/8.−,,∀+,∗+%∗&19∀#/(:4−5−!∀#∃%&∋()∗%(+∗,∗∗−∗∗
∗

;19∀#/(:4−∗ ∗ <∀%(−%+∗.−,∗23%&34∀,1∗1/9%−∗0&#∗1/9%−∗
∗

−%(#−#∗x∗ ∗ x∗=∗>∗ ∀

4−((#−∗∗x∗.∗?∗.&%,∗∗!∗ ∗ x∗/∗∗,∗ ∗∗∗∗!∗/∗,∗ ∀

4−((#−∗∗≅∗!∀!∀.&%,∗∗#∗ ∗ x∗/∗,∗∗ ∗∗∗∗!∗/∗∗,∗∗ #∗/∗,∗ ∀

4−((#−∀∀#∀Α∗>∗.&%,∗∃∗ ∗ x /∗,∗∗ ∗∗∗∗!∗/∗∗,∗∗ #∗/∗,∗∗ ∗∗∗∗∃∗=∗555∗ ∀

,∀#(/#∗∃∗ ∗ ∗ Β+−11−∗∋&1−+#∗−,(∗&%%∀%7∃−∗Χ∗∗,∗∗∗∗

−

40−−Β+−∗,∀#(∗7−(∗&19∀#/(:4−∗,/∗∀%∗−%(#−∗∗∗8∗∆∗Χ−−−///−

:0− <∀401∃(−#∗7−((−∗&+(#−∗∃7#/(+#−∗.+∗4Ε4−∗&19∀#/(:4−∗Φ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗7:∀/,/#∗+%∗%∀4Γ#−∗∗∗∗∗∗

− − − − − − − − −−−−−−−−−−−−−−,∀+,(#&/#−∗?∗&+∗%∀4Γ#−∗7:∀/,/∗

− − − − − − − − −−−−−−−−−−−−−−////////////////////−
− − − − − − − − −−−−−−−−−−−−−−////////////////////−
− − − − − − − − −−−−−−−−−−−−−−////////////////////−

89,%:&:,−<−− −

01∗2∀1+345)(∗%67%8∀)3∋9#(∗2387∀%(#−∗Φ∗−

−

Β+−∗,∀#(∗7−(∗&19∀#/(:4−∗,/∗∀%∗−%(#−∗∗Η∗:∗∗,,∗∗∗∗∗∗∗∗;∋∗+3∗∀1∗(1∋)(∗∗8∗>∗:∗∗,,∗

∗

89,%:&:,−=−−

6%∗7∀%,/.Ι#−∗1−,∗ϑ+&(#−∗&19∀#/(:4−,∗7/8.−,,∀+,5∗

;19∀#/(:4−∗Κ∗ ;19∀#/(:4−∗≅− ;19∀#/(:4−∗>∗ ;19∀#/(:4−∗?−

Λ%(#−#∗∗%∀

Μ−((#−∗∗≅∗%∀∗.&%,∗∗!∀

Μ−((#−∗∗!∀Α∗>∀.&%,∗∗#∀∀

Ν∀#(/#∗#∀

Λ%(#−#∗∗%∀

Μ−((#−∗∗≅∗%∀∗.&%,∗∗!∀

Μ−((#−∗∗!∀Α∗>∀.&%,∗∗!∀∀

Ν∀#(/#∗!−

Λ%(#−#∗∗%∀

Μ−((#−∗∗≅∗%∀Α∗>∗∀∗.&%,∗∗!∀

Ν∀#(/#∗!−

Λ%(#−#∗∗%∀

Μ−((#−∗∗≅∗%∀Α∗>∗∀∗.&%,∗∗%∀

Ν∀#(/#∗%−

− − − −

30−−Λ7#/#−∗,∀+,∗7:&ϑ+−∗&19∀#/(:4−∗1&∗1/,(−∗.−∗(∀+(−,∗1−,∗∋&#/&Γ1−,∗+(/1/,∃−,5−

40−−Ο∀+#∗7:&ϑ+−∗&19∀#/(:4−)∗.∀%%−#∗7/8.−,,∀+,∗1&∗∋&1−+#∗,∀#(/−∗,/∗∀%∗−%(#−∗Η∗5∗

;19∀#/(:4−∗Κ∗ ;19∀#/(:4−∗≅− ;19∀#/(:4−∗>∗ ;19∀#/(:4−∗?−

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ Β+−∗#−4&#ϑ+−8(8∀%∗Χ∗∗,,,,,,,,,,,,,−∗

∗ ∗ Π&∗#−4&#ϑ+−∗0#∃7∃.−%(−∗#−,(−8(8−11−∗∋#&/−∗ϑ+−11−∗ϑ+−∗,∀/(∗1&∗∋&1−+#∗−%(#∃−∗Χ∗∗,,,,,,,,,,,,,−∗

∗ ∗ Θ+,(/Ρ/−#5∗∗,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,−∗

 

−%(#−#∗! 

4−((#−∗∗>∗!∀!∀.∗Κ∗∀.&%,∗∗! 

Ν∀#(/#∗! 

 

59



!∀#∃%&∋()&∗+,−./0−1−−−

!∀#∃%&∀∋(&∋)∃∗∋+,∃−∋.(/#∀0∋(),2−34%&%,−∃+−)∃5&6&,%−+7−8∀#∃%&∋(),−

9:,%4&4,−−;− −

!∀#∃%∀&∋()∗+#,−.,/%∗∋012+##∃∋3(+&&%4&##−

5.∀&#,.#6∗+2∋)∗+#,∋/∀+7#%∀#.#8∃∗∋0#,.#,∋&0+#(+#0%40+&#,+&#9.∗∋.:,+&#40∋,∋&8+&#6.∗#,.#&4∋0+;#

<8%&8=∀,>−−

# !#7#∀#7###7#∃###
80##<∋#%∀#+∀0∗+#,+&#9.,+4∗&##=#7#>#+0#??#7#≅4+,,+#9.,+4∗##&%∗0#∃+0#.,/%∗∋012+#Α#;;;;;;;;;#

?3=+∋−# − =0−−Β4+#∗+6∗8&+∀0+#,.#9.,+4∗#&%∗0∋+#6.∗#∗.66%∗0#.4Χ#0∗%∋&#9.,+4∗&#+∀0∗8+&#Α##

# +∀0∗+∗#!# # # ;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;#

# +∀0∗+∗#∀# # #####∆+#:40#(+#∃+0#.,/%∗∋012+#+&0#(%∀∃#!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!∀∀#

# +∀0∗+∗### #

% ∃#6∗+∀(#,.#9.,+4∗##
!#Ε#∀#Ε##

Φ
# %

% &%∗0∋∗#∃# %

≅&7−− −

9:,%4&4,−−Α−

Γ∀#6∗%Η+&&+4∗#.#(%∀∀8#0∗%∋&#(+9%∋∗&#Ι#&+&#8,)9+&#.4#?
+∗
#0∗∋2+&0∗+;#ϑ%22+#,+#(+∗∀∋+∗#(+9%∋∗#.#(4∗8#Κ#1+4∗+&7#∋,#,4∋#

.ΗΗ+∃0+#,+#∃%+ΗΗ∋∃∋+∀0#Κ#7#0.∀(∋&#≅4+#,+&#(+4Χ#.40∗+&#%∀0#6%4∗#∃%+ΗΗ∋∃∋+∀0#?;#

80− Λ0∋+∀∀+#.#+4##?Κ#+0#?Μ#.4Χ#(+4Χ#6∗+2∋+∗&#(+9%∋∗&#+0#?=#.4#(+∗∀∋+∗;#Β4+,,+#+&0#&.#2%Ν+∀∀+#Α#!!!!!∀#

=0−− Ο∗%6%&+∗#∃∋3(+&&%4&#4∀#.,/%∗∋012+#≅4∋#Π−

! #∃%&∋#∃()(∗+,−.∗./&−∃,0(#+∃∋−0∃0((/,11∃//.2∃%∃∋−(3(∋4%50∃/6(1400∃/74∋#&∋−(&,8(−04./(∋4−∃/(#+,∋(9∗:2+#

Θ%∀#∃%∀&∋(8∗+∗.#≅4+#,.#(+∗∀∋)∗+#+∀0∗8+#+&0#∃+,,+#(4#(+∗∀∋+∗#(+9%∋∗Ρ;#

! .ΗΗ∋∃1+#,.#2%Ν+∀∀+#0∗∋2+&0∗∋+,,+#(+#∃+0##8,)9+;#

<8%&8=∀,>−−

# #

#

?3=+∋−#

# #

# #

# #

% %

%

%

#

% #

≅&7−−

#

#

#

60



!∀#∃∀%&∋()

!∀#∀∃∀!

∗+%,−))

!∀∀%&∋()(∀!∀

∀∀∀%&∋()(∀∃!

#∀∀∗)∋∋()∀∃∀+,&−∀!!

∃∀∀∗)∋∋()∀!∀+,&−∀∃∀

%∀∀!../01)(∀2∀!∀3,4∋∀5∀2∀

&∀∀67(∋/(∀!∀

∋∀∀!../01)(∀2∀∃∀3,4∋∀5∀2∀

(∀∀67(∋/(∀∃∀

.∃/)

!∀#∃∀%&∋()

∀

∗+%,−))

%&∋()(∀!)

%&∋()(∀∃)

∀

∀

∀

∀

∀

!../01)(∀2∀!∀3,4∋∀5∀2∀

67(∋/(∀!∀∀

!../01)(∀2∀∃∀3,4∋∀5∀2∀

67(∋/(∀∃))

.∃/)

01∋#2∃2∋)3)

45∀∀!∀#∃%∃&%∋()∗#∃+,#∃%−./−0(#∀&1)∃%∋∀807&∋()∀5∀

65∀∀9,∀∀:1(,−)∀−4/3,&∋)∀)−∋8);;)∀3(,/)∀<∀∀∀

∀ ∀=∀2∃&%/−0(#∀&1)∃%∗∃#)∃&%,.3∋1/+0∃#%−∃4%5/−∃6#4%,∃%7%∃&%,∃%8%9∀∀∀∀∀

35))>7?:;≅∋)(∀;)∀∋,Α;),4∀0/8+)−−74−∀:,(∀;)−∀3,;)4(−∀+)−∀3,(/,Α;)−∀!∀)∋∀∃Β∀

∀ !∀ ∃∀

:/−∃6#4%∃+&#3∃4%∗/#%−.6&∀−∀4/&∃6#∀∀ Χ∀ ∆∀

Ε,;)4(−∀,:#;4%−.∀+4&#6∋&∀(+%#∀ ∀ ∀

Ε,;)4(−∀,:#;4%−.∀+4&#6∋&∀(+%∃∀ ∀ ∀

75) 2()∗−3&∃#%−.,;Φ7(/∋1?)∀0/8,∃44(64%,∃%4(#&∃%<6.∀−∀≅01,&Φ)∀;)−∀3,;)4(−∀+)∀!∀)∋∀+)∀∃∀)&∀4∋/;/−,&∋∀4&/Γ4)?)&∋∀;)∀∀

∀ 370,Α4;,/()∀4∋/;/−≅∀+,&−∀;Η,;Φ7(/∋1?)∀:(≅0≅+)&∋Β∀

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)

01∋#2∃2∋))7))))

Ι4);Γ4)−∀∀,?/−∀:(7ϑ)∋∋)&∋∀,.(#0/+∀4∃#%4&∀−≅ϑ74(∀+Η4&)∀−)?,/&)∀Κ∀;,∀?7&∋,Φ&)Β∀∀9,∀;70,∋/7&∀+)∀;Η,::,(∋)?)&∋∀07Λ∋)∀

ΜΝΝ∀)4(7−∀)∋∀;)∀.7(.,/∋∀1)Α+7?,+,/()∀∀:74(∀;)−∀()?7&∋≅)−∀?≅0,&/Γ4)−∀)−∋∀+)∀ΟΝΝ∀)4(7−∀:,(∀−Π/)4(Β∀!./∗∗/#&∃)∃+&%

∗∃#)∃&%,.13=∃#0∃#%>64<6.?%≅Α%∗∃#4(++∃4Β%%Χ−4%+∃%4/5∃+&%∗/4%∃+∋(#∃%∋()=∀∃+%,∃%∗∃#4(++∃4%∗/#&∀∋∀∗∃#(+&%?%∋∃%43>(6#Β∀

∀8∀∀ Ι4);∀−)(,∀;)∀07Λ∋∀∋7∋,;∀Θ;70,∋/7&∀Ρ∀.7(.,/∋Σ∀:74(∀01,04&∀+)−∀:,(∋/0/:,&∋−∀∀−Η/;−∀:,(∋)&∋∀∀Κ∀Τ∀<∀∆∆∆∆∆∆%%∀

∀∀∀∀∀∀ Ε.∀−4%∗/#&∃+&%?%Φ∀Γ%%∆∆∆∆∆∆∆∆Β∀

%8∀∀ Υ(7:7−)(∀∀4&∀,;Φ7(/∋1?)∀Γ4/∀5∀∀

! ,∃)/+,∃%,.∃+&#∃#%−∃%+()=#∃%,∃%∗/#&∀∋∀∗/+&4%∀

! −7(∋∀;)∀07Λ∋∀:,(∀:)(−7&&)Β∀

)

61



!!  

∀#∃%&∋()∗∋+,−!./0!1!!2(∋#∋3−&!,4!#%∃∋5∋−#!6−!7&%∃&8∗∗8(∋%4!!!!!!!!!!!

!

9:−&5∋5−!;!!

!∀#∃#%&∋(#)∗∀+,∀−)&#./∃.0,)1−23∗#+1∀#∃%%&∋%!()∗+,!%&∋%!#∃∋−!.&∗/∃%0!

!∀#1∀−),%41−#4∀∗#∀,45∗..∗#&+)1−4)∗#641#+,))∗78,∀%#(#+∗..∗#%4#.,01+1∗.#64∗#./,∀#5∃#4−1.17∗)!1!!

23%,∗∋),+&3%!()∗+,∃%!∃3!453656∃!)&∋∗53,!
7)∗+,∋∗∃!8∗&)9∃!#∃!)∃44∃%!#∃%!

&∗#+35,∃∋∗%!∃,!)54)∋45,∗+)∃%!
7)∗+,∋∗∃!%&∋%!4∃!4&6+)+∃4!!∀#∃%∃&!

!!!!∀#∃%&∀∋()(∗+,−.∗./∃−∀,∋(&∀!

!! ! ∀#∃∃%&!∋∃!∃#()&%∗!!
∀!+∃,&%&!−!!

!

#!! ./#∋,%&!!0!1!!−∋!∃#()&%!∀#∃∃2! ∃!(%,,&%!!−!0!1!∀−∃3!)!

%!!4∋5,6756%&!5%!&23∋5,−,!7&282∀%∃,!7−&!

!! ! 5%!∃#()&%!∀#∃∃2!
&!(%,,&%!)!9−!!∀−∃3!8!

∋!! ./#∋,%&!:!−∋!&23∋5,−,!7&282∀%∃,! (!(%,,&%!!8!;!:!∀−∃3!∀!

)! .∃∃#∃8%&!5%!∀%&∃6%&!&23∋5,−,!<!

!! ! ∗+,−.∗./∃−∀,∋!
∗!!=#&,6&!∀!

!

80!!:&/85∗∃∗!4∃%!()∗+,∋∗∃%!#∃%!;
</∃

!∃,!=
</∃

!)&4&33∃%!1!0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000!

! ! 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000!

!

<0!!>∋?∗+∗!4∃!4&6+)+∃4!!∀#∃%∃&!∃,!()∗+∗∃!)∃,!546&∗+,9/∃0!

50!!9∃∀+∗)#./∃.0,)1−23∗#∗−#∗∀−)∗)#4∀∗#5∃.∗4):#!

! ! ≅(∗+.+∃∗!45!)&9(∗∃3)∃!#∋!∗(%∋4,5,!1!00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000!

!

9:−&5∋5−!=!

>3!5!()∗+,!)+∀#∃%%&∋%!∋3!546&∗+,9/∃!%&∋%!!∀#∃%∃&0!Α∃!,∗5#∋+∗∃!∃3!453656∃!)&∋∗53,0!

!

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9:−&5∋5−!>!

;∗8)∗∀%)∗##./∗<∗)+1+∗##=#%∗#.∃#>1+2∗##?#:##!

≅+)1)∗#./∃.0,)1−23∗#7,47#!∀#∃%∃&∋!8∋+%!453)∃∗!4∃!8∗&6∗5//∃!8&∋∗!)&/84(,∃∗!4∃!,5Β4∃5∋!)+∀#∃%%&∋%!1!

Χ&/Β∗∃!#∃!85∗,+)+853,%! ∆! ;! =! Ε! Φ! Γ! Η! Ι! ϑ! ∆Κ!

:&Λ,!85∗!85∗,+)+853,! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !

!

!

!

 

62



!∀#∃%&∋()&∗+,−.−/−0−1−−−

!∀#∃%&∋()&#∗∃++,−−#++.++/0∗∋%++.−−2−−−

34,%5&5,−−6− !∀#∃%∀&∋()∗+#,−.,/%∗∋012+#∃∋!∀#∃∃%&∃∋(∋∋−

78%&89∀,:−−

x , y 

;<9+∋−∋

)∗+,#,∋∋x 

−.∋∋∋x /∋0∋12%,∃∋∋3#++,#∋4∋x∋5∋0∋∀1∗∃∋∋y∋

−.∋∋∋x 6∋0∋12%,∃∋∋3#++,#∋74∋∀1∗∃∋∋y∋

−.∋∋∋x 8∋0∋12%,∃∋∋3#++,#∋∋9∋3∋:∋x ∀1∗∃∋∋y∋

−%,+.,∋y∋∋ ∋

=&>−−
−

∋ ∋ ∋ ;%3<2=+#,∋(∋∋

>12#&,∋#∗+,=#∋ :?4∋ 7≅∋ 0∋ Α∋ 4∋

>12#&,∋1∗∗%∗Β=#∋ ∋ ∋ ∋ ∋ ∋
−

34,%5&5,−−?−

Χ#∃∋13.∃∋∆&.∋∃%&Ε1.+#∗+∋%,Φ1∗.∃#,∋&∗∋&45%6∗#.67#&8%∗0&#(−1∋9+∗#%∗+∋1<<,.∃∋∆&#∋<%&,∋∀#∃∋Φ,%&<#∃∋∀#∋<2&∃∋∀#∋Γ∋<#,∃%∗∗#∃∋

2#∋Η%,Η1.+∋Ε#Ι∀%31∀1.,#∋<%6∗#,+&#∗+2%∀04+&#24∃.∀∋:6+&##&−4,)9+##;#<=>#?#.6#,∋+6#(+#≅>>#?Α∋

!∀#∗.88+,,+##:6+#,+#∃%Β0#(+#,%∃.0∋%∀#(+#,−.88.∗0+2+∀0#&+#2%∀0+#;#Χ>>#?Α∋

ϑ,%<%∃#,∋6∀#.,/%∗∋012+#:6∋#(+2.∀(+#(−+∀0∗+∗#,+#∀%2∆∗+#(+#8.∗0∋∃∋8.∀0&#.6#&45%6∗#+0#:6∋#.∀∀%∀∃+#,+#8∗∋7#0%0.,#8.∗#

<1,+.Β.<1∗+Κ∋

∋

∋

∋

∋

34,%5&5,−−≅−−−−−−−Λ∗∋Β%∗∃.∀Μ,#∋2Ν12Φ%,.+Ε3#∋Β.!∀#∃∃%&∃Κ∋−

78%&89∀,:−−

!∋?∋∋x∋∋∋

;<9+∋−∋

#∗+,#,∋∋∋x∋

∃.∋∋∋∋x   #∃+∋.∗Η=,.#&,∋%&∋=Φ12∋Ο∋40≅∋∋∋∋12%,∃∋∋∋3#++,#∋∋Π9  ∀1∗∃∋! ∋

∃.∗%∗∋  ∋∋3#++,#∋∋Π9∋5∋Θx∋3∋40≅Ρ∋Σ∋≅?:Τ∋∋∀1∗∃∋∋<∋

∃%,+.,∋∋!∋∋

=&>−−

6Α∋Υ&#22#∋ς12#&,∋∋∃%,+∋Β#+∋12Φ%,.+Ε3#∋∃.∋%∗∋#∗+,#∋∋74:∋Ω∋∋ΚΚΚΚΚΚΚΚΚΚΚΚ∋

?Α∋Υ&#22#∋ς12#&,∋∋∃%,+∋Β#+∋12Φ%,.+Ε3#∋∃.∋%∗∋#∗+,#∋∋49≅∋Ω∋∋ΚΚΚΚΚΚΚΚ∋∋∋∋∋∋∋∋∋−.∋%∗∋#∗+,#∋∋40≅∋Ω∋∋ΚΚΚΚΚΚΚ∋∋∋∋∋∋∋∋∋−.∋%∗∋#∗+,#∋∋::≅∋Ω∋∋ΚΚΚΚΚΚΚΚ∋∋

≅Α∋ΧΝ1Φ#∗Β#∋∀#∋2%Β1+.%∗∋∀#∋ς%.+&,#∃∋∀#∃%&%∋∋<%∃∃Μ∀#∋&∗∋2%Φ.Β.#2∋<#,3#++1∗+∋∀#∋Β12Β&2#,∋2#∋Β%Ξ+∋!∋Ε+∀#?Φ∋∋∀#∋2%Β1+.%∗∋∀Ν&∗∋

ς=Ε.Β&2#∋<%&,∋x∋Ψ.2%3Μ+,#∃∋<1,Β%&,&∃Κ∋Χ#∋2%Φ.Β.#2∋&+.2.∃#∋<%&,∋Β#21∋2Ν12Φ%,.+Ε3#∋∀=Β,.+∋Β.!∀#∃∃&∃Κ∋∋

∋ )∗∋∀=∀&.,#∋2#∃∋.∗Η%,31+.%∗∃∋31∗∆&1∗+#∃∋∀1∗∃∋2Ν#∗Β1∀,=∋∋Β.!∀#∃∃%&∃∋(∋∋∋

!∀#∃%∃&∋
()∗+,∋−.∋%∃&)#+∃/∋0∋∋∋∋∋111∋∋∋∋∋!∋

2.∋#)∗+,∋3.∗4.#∋−.∋3)∗&∃∀∗+∗∋∋∋∋∋111∋∋∋∋5+%∃46#∗.71∋
8%∋,)∀#∋&∃43#.∗∋∋∋∋∋111∋∋∋∋∋∋∋!∀#∃%∀&∋()∗+,%−∀

7∀33%94./#)+∗.1∋

63



!∀#∃%&%#∋(∋ !∀#∃!∀#∃!%∃&∋!()!(#∃∗∀∋%+∃#(%+∋∋,)!(−(.∗∃∋()!(/0(%1∗.!∋(.2∗.3∀(!#(∋!(%∃+%+∋!()4∗∋∋3∃!∃(1!(#∃∗∀∋%+∃#(

%#&∃&∋(()∗+#∗&∃∃)43∀!(563&%!()!(∃3789:(;2∗63!(.∗∃(∋!(1+3!(<00(=(#+3#(.+>%∃&∋:∋

)∗∋ ,∋#−∃#&+∃−#∃∀)./∗#∃.012.0−∃%#∃&∋(()∗+#∗&∃3∋#∃4#++#∃#∀+∗#(∗2&#∃(#∋+∃+∗0∀&()∗+#∗∃5∃∃666666666666666666∃

+∗∋ 7∀∃&∋(()&#∃3∋#∃∃89∃∃&∋(()∗+#∗&∃&#∃∗#∀%#∀+∃0∋∃&+0%#6∃,∋#−∃#&+∃−#∃4):+∃()∋∗∃4;04∋∀∃%<#∀+∗#∃#∋1∃5∃∃666666666666666666∃

,∗∋=>.#∃∃3∋#&+2)∀∃0?#4∃∃≅Α9∃&∋(()∗+#∗&∃∃Β∃∃∃666666666∃∃∃∃6∃Χ∋2&∃0?#4∃∃≅∆9∃&∋(()∗+#∗&∃Β∃666666666∃∃∃

(∗∋ Ε1(−23∋#∗∃4)..#∀+∃∃%Φ+#∗.2∀#∗∃−#∃4):+∃(0∗∃(#∗&)∀∀#∃3∋0∀%∃)∀∃4)∀∀0Γ+∃−#∃∀)./∗#∃Η∃%#∃&∋(()∗+#∗&6∃

∃ 666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666∃

∃ 666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666∃

∃ 666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666∃

∃ 666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666∃

∃ 666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666∃

−∗∃ Χ∗)()&#∗∃42Ι%#&&)∋&∃∋∀∃0−ϑ)∗2+;.#∃3∋2∃0ΚΚ24;#∃−#∃4):+∃(0∗∃(#∗&)∀∀#∃∋∀#∃Κ)2&∃3∋<)∀∃0∃#∀+∗Φ∃−#∃∀)./∗#∃%#∃&∋(()∗+#∗&∃

∃∃ Λ∃+∗0∀&()∗+#∗6∃

  

64



!∀#∃∀%&∋()

!∀#∃#!%##&∋##(####

∗+%,−))

!##)∗∗+,−&(#.#/011&2##3&#!(+4#+1+∋+53#6#

∀##71∋(&(##!∀##

###(#!(&18#35#953&:(##!∀#;#<∃=#

∃##!%##!(&18#35#953&:(##!∀#!#(#

%##)∗∗+,−&(#.#>&#!(+4#5!(?≅#(Α8:,∋+01#&≅∋#Β#6#

&##)∗∗+,−&(#!%#

.∃/)

!∀#∃∀%&∋()

!∀#∃#!%###

∗+%,−))

!#)∗∗+,−&(#.#/011&2##3&#!(+4#+1+∋+53#6#

∀#

##

∃#)∗∗+,−&(#.#>&#!(+4#5!(?≅#(Α8:,∋+01#&≅∋#Β#6#

%##

.∃/)

!∀#∃∀%&∋()

!###

∗+%,−))

!#)∗∗+,−&(#.#/011&2##3&#!(+4#+1+∋+53#6#

∀#

##

∃#)∗∗+,−&(#.#>&#!(+4#5!(?≅#(Α8:,∋+01#&≅∋#Β#6#

%##

.∃/)

0&12#∃−34∋()5)6)7)8))932∃(∃#)&∋():∀#∃∀%&∋()

;<∋#=∃=∋)>)

∀#∃%&∋()∗∗)+&∃,)−.#,)∃/∃∗)∗∃0123)∗∃,405&6&)∃+#∃.17∋&689−)∃:+6∃##Β##############)

! ,)−.#,)∃,4)#8&)&∃+#∃#∋−;&)<∃:+6<∃%∋+&∃14+8616∗.8)+&<∃&)%&0∗)#8)∃+#∃%&6=∃)#∃)+&∋∗>#

! ,53,:3&#&∋#5∗∗+,−&#3&#10:9&5:#!(+4#5!(?≅#590+(#5!!3+Χ:Α#:1&#(Α8:,∋+01#8&#=<#∆#

∀7##7∋+&11&∃#:1#Α3?9&∃#5#Α,(+∋#14.17∋&689−)∃56Ε,01∋(&#Β##

/+(&#,&#Χ:&#(&!(Α≅&1∋&1∋##!∀#∃#!%##&∋##( 851≅#3&#,01∋&4∋&#8&#

14)=)&565)#Β#

ΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦ#

ΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦ#

ΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦ#

Γ+#01#&1∋(&#35#953&:(#∀%<∃#Χ:&3#10ΗΙ(&#.((659)∃14.17∋&689−)∃#

,4?86)##)#ϑ#ΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦ#

Γ01#53Κ0(+∋−Η&##≅&ΗΙ3&Ε∋Ε+3#,0((&,∋#ϑ#ΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦ#

#

%7) ≅.∃3∋6∗6#)∃,4?86)##)<∃Α.&6)<∃(.68∃∃1.∃&)−.&:+)∃∗+63.#8)#Β##

.#Λ0:(Χ:0+#!(&18(&#∋(0+≅#95(+5Ι3&≅#!0:(#Α,(+(&##

14.17∋(+∋−Η&#Β∃Χ)∃#4)#∃.6∃+8616∗0∃:+)∃,)+=>#6#

∆∋−%108)&∃14.17∋&689−)∃,)∃Α.&6)#Β#

)

)

)

=7##Μ:51∋#Ν#Ο0Η∃#:1#5:∋(&#Α3?9&∃#+3#5#(Α:≅≅+#Ν#Α,(+(&#:1#

## 53Κ0(+∋−Η&#Χ:+#∗01,∋+011&#&1#:∋+3+≅51∋#:1&#≅&:3&#

# 95(+5Ι3&Φ##∆∋−%108)&∃14.17∋&689−)∃,)∃Ε∋−#Β##

)

;<∋#=∃=∋)?))>0(≅#8Π:1#,01,0:(≅∃#Θ<#,518+85∋≅#01∋#!5≅≅Α#:1&#Α!(&:9&#8&#Η5∋−ΑΗ5∋+Χ:&≅Φ#)

>&≅#,0!+&≅#01∋#Α∋Α#(Α!5(∋+&≅#851≅#8&:4##!5Χ:&∋≅#Β#3&#!5Χ:&∋#)#5#Α∋Α#,0((+ΚΑ#!5(#ΡΦ#Σ##&∋#3&#!5Χ:&∋#Τ#!5(#ΡΦ#ΥΦ#

>5#Η0ς&11&#8&≅#10∋&≅#5∋∋(+Ι:Α&≅#!5(#ΡΦ#Σ#&≅∋##Ω###&∋#,&33&#8&≅#10∋&≅#5∋∋(+Ι:Α&≅#!5(#ΡΦ#Υ#&≅∋#∀∀Φ##

Λ5(#≅0:,+#8ΠΑΧ:+∋Α∃#3&#Ξ:(ς#5#8Α,+8Α#8&#Η08+∗+&(#3&≅#10∋&≅#8:#!5Χ:&∋#)#8&#35#∗5Ψ01#≅:+951∋&#Β##

01#5:ΚΗ&1∋&#∋0:∋&≅#3&≅#10∋&≅#8&#%Ζ#∆#&∋#01#5Ξ0:∋&##∀#!0+1∋#5:#(Α≅:3∋5∋#0Ι∋&1:Φ#

Λ(0!0≅&(##:1#53Κ0(+∋−Η&#Χ:+#Β##

! :∋+3+≅&#3&#Η0+1≅#8&#95(+5Ι3&≅#!0≅≅+Ι3&#

! 8&Η518&#8Π&1∋(&(#:1&#10∋&#8:#!5Χ:&∋#)#

! 5∗∗+,−&#35#10:9&33&#10∋&#0Ι∋&1:&#5!(?≅#Η08+∗+,5∋+01#

#

#

)

)

65



!∀#∃∀%&∋()

!∀!∀#∃!%&!&∋()∗∀!

∗+%,−))

+,,−./∀∗!0!!∀#∃%#&∋%∃#%()∗+,#%−./+)((0&%#(%1232!1!2!

3−∗∀!!!!

!∀4∗∀&5!67!876∀%∗!!∀9!:;<=!>!?=::!

!∀4∗∀&5!67!876∀%∗!!∀9!:;<=!>!?=::!

!∀4∗∀&5!67!876∀%∗!!∀9!:;<=!>!?=::!

!∀4∗∀&5!67!876∀%∗!!∀9!:;<=!>!?=::!

+,,−./∀∗!!∀

.∃/)

!∀#∃∀%&∋()

!∀!∀#∃!%&!&∋()∗∀!

∗+%,−))

+,,−./∀∗!0!!∀#∃%#&∋%∃#%()∗+,#%−./+)((0&%#(%1232!1!2!

3−∗∀!!!!

≅Α4Α∃∀∗!Β:!,∋−#!Χ!!!

! !∀4∗∀&5!67!876∀%∗!!∀9!:;<=!>!?=::!

+,,−./∀∗!!∀

.∃/)

!∀#∃∀%&∋()

∀

∗+%,−))

+,,−./∀∗!0!!∀#∃%#&∋%∃#%()∗+,#%−./+)((0&%#(%1232!1!2!

3−∗∀!!!!

!

)

∀

!∀#∃%&∋()&∗+,−.−/−0−1−2∃+3∀,−4∃+%−−.&5&∋&6∋&∃50−

7&∋+6∋&∃5−8−−

4(#%)+&#,5/∋6)(%7/6∋#%&∀,%∃/%7,08∀#(∋/∋6)(%−.∀(%&∋/−#%−#%7))∋+/∃∃%/%9#,∗6&%−#%:)(&∋/∋#,%8∀#!Χ!!

! ./7∆%∀!7&&Α∀;!!∃∗∋−#!∆%7∗∃#!!−#&%/+)((0&%−#%∃./((0#%9,0:0−#(∋#%%&#%,0/+)((#(∋;!

! ./7∆%∀!7&&Α∀;!!−6!Ε!7!?!=::!&∋%8∀7%Φ!7)∋&&Α#Γ!!

<(% &∀99)&#% 8∀#% ∃/% &6∋∀/∋6)(% −0:,6∋#% 9/,% ∃.)+&#,5/∋6)(% ,#&∋#% ∃/% ∗=∗#% /∀% 76∃% −#&% /(&% #∋% 9#,∗#∋% −.)+∋#(6,% % ∀(#%

#&∋6∗/∋6)(%&/∋6&7/6&/(∋#%−∀%()∗+,#%−./+)((0&%57&#!6∀#!7&&Α∀#!#%−87&∃∀#Γ!

89−<(%&∀99)&#%8∀.∀&!?:Β:;!−6!Ε!787−∃!Η:::!7)∋&&Α#Γ!Ι)∗+6#(%−.7)∋&&Α#!5∀8∗7−∃!.∋(4∃∀∗!.∀!#∃75∀!∀&!?:ΒΒ!1!

!!!!!ΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓ!

!!!!!Ι∋()−∀&!−.7)∋&&Α#!5∀8∗7−∃!.∋(4∃∀∗!.∀!#∃75∀!∀&!?:Β?!1ΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓ−

:9!<(%:)(&6−>,#%∃.76ϑ∋∗−∃/(∀!.−Κ.∋&∃∗∀Γ!!

! 60!!!∀./776:?#%∃./∃≅),6∋?∗#%&6%∃.∀∋6∃6&/∋#∀,%#(∋,#%∃/%5/∃#∀,!Η:::!1!

! ! ΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓ!

! ;0!!Α6%)(%/,,)(−6∋%Β%∃.∀(6∋0%∃/%5/∃#∀,%/776:?0#Χ%8%∀!!

! ! ∗∀4∗Α#∀&∃∀Κ∃Κ#∃∃#%−/(&%∃#%:)(∋#∆∋#%−#%∃.#∆#,:6:#!1!

! ! ΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓ!

! ! ΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓ!

<9!Λ%∀!,7%∃Κ−6!7Μ∋%∃∀∗!Ν!:#∋%/∃≅),6∋?∗#%9)∀,%8∀.6∃%!7,,−./∀!%&∀!!

! ∀#∃−(7∃−∋&!5%!()∗+,#%−./+)((0&%#(%1212%Ε!

! ΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓ!

) #∃%&%∋∀()∀∗+&,∀−.∀/0/∋∀&1,2%3∃2&+1∀%∋4&∋12∀5∀6&%∋∀6∋∀−.∀

∀ ∀%7!72∋%∀()∀∗+&,∀84+&%∀.−9+%&2:/∋∀∃&;∃+12%∋<∀

∀ ∀∀

∀ ∀

∀

∀

∀

∀

=9!!Φ)∗9∃0∋#,%%∃./∃≅),6∋?∗#%:6Κ:)(∋,#%−#%&),∋#%8∀.6∃!Χ!!

! 5∀(7&5∀!Β%∃.∀∋6∃6&/∋#∀,%−.#(∋,#,%%&!&∋()∗∀!∀&∃−∀∗!1∀!

! /776:?#%∃#%()∗+,#%−./+)((0&%%8∀#%:)∗9∋#%:#%&∋/−#%/∀%

)∋%∃!5∀!1!7&&Α∀#!Ο74∗Π#!?:Β:ΘΓ!

∀

∀ ∀

66



!∀#∃∀%&∋()

!∀!∀#!!#∀!∃%&#!∋∀∃!&%()∗∀∃!

∗+%,−))

+,,−./∀∗!0!!∀#∃%#&∋%∃#%()∗+,#%−./+)((0&%#(%1221!2!3!

4−∗∀!!!!

./,#)0)∀&&∀0−)1∋)2)3)4∀∃∀∀

! !∀!%&#∋∀()∀∗)(&+%∀!!5!167!8!911!5!#∀

+,,−./∀∗!!∀

!∀#∃∀%&∋()

∀

∗+%,−))

+,,−./∀∗!0!:;∀∃%#&∋%∃#%()∗+,#%−./+)((0&%#(%1221!2!3!

4−∗∀!!!!

!

)

∀

,(∀−)+.∀/01!%&#∋%&∀2+&∀()∀∗)%3)4(&∀∀#∀/5)#6&∀∋&∀∀

∗)(&+%∀∃∀∀#∀∀!%&#∋∀7+//&773∗&1&#.∀.0+.&7∀(&7∀∗)(&+%7∀∀

&#.38%&7∀∋&∀9∀:∀;∀<∀∀

=.∀:∀/5)2+&∀−037∀2+&∀#∀/5)#6&∀∋&∀∗)(&+%>∀0#∀∀

%&/011&#/&∀:∀∀)!!(32+&%∀!∀#∃%&∋()&#∗∃+∀

?∀!∀!%&#∋∀()∀∗)(&+%∀!!5!167!8!911!5!#∀≅<∀

∀

!∀#∃∀%&∋()

!∀!∀∃#!;&!&%()∗∀!

∗+%,−))

+,,−./∀∗!0!:;∀<!#&∋%∃#%()∗+,#%−./+)((0&%#(%1221!2!3!

4−∗∀!!!!

!∀=∗∀&∋!<>!?><∀;∗!≅≅≅≅!

!∀=∗∀&∋!<>!?><∀;∗!≅≅≅≅!

!

!

!

!

+,,−./∀∗!!∀

5∃0)

!∀#∃%#∀&∋()(

4∀!∃∀∗?−.∀!0!>)%&&∀(∀&#!3%−.∀(#%∗∀?;∀!<%.><∀!(∀&∃;∀<<∀6!∋%&#!<∀!=∗∀(−∀∗!&;(Α∗%!>!=>∗;!∀&!Β1116!>!,>−#!<∀∃!

%)∃∀∗?>#−%&∃!∃;−?>&#∀∃!Χ!

! −.∀(#%/((0#%4%∃./∀∋,#5%&#∀∃&%6%/+)((0&%&∀,%72%%&#%,0/+)((#(∋8!

! ∆;>&#!>;Ε!&%;?∀>;Ε!>)%&&∀(∀&#∃6!%&!&%#∀!∆;∀!Χ!∀&!Β1196!−<∃!Α#>−∀&#!>;!&%()∗∀!∋∀!911!Φ!!∀&!Β11Β6!9∃&%&.Α<∀?>−∀&#!

Γ!Β116!=%;∗!>##∀−&∋∗∀!Η11!∀&!Β11Η≅!Ι#!>−&∃−!∋∀!∃;−#∀!<∀∃!>&&Α∀∃!∃;−?>&#∀∃!Χ!<∀!&%()∗∀!∋∀!&%;?∀>;Ε!>)%&&Α∃!

>;ϑ(∀&#∀!∋∀!911!=>∗!>&≅!

(

∗+( :(%;)(&9−<,#%∃./∃=),9∋>∗#%;9Κ.%&#∗∀≅!!

( ?#%;)∗≅∃0∋#,%≅)∀,%Α∀Β9∃%/ΧΧ9;>#%∃#%()∗+,#%−./+)((0&%!

! ∀&!Β11Λ≅!

!

)+( ∆Ε≅∃9Α∀#,%≅)∀,Α∀)9%)(%(#%≅#∀∋%≅/&%∀∋9∃9&#,%9;9%∃.9(&∋,∀;∋9)(%!

! 0!ΜΑ=Α#∀∗!3!≅!

( ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,(

( ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,(

(

!

−+( :;∀<!∀∃#!<∀!&%()∗∀!∋∀!&%;?∀>;Ε!>)%&&Α∃!#!>&&Α∀∃!>=∗Ν∃!Β111!Φ;.#&∋ΚΓΚ−9,#%#(%∃./(%1222%Γ%#!Ο!!2!≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅(

( Π−!%&!&%#∀!!!!<∀!&%()∗∀!#%#><!−./+)((0&%%−#%∃./((0#%≅,0;0−#(∋#5%#Ε≅∗−(∀∗!∀&!,%&.#−%&!∋∀!#!∀#!∋∀!!!<∀!&%()∗∀!

! #%#><!−./+)((0&%#(%∃./(!Β111!8!#!Χ!≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅≅!

( Α3#73>∀∀3(∀7+−−3.∀∋&∀∋3%&∀,∀)!!(32+&%∀!∀3#7.%+/.30#∀∀?!∀!%&#∋∀()∀∗)(&+%∀!Β∀Χ>∆Ε9ΧΧ∀Β#∀≅∀∀&#∀/5)#6&)#.∀(&7∀∗)(&+%7∀∋&∀#∀<∀∀

∀ ∀Φ03/3∀/011&#.∀/&()∀7&∀.%)∋+3.∀∃∀∀

(

( (

!

!

!

!

!

!

∀

.+!!! Θ%(=<Α#∀∗!!<./∃=),9∋>∗#%;9Κ;)(∋,#%−#%&),∋#%Α∀.9∃!Χ!!

! ∋∀(>&∋∀!4%∃.∀∋9∃9&/∋#∀,%−.#(∋,#,%;&!&%()∗∀!∀&#−∀∗!Γ∀!

! /ΧΧ9;>#%∃#%()∗+,#%−./+)((0&%%/∀%+)∀∋%−#%Γ∀>&&Α∀∃!

Ρ>=∗Ν∃!Β111Ο≅!

∀

(

67



!!!!!!!!!!!!!!!!!∀#∃%&∋()∗+!,!

!∀#∃∀%&∋()

!∀!∀#∃!%&!&∋()∗∀!

∗+%,−))

!∀+∗∀&,!−.!/.−∀%∗!!01!2!01!!

.33456∀∗!!!

!∀+∗∀&,!−.!/.−∀%∗!!00!2!00!!

.33456∀∗!!!

!∀+∗∀&,!−.!/.−∀%∗!!07!2!07!

.33456∀∗!!!

!∀+∗∀&,!−.!/.−∀%∗!!!08!2!08!

.33456∀∗!!!

!∀+∗∀&,!−.!/.−∀%∗!!09!2!09!

.33456∀∗!!!

!∀+∗∀&,!−.!/.−∀%∗!!0:!2!0:!

.33456∀∗!!!

!∀+∗∀&,!−.!/.−∀%∗!!0;!2!0;!

.33456∀∗!!!

!∀+∗∀&,!−.!/.−∀%∗!!0<!2!0<!

=33456∀∗!!∀

!∀+∗∀&,!−.!/.−∀%∗!!0>!2!0>!

.33456∀∗!!!

!∀+∗∀&,!−.!/.−∀%∗!!0?!2!0?!

=33456∀∗!!∀

!∀+∗∀&,!−.!/.−∀%∗!!71!2!71!

=33456∀∗!!∀

.∃/)

∀#∃%&∋()∗+!−)

!∀#∃∀%&∋()

∀

∗+%,−))

!

!

!

)

.∃/)

!∀#∃∀%&∋()

#∃∀%∃∀&∀#∋&∃!,∀#!&∋()∗∀#!

∗+%,−))

!!≅!+∗∀&,!−.!/.−∀%∗!1!

∀!Α4∗∀!&∀

#!Β∋%∗!%∀.−−.&∃!,∀!0!Χ!&∆!#!+∗∀&,!−.!/.−∀%∗!#∀∋∀%!

∃!=33456∀∗!≅!

.∃/)

∀#∃%&∋()∗∋./+!0!1!2!3!!4%/5#+!6%/&!0766#∋57(∋%892!

!

:;+&5∋5+!,!!

!∀#∃%∀&∋()∗+#,−.,/%∗∋012+!0!!54Ε5∋&∃∗∀Φ!

72! Γ%∀−!∀#∃!−∀!)%∃!!,∀!5∀∃!.−Η∋∗4∃6(∀!Ι!

! ΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦ!

<2!!Β∗∋+∋#∀∗!54Ε,∀##∋%#!%&!.−Η∋∗4∃6(∀!ϑ%4!Κ!

! .#,+#232+#450#65+#,−.,/%∗∋012+#7!

! ∀#∃!!)∀.%5∋%+!+−%#!5∋%∗∃!ϑ%∀!,−.,/%∗∋012+#7Φ!

!

!

!!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

∀

:;+&5∋5+!−!

Λ&!5∋&&∋()∗+#,−.,/%∗∋012+#∃∋Ε5∋&∃∗∀Φ!

!∀#&588%&+#65+#,−50∋,∋&.0+5∗#+∀0∗+#,.#9.,+5∗#:!

72!!;%24∋+∀#(+#<%∋&#,−∋∀&0∗5∃0∋%∀#=!#!+∗∀&,!−.!/.−∀%∗!#∀∋∀%∀Μ!!

! /.Ε∃Ε∀−−∀!Ν∃∗∀!.++−4ϑ%Ο∀!Ι!!ΦΦΦ!

<2!Π∋(+−Ο∃∀∗!−∀!∃.)−∀.%!54Ε,∀##∋%#Φ!

Θ.−∀%∗#!,∀#!/.∗4.)−∀#! &∀ %∀ #∀

>8∗)&#,−∋∀&0∗5∃0∋%∀#∀! ! ! !

Β%4#!.+∗Ρ#!./∋4∗!.++−4ϑ%Ο!%&∀!3∋4#!−.!−4Η&∀!!#! ! ! !

ΦΦΦ!! ! ! !

?! ! ! !

!

52!≅5−.<<∋∃1+#∃+0#.,/%∗∋012+#&∋!−.!/.−∀%∗!∀&∃∗Ο∀!∀#∃!!:Ι!!ΦΦΦΦΦΦΦΦ!

=2!Α.∀&#∗+∃%22+∀∃+∗#(∋∗+#∃+#65−.<<∋∃1+∗.∋0!5∀∃!.−Η∋∗4∃6(∀!#4!−.!/.−∀%∗!∀&∃∗Ο∀!Ο∃.4∃!!<Φ!
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Variables 

 

Début  

N prend la valeur .....  

 

 

Tant que  .................... , continuer à appliquer les instructions suivantes :  

! ! 

! ∀ 

! # 

Sortir ..... 
F in  

!∀#∃%&∋()∗+,,−,./,0,1,,23&∋&4∋&∃3,5,6,743∋,89∗,:::,;4&%∗,:::,<,,,,
,

!=∋&>&∋?,

∀#∃%&∋(()!∗)+(!!,!∀#∃%&%∋()∗%(+,∗,−.#∃/0)!1232!4!&)!5∋67&)!8+2!&+2!9&∃/(!.∋:()!−−(./((0%)1%+%∗&2(%11%(∗!∀(3∀4!

5!6#7∗7+,%,.∀∋(1%4(89(.(5!∀∋:%∗&(5%(37#∃%(;)%(1),(57∗∗%∗&((4%4(3∀∋%∗&,!.#∃8+)!,)5∃20)!&+2!,)%∗)0(!9∋+%!∃.#)()%!6),!

&2∗%),!∋+!6),,∗;()5)0(,!<<<!=&∋%,!)&&)!6>.26)!6)!5)((%)!6)!.?(>!+0)!9∃%(2)!6)!,∋0!∃%≅)0(!6)!9∋.#)!4!Α!)+%∋!!&∃!9%)527%)!

,)5∃20)Β!Χ!)+%∋,!&∃!6)+∆275)!,)5∃20)!!)(!∃20,2!6)!,+2()!4!.#∃8+)!,)5∃20)!)&&)!>.∋0∋52,)!+0!)+%∋!6)!9&+,!8+)!&∃!

,)5∃20)!9%>.>6)0()!!)(!.).2!(∃0(!8+)!&∃!,∋55)!>.∋0∋52,>)!!),(!20,+ΕΕ2,∃0()!<<<!!

.≅, ∀∋59&>()%!&)!(∃Φ&)∃+!,+2∗∃0(!Γ)0!%∃Η∋+(∃0(!∃+(∃0(!6)!.∋&∋00),!8+)!0>.),,∃2%)Ι!!!!!!

ϑ!4!ϑ+5>%∋!6)!&∃!,)5∃20)! Α! Χ! Κ! Λ! !

Μ!4!Μ∋55)!∃Η∋+(>)!Ν!&∃!(2%)&2%)! ! ! ! ! !

Ο!4!Ο∋0(∃0(!6)!&∃!(2%)&2%)! ! ! ! ! !
, ,

!!! =+!Φ∋+(!6)!.∋5Φ2)0!6)!,)5∃20),!9∋+%%∃−(−%11%(4!7<<∋,∋(1∀(+,∗,−.#∃/0)!Π!!<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<!

,

Α≅! 40!! Θ0!∃!6>.%2(Β!.2−6),,∋+,Β!&∃!6>5∃%.#)!8+2!∃!9)%52,!6)!%)59&2%!&)!(∃Φ&)∃+!6)!&∃!8+),(2∋0!ΑΡ<!!!!!!

! ! ∀∋59&>()%!&),!9∋20(2&&>,<!!!!!!

! Σ∋+%!>.%2%)!.)(!!∃&≅∋%2(#5)Β!∋0!∃!Φ),∋20!6)!(%∋2,!∗∃%2∃Φ&),!4!!ϑΒ!Μ!)(!Ο!

! =+!6>9∃%(Β!∋0!∃((%2Φ+)!&∃!∗∃&)+%!Α!∃+∆!(%∋2,!∗∃%2∃Φ&),!

! Σ+2,!4!! !!!1∀(∗7)=%11%(=∀1%)∋(5%(((>((4!7?&,%∗&(%∗(∀≅7)&∀∗&!!!Α(((Ν!!!1!∀∗#,%∗∗%(=∀1%)∋(5%(ϑ!

! ! !! ∀!!1∀(∗7)=%11%(=∀1%)∋(5%((0(((4!7?&,%∗&(%∗(∀≅7)&∀∗&!!!Α(((Ν!!!1!∀∗#,%∗∗%(=∀1%)∋(5%(0!

! ! ! #!1∀(∗7)=%11%(=∀1%)∋(5%((Β((4!7?&,%∗&(%∗(∀≅7)&∀∗&!!!Α(((Ν!!!1!∀∗#,%∗∗%(=∀1%)∋(5%(Β!

! ! Τ(!∋0!%).∋55)0.)!&),!20,(%+.(2∋0,!!!!Β!∀!)(!!#!!(∃0(!8+)!!<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<!!

! Χ∗(7?&,%∗&(1%(∗7+?∋%(5%(4%+∀,∗%4(∗6#%44∀,∋%4(37)∋(6#7∗7+,4%∋(−−(.(:∋∆#%(Ε(1∀(5%∋∗,Φ∋%(=∀1%)∋(5%((///////(!

, Β0!! Γ(1!∀,5%(5%(1∀(;)%4&,7∗(∀Η(#7+316&%∋(1!∀1:7∋,&∃+%(!>.%2(!.2−6),,∋+,!37)∋(;)!,1(,∋%()!&)!0∋5Φ%)!6)!,)5∃20),!

!! ! ∗6#%44∀,∋%4(37)∋(6#7∗7+,4%∋(−−(./!ΓΘ0!∃65)(!8+)!&)!0∋5Φ%)!6)!,)5∃20),!0>.),,∃2%),!),(!20Ε>%2)+%!∋+!>≅∃&!Ν!ΑΥ!<<<Ι!

! !

! !

!

!

!

!

!!! 
, ,

,

,

,

,

,

,

,

,

, =0!! Τ.%2%)!.)(!∃&≅∋%2(#5)!,∋+,!!∀#∃%∃&<!!ς>%2Ε2)%!8+)!&∃!%>9∋0,)!6∋00>)!9∃%!!∀#∃%∃&!),(!.∋#>%)0()!∃∗).!.)&&)!!

! ! (%∋+∗>)!Ν!&∃!8+),(2∋0!ΑΡ!<!
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!∀#∃%&%#∋(!!!!!!∀#∃#%&∋(!)∗+&,!∋−!./0&∋!1∗,−!−2∗&1!3%45∋1!6/&!!∀#∃%&∋(∃#,−!7!8#0−∗2&1∋2!#5∋0!!∀#∃%&∋()∃%9!!

)∋∗+∋∃%,−.#,/,01!23∃#,4∋,∃5%#,0#,4∀1467#,8,4∀#9#&∗2∗#,−.∀24,72#∃%,0#,:∋2&#;,∗5<=41%#&,4∋,0#&∃26&#,423∃#,0.,%∋>4#∋.,!.27∋∃%!!:!

∀#∃#%&∋!;&−!:! )∗+&,!;&−!:! ./0&∋!;&−!:!

?#,∗5∃%2∃.#,8,<∀#9#&∗#&,!.&,4#,<≅<#,

%Α=#,0∀#9#&∗2∗#,Β.!−.∀8,∗#,−.#,Β∀∋2#,

<=><=9!

?#,∗5∃%2∃.#,8,<∀#9#&∗#&,!.&,4#,

<≅<#,%Α=#,0∀#9#&∗2∗#,Β.!−.∀8,∗#,

6/∋!?#!,∗−∋!;3≅#11∋!Α><=!

Β/#,;!?#!,∗−∋!7!/,!∋Χ∋20&0∋!1∋2#!#/!

<52∃!,Χ∆ΕΦ;,Β∀∋&&≅%#&∋2Γ,!

∆#,−!6/∋!!Ε!999!!!!!!(!∀#∃#%&∋!0∗,−&,/∋!7!!

!∀#9#&∗#&Γ!

∆#,−!6/∋!!Ε!999!!!!!!!(!)∗+&,!0∗,−&,/∋!

8,,!∀#9#&∗#&Γ!

∆#,−!6/∋!!Ε!999!!!!!(!./0&∋!0∗,−&,/∋!7!!

!∀#9#&∗#&Γ!
∋

∋

∋

!∀#∃%&%#∋)∋ ∋

Η∃,∗5∃!206&#,4∀∋435&2%+<#,∗2Φ0∗,−2∋!:!∋

(∗!Γ#&2∋!8∗,0−&∗,,∋2!Η!7!%#!?#&,!Ι!0∋−!#%∃∗2&−ϑ?∋!#5∋0!!&!Κ!ΛΜ!!!

! Ι.∀∋::2∗+#Φ−Φ&%!Ν!999999!!!!

)∗!ϑ&53&∋<<#&,4∀∋435&2%+<#,!5.!,∀∗+(,(−.∋−!532&8&∋2!%#!23≅∗,1∋!≅2303;∋,−∋!
∋

∋

!∀#∃%&%#∋+!! !

Η∃,∗5∃!206&#,4∀∋435&2%+<#,∗2Φ0∗,−2∋!∗Ο!Π!∋1−!/,!,∗?+2∋!∋,−&∋29!

(∗!Η∃,4∋∃∗#,4∀∋435&2%+<#,#%,5∃,#∃%&#,!!Π!Κ!Μ9!!
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En classe de seconde

Activités diverses

! Algorithmes : premiers pas 

! Calculatrice et programmation : premiers pas avec la TI

! Fiche d’exercices pour introduire le « si-alors »

! La conjecture de Syracuse (Si-alors / Boucles / Algobox)

! Le car de supporter (Fonction / si-alors)

! Boucles « Pour » : entraînement

! Les variables de stockage (logo)

! Recherche de solution entière d’une inéquation  

     (Si-alors / Boucle pour /Algobox /Calculatrice)

! Dichotomie (Si-alors / Boucle pour)

73



Algorithmes : premiers pas 

1) Exemple :     Suite d'opérations élémentaires

Un magicien demande à un spectateur :
- de penser à un nombre entier;
- de le remplacer par son double ;
- de retrancher 3 au résultat obtenu ;
- de multiplier le nouveau résultat par 6 ;
- d'annoncer le résultat final obtenu.

 1) Le spectateur pense au nombre 6, quel nombre
annonce-t-il ?
 2) même question s'il pense à 8.
 3) Si le spectateur annonce 32 que dira le magicien ?
 4) Le spectateur annonce 162 à quel nombre avait-il
pensé ? 

Point de vue du magicien 
Donner une suite d'opérations élémentaires qui permettront au magicien de trouver le
nombre choisi par le spectateur après que celui ci ait annoncé son résultat final.

2) Qu'est-ce qu'un algorithme ?
Un algorithme est un enchaînement d'étapes ou d'instructions à effectuer dans un certain ordre et
dont la réalisation va permettre la résolution d'un problème donné.

Un algorithme doit être lisible par tous. On l'écrit en langage courant.
Un des intérêts est de pouvoir coder un algorithme dans un langage informatique afin qu'une
machine ( ordinateur, calculatrice...) puisse l'exécuter rapidement et efficacement.

3)  Qu'est ce qui constitue un algorithme ?

Un début et une fin : Les algorithmes sont constitués d'un nombre fini d'étapes à exécuter dans un ordre bien
                             défini, on peut donc considérer qu'il y a un début et une fin. 

Des instructions  : Durant l'enchaînement des étapes, ces étapes vont agir. On va les appeler des instructions.
Dans les instructions, on distingue 1- l'entrée des données 

     2- le traitement des données
     3- la sortie des résultats

Des variables : Durant l'exécution d'un algorithme, on va avoir besoin de stocker des données, voire des
résultats. Pour cela on utilise ce qu'on appelle des « variables ».
Une variable pourra être une chaîne de caractères, un nombre. Le contenu d'une variable peut être modifié au cours du
déroulement de l'algorithme.

Ex 1 : On donne l'algorithme :
- Choisir deux nombres A et B
- Calculer A + 2B et remplacer B par le résultat obtenu
- Calculer B – A et remplacer A par le résultat obtenu
- Afficher A

a) Repérer la phase entrée, la phase traitement, la phase sortie.
b) Faire fonctionner cet algorithme avec A = 8 et B = 5, en remplissant le tableau suivant :

Contenu de A Contenu de B

Entrée

Étape1 du traitement

Étape 2 du traitement

Sortie 

c) Essayer avec d'autres valeurs du couple (A, B). Avez -vous deviné ce que calcule cet algorithme ?
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Ex 2 :On donne l'algorithme suivant 
Entrée : donner une valeur à X
traitement : mettre X + 4 dans Y
                   mettre X!Y dans Y
sortie : afficher Y

environnement : X : variable
numérique ; Y : variable numérique

1) Faîtes fonctionner cet algorithme pour X = 3 ; X = 5
         (présenter votre réponse sous forme de tableaux)

2) Exprimez en fonction de X le nombre qui est affiché en
sortie.

Ex 3 : On donne l'algorithme suivant 
Entrée : donner une valeur à X
traitement : mettre 2X dans Y
                   mettre Y +3 dans Y
sortie : afficher Y

environnement : X : variable
numérique ; Y : variable numérique

1) Faîtes fonctionner cet algorithme pour X = 3 ; X = 5

2) Exprimez en fonction de X le nombre qui est affiché en sortie.

Ex 4 : Écrire un algorithme qui permet d'échanger le contenu de deux variables X et Y

Ex 5 : Voici un algorithme :

               Variables     :                                                         

               x, a , b , y  quatre variables numériques    

                Entrée     :   Donner une valeur à x

               Traitement     :                                                     

                            Affecter à  a   la valeur x + 2         

                            Affecter à  b   la valeur    
1

1!a!
 

                            Affecter à  y  la valeur a  + 
1
b

 

               Sortie     : Afficher y

1) Quel nombre sera affiché en sortie si on
donne successivement 0 ; 1 et –2 en entrée ? 

2) Donner l’expression algébrique de
la fonction f qui à un nombre x donné en
entrée associe le nombre y obtenu en sortie de
l’algorithme.
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Fiche algorithme : premiers pas  

Ce qui a été fait antérieurement : 

! Méthode de construction d'un nombre rationnel

! Fiche « Algorithme de Babylone ».

! Chaque fois que l'occasion s'est présentée, une présentation de calculs ou de démarche de

résolution sous forme algorithmique ( en décrivant  les tâches à effectuer sous forme de listes).

Pré-requis : Règles de calculs vues au collège, pour le dernier exercice, notion de fonction.

Objectif : Mettre en place le vocabulaire : algorithme, entrée, traitement, sortie, variable.

    Comprendre le principe de fonctionnement .  

    Améliorer la maîtrise des priorités à respecter dans des calculs.

    progresser dans la notion de variable.

Durée : 40 minutes + 20 minutes

 

Déroulement : 

Lors de la première séance :

! Les élèves font seuls pratiquement sans aide l'exemple 1)  .

! On lit ensemble,   le 2) et le 3) les choses paraissent un peu artificielles présentées ainsi.

! Ex 1   : Les élèves travaillent en binôme. Pas de problème , la donnée du tableau les aide, 

pour le c) certains refont des tableaux pour présenter les résultats les autres ( la majorité ) fait les

calculs de tête pour plusieurs exemples.

Mais ce sont ceux qui ont fait des tableaux qui découvrent le plus rapidement ce que fait

l'algorithme.

! Ex2   : Là encore une partie fait un tableau l'autre non, je demande à ceux qui n'ont pas fait de tableau

et qui se sont trompés d'en faire un : l'élaboration du tableau n'est pas évidente ; par contre après, ils

n'ont plus de problème. 

! Ex3   : pas de problème

! l'heure touche à sa fin, je ne veux pas bâcler l'exo 4 , je demande aux plus rapides de commencer  

l'exo5 .

Ex5 à finir pour la séance suivante.

Séance suivante :
 Correction de l'exercice 5 : certains ont eu du mal , mais comprennent rapidement la correction.

Recherche de l'exo 4 : Là ils sont déroutés, je les laisse chercher.

Voici des exemples de recherche de deux élèves :

premier élève :

Il fait immédiatement un tableau et essaie avec des exemples

x y

entrée 5 10

x + y pour y 5 15

y-x pour x 10 15

y-x pour y 10 5

sortie 10 5

  Il est plutôt content en discute avec son voisin qui malin, essaie avec des nombres négatifs......et lui fait

remarquer que cela ne marche pas.

7         2

7          9

2          9

2           7
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   Voilà ce qu'a fait le voisin, 

choisir 2 nombres x et y

mettre  x!y dans x

mettre x:y dans y

mettre x:y dans x

 Puis voilà ce qu'ils ont fait ensemble: 

x y

(dans y) x + y x x+ y

( dans x) y - x y x+ y

(dans y ) y - x y x

y x

Franchement je trouve çà bien !!!!! Ils étaient contents, le signe des nombres leur a poser problème, 

Dans plusieurs autres groupes cela fusait, et ceux qui ne trouvaient pas comme d'habitude du

premier coup, commençaient à paniquer.... 

Une question est venue «  est-ce qu'on peut ajouter une variable ? » Dommage que la question ait

été posée tout fort car ceux qui voulaient continuer à chercher se sont sentis frustrés, on venait de

leur donner l'idée !!!! C'est alors allé vite pour la moitié de la classe. 

Plusieurs ont eu des difficultés à comprendre.  J'ai proposé « Léo, Léa ». au tableau avec une petite

phrase improvisée( voir autre fiche ).... on a réfléchi un peu ensemble, je leur ai demandé d'essayer

pour la prochaine séance....... Cela les a aider à comprendre, la notion de variable.

x y

(dans y) y-x x y-x

( dans x) y + x y y-x

(dans y ) y - x y -x

(dans x) x!-1 y x

x y

(dans y) x!y x x!y

( dans x) y : x y y-x

(dans y ) y : x y x

y x
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TD : Premiers pas pour faire un programme sur sa calculatrice

Objectif : Remplir le tableau de valeurs suivant : avec f(x) = 2(x - 3)!

x -5,7 -2,73 -2 -1,5 0 1,8 2,8 2,9 3 3,05 3,1 3,25 4,32

f(x)

     x ne varie pas à pas constant. Les menus « def table » et « table », ne sont pas pratiques dans ce cas.

programmer sa calculatrice ;

Vous voulez     :        1) Choisir une valeur pour la variable x
 2) Effectuer le calcul 2(x – 3)!
3) Faire afficher le résultat.

Pour écrire un programme sur votre calculatrice avec TI82 
Appuyer sur la touche « PRGM »

Choisir « Nouveau »  ( « NEW »)
Écrire un nom pour votre programme ici par exemple « FONC»

( Observez que le curseur clignote de façon différente : il est en mode écriture de lettres , vous trouvez les lettres au
dessus des touches habituelles). Quand vous avez fini d'écrire le nom, appuyer sur la touche « ENTER »

Vous allez maintenant entrer ligne par ligne vos instructions, à chaque fin de ligne faites ENTER pour passer
à la ligne suivante.

Entrée : 
saisie du nombre choisi

 : INPUT X

variante
: PROMPT X

L'instruction input fera apparaître  ? sur l'écran de votre calculatrice quand vous
exécuterez votre programme. 
Le nombre que vous taperez alors, sera mis dans la case mémoire X de votre
calculatrice
vous trouverez INPUT en appuyant sur prgm, puis sur I/O.

Cette instruction fait comme Input , mais fait apparaître X = ? à l'écran de la
calculatrice lors de l'exécution. Vous la trouverez au même endroit qu'input.

Traitement : 
effectuer le calcul , le mettre
dans la case mémoire Y

: 2(X - 3)!!Y
On met dans la case mémoire Y le résultat de 2(X - 3)!
vous trouverez ! en faisant STO.

Sortie : afficher  Y : Disp Y
On demande d'afficher le contenu de Y
Vous trouverez DISP en appuyant sur prgm, puis sur I/O.

Faire 2  nd   quit pour sortir du mode programmation   

Maintenant vous allez faire fonctionner votre programme 
       Appuyer sur PRGM, choisir EXEC ( exécuter ), choisir le programme que vous voulez exécuter , faire
« ENTER ».

Vous constatez que si vous voulez essayer plusieurs valeurs de X, vous êtes obligés de rappeler à chaque fois votre
programme .

Pour éviter cela :
Retournez dans le menu PRGM, choisir EDIT, puis le nom du programme que vous voulez modifier ( ici « FONC»)
ajouter la ligne :

: prgmFONC Pour cela appuyez sur prgm, puis exec, puis choisissez FONC.
Le programme se rappellera lui-même automatiquement.
Quand vous serez en mode exécution et que vous voudrez arrêter, vous ferez 2nde quit

Autre idée  : Fabriquer un programme qui peut servir pour des fonctions différentes.

On donne la fonction définie sur IR par f(x) = x! + 1 .
a) Entrez l'expression de f(x) dans Y1.
b) Faire un programme de calcul qui permet de calculer les images d'un nombre par f en utilisant l'expression
écrite dans Y1

La seule nouveauté est Y1 .
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 Recommencer : 
nouveau programme, appeler ce nouveau programme FONC1 ( pour se rappeler que l'expression sera dans Y1.

Puis, écrire les instructions suivantes : : Pompt X
  : Y1(X)!Y appuyer sur Vars pour accéder à Yvars, choisir alors Y1
  : DispY
  : prgmFONC1

Tester votre programme.

Pour s'entraîner à faire des petits programmes sur sa calculatrice.

Ex 1 : Calcul de volume

1) Écrire un algorithme qui permet de calculer le volume d' un parallélépipède rectangle de côtés a, b, c.
2) Traduire cet algorithme sous forme de programme sur votre calculatrice.
3 ) Tester ce programme en prenant a = 1 ; b = 2, c = 3

Ex 2 : Calcul de moyennes

1) a) Écrire un algorithme, puis un programme qui permet de calculer la moyenne de deux notes x et y
     b) Traduire cet algorithme en programme sur votre calculatrice.
2) Recommencer dans le cas où la note x est affectée du coefficient a et y du coefficient b.
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Bilan de la fiche «     calculatrice et programmation     »   
 

Pré-requis : Avoir déjà utilisé sa calculatrice, notion de fonction, on peut avoir déjà fait un peu

d'algorithmique ou non.

Objectif : Traduire un algorithme dans un langage imposé ( Ici TI, puis algobox)

     Progresser dans la connaissance des possibilités de sa calculatrice. 

    Avoir un outil toujours à disposition pour tester un algorithme.

Durée, Conditions : 55 minutes en module ( groupes de 17 ), presque tous ont une TI82. Les autres ont une

Casio, il est demandé à ces derniers de se regrouper et d'essayer de trouver les menus adéquats eux mêmes.

Déroulement : 
Je distribue la fiche, je procède de façon très directive jusqu'à l'écriture du nom du programme ; puis

chacun va à son rythme, seul ou avec son voisin. Je dois intervenir plusieurs fois pour les aider à repérer les

touches.

Ils remplissent le tableau donné avec une précision de 0,01 ; ceux qui ne trouvent pas comme les

autres s'interrogent et cherchent leur erreur, souvent des  étourderies.

Pour la deuxième idée, je leur demande, de garder la même fonction plutôt que de prendre celle

écrite sur la fiche, l'idée n'était pas préméditée mais s'avère intéressante car ils testent avec les valeurs du

tableau et s'aperçoivent tout de suite s'ils peuvent valider leur programme ou non. Là encore pas mal

d'erreurs de frappe qu'ils détectent en général assez vite.

Pour l'exo 1 : 

Réussi assez rapidement, là j'improvise et je demande à une élève de traduire l'algorithme écrit sur
algobox ; ( on a un ordinateur dans la classe et un vidéo projecteur) c'est une des élèves les plus en difficulté,

mais elle réussit tout de suite.

Pour l'exo 2 :

Je dois d'abord reparler de moyennes pondérées, notion mal connue.

Là encore, j'envoie une autre élève faire le programme sur algobox, car c'est plus rapide à écrire que sur

calculatrice.

On teste pour des valeurs simples calculées de tête au cours des explications préliminaires.

Ils doivent faire le programme sur leur calculatrice en travail maison.

Bilan :
Séance qui a bien fonctionné, les élèves ont beaucoup travaillé en autonomie. Ils ont vu l'intérêt de faire un

programme et en demandaient d'autres.

Le fait que cinq élèves avaient une Casio n'a pas posé de problème, ils ont réussi à faire les programmes en

s'aidant des indications données dans leur livre .
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Algorithmes : « Si….Alors….Sinon » 
 

Ex 1 : 
Un magasin de photos  propose le  développement au tarif de 0,16 ! l’unité ; le tarif est de 0,12 ! pour une 

commande d’au moins 75 photos.  

a) Que paiera-t-on pour le développement de 50 photos ? de 80 photos ? 

b) Ecrire un algorithme qui demande le nombre de photos à développer et qui affiche le prix à payer. 

c) Programmer cet algorithme sur Algobox. Tester avec les valeurs obtenues au a). 

 

Ex 2 : Un magasin de reprographie propose un tarif dégressif : 

 Les 20 premières photocopies sont facturées à 10 centimes l’unité et les suivantes à 8 centimes l’unité. 

a) Que paiera-t-on pour 15 photocopies ? pour 30 ? 

b) Ecrire un algorithme qui demande à l’utilisateur le nombre de photocopies qu’il veut réaliser et qui 

affiche le prix qu’il devra payer. 

c) Programmer cet algorithme sur Algobox, tester avec les valeurs obtenues au a). 

 

Ex 3 :  
Ecrire un algorithme qui demande deux nombres distincts (différents) et qui donne en sortie le plus grand des 

deux. 

Amélioration : l’algorithme doit tester l’erreur de frappe qui consisterait à entrer deux nombres égaux. 

 

Ex 4 :  
Le plan est muni d’un repère. 

Quatre points du plan A, B, C et D sont connus par leurs coordonnées.  

1) Ecrire un algorithme qui permet de déterminer si le quadrilatère ABCD est un parallélogramme ou non. 

2) Tester votre algorithme sur Algobox en prenant les cas suivants : 

 

 Coordonnées de A Coordonnées de B Coordonnées de C Coordonnées de D 

Cas n°1 (-3 ;1) (0 ; -2) (3 ;0) (0 ;3) 

Cas n°2 (-3 ; 1) (3 ; 0) (0 ; -2) (0 ; 3) 

Cas n°3 (1 ; 2,5) (-1 ; -1) (0 ; -2) (2 ; 1,5) 

Cas n°4 (-0.9 ; 1.2) (
3

5
 ; -2.1) (4 ; 2) (1,5 ; 5,3) 

  

3) Améliorer le programme en demandant le tracé du quadrilatère ABCD (choisir : dessiner dans un repère) 

 

 
 

 

Programmation sur Calculatrice, d’une structure alternative  « Si….Alors….Sinon » 

 

Avec l’exemple de l’exo 1 : 

 

Algorithme 

 

Entrée : saisir le nombre de photos N 

Traitement :  

          Si N < 75 alors afficher 0,16 ! N 

          Sinon  afficher 0,12! N 

          Fin Si 

Sortie : faite en cours de traitement  

Programme TI 

PROGRAM : photos 

: Prompt N 

: If N < 75 

: Then  

: Disp 0,16 ! N 

: Else  

: Disp 0,12! N 

: End 

Programme Casio  

Photos 

?"N  

If N < 75 

Then 0,16 ! N 

Else 0,12 ! N 

Ifend 

 

Entraînement : Traduire dans le langage de votre calculatrice les algorithmes écrits aux exercices 2 ; 3 et 4 
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Commentaires de la fiche « si…….alors…….sinon ». 

 
Pré-requis : 
Algos : Entrées - sorties. Avoir déjà pratiqué le logiciel Algobox et la programmation sur calculatrice. 

 Maths : Coordonnées d’un point dans le plan muni d’un repère, coordonnées du milieu d’un segment. 
 

Objectif : Mettre en place la notion de structure alternative. 

                 Faire de petits algorithmes et les faire fonctionner avec « Algobox », la calculatrice. 
 

Durée : Sur 2 séances : 40 minutes (module) + 30 minutes (classe entière). 
 

Déroulement : En Module : travail en binôme 
 

Exercice 1 : 

Question a) : Pas de problème. 
 

Question b) : Les élèves ne savent pas trop comment s’y prendre pour la forme contrainte d’écriture de l’algorithme 

alors qu’ils ont bien compris le problème posé. 

 On rappelle les trois grandes lignes : entrée - traitement sortie. 

On complète ensemble les étapes entrée-sortie, ils se débrouillent seuls pour le traitement. 
 

La majorité utilise deux fois le « si » et écrivent : 

  Si le nombre de photos est < 75 alors afficher le nombre de photos fois 0,16. 

  Si le nombre de photos est ! 75 alors afficher le nombre de photos fois 0,12. 

Le « sinon » n’est pas naturel. 
 

Question c) : Les élèves ont déjà programmé sur algobox, mais ils font encore beaucoup d’erreurs. 

La déclaration des variables les bloque, je leur conseille d’essayer d’écrire le traitement sans s’occuper de ces 

déclarations, la moitié comprend vite. 

Pour le nom des variables plusieurs écrivent  « nbrephoto » pour le nombre de photos ou « prix » pour le prix à 

payer, choisir juste une lettre « n » ou « p » n’est pas naturel. 

Ils arrivent à faire un programme qui marche, après les classiques oublis : « lire.. » et « afficher … » mais très peu 

ont utilisé le « sinon ». 

Au final avec de l’aide tout le monde réussit, l’exercice, on corrige en utilisant le sinon. 

 

Exercice 2 : 

Question a) : Quelques erreurs pour le 30. 

Question b) : La plupart saute cette question pour se précipiter sur l’écrire du programme sur Algobox.  

Je les laisse faire, mais  constate que seul une dizaine réussit un programme qui marche. 

 Pour les autres, je leur impose de revenir en arrière….refaire a) et faire b)  Ils le font contraints et forcés !!!! Mais le 

fait d’écrire sur le papier ce qu’ils veulent faire les débloque. C’est le problème mathématique qui les gênait.  
 

Retour à la programmation : Toujours le problème des variables !!!!! 

             Par contre cette fois le sinon est presque toujours utilisé. 
 

Tous arrivent à un programme qui tourne même s’il n’est pas optimisé au niveau du choix des variables. 

 

Exercice 3 : 

La première partie de l’exercice est traitée assez rapidement, par ceux qui ont eu le temps de la commencer (la moitié 

des élèves).  

L’amélioration demandée provoque de nombreuses discussions : où placer le 1
ier

 test ? Cela prend du temps. 

 

Pour la séance suivante je demande de faire la question 1) de l’exo 4, en facultatif la question 2) et je demande à 

ceux qui n’ont pas commencer l’ex 3 de le faire sans l’amélioration. 

 

• Séance suivante :  

15 minutes pour corriger l’exo 3 (sans  l’amélioration: la moitié l’avait bien faite en TD, ce n’est pas prioritaire pour 

les autres) et le début de l’exo 4. La programmation sur Algobox est demandée en travail personnel. 

Puis je prends 10 minutes pour faire sur TI 82 le programme de l’ex1.  

 

Bilan :  
La notion de variable est difficile, un travail préalable sur cette notion (voir fiche…) aurait été utile. Le sinon n’est 

pas naturel, mais s’acquiert bien après deux ou trois exemples. 

Il vaut mieux pratiquer moins longtemps, mais plus régulièrement que je ne l’avais fait sur le logiciel Algobox, sinon 

ils oublient vite car les notions ne sont pas encore bien acquises.  
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Conjecture de Syracuse 
 

1) De quoi s’agit-il ? 
 

Algorithme de Collatz (Mathématicien allemand 1910-1990): 

1) Choisir un nombre entier.  

2) • Si le nombre est pair, on le divise par 2 et on obtient un nouveau nombre.  

      • Si le nombre est impair, on le multiplie par 3, on ajoute 1 au résultat et on obtient un nouveau nombre.  

3) On recommence la procédure décrite au 2) avec le nouveau nombre obtenu.  

 

 

On obtient une suite d’entiers positifs. 

  

 Ecrire la suite obtenue si le nombre choisi au départ est 14. Que constatez-vous ? 
 

 

Conjecture de Syracuse  ou encore : conjecture de Collatz   
 

(Rappel : une conjecture est une supposition, une affirmation qui n'est pas démontrée)  

 

Quel que soit le nombre entier non nul choisi au départ, on finit toujours par obtenir 1 dans la suite obtenue avec 

l'algorithme de Collatz 

 

La suite des nombres obtenue est appelée le vol du nombre de départ, 

les nombres de la suite sont appelés les étapes du vol, 

le plus grand nombre obtenu dans la suite est appelé l'altitude maximale du vol, 

et le nombre d'étapes avant d'obtenir 1 est appelé la durée du vol.  

 

Vous pouvez faire un autre essai avec un nombre de votre choix. (Attention selon le nombre choisi au départ la durée 

du vol peut être longue !!!!) 

 

Remarques : Actuellement cette conjecture n’est pas démontrée, et aucun contre exemple n’a été trouvé.  

         Pourquoi Syracuse ?  La conjecture émise par Collatz en 1937, fut diffusée autour de 1960 à l’université 

de Syracuse aux USA.  

 

2) Ecriture de l’algorithme 
 

a) Ecrire un algorithme que vous transcrirez sur algobox avec pour condition d’arrêt l’obtention du chiffre 1.  

b) Modifier votre programme pour qu’il affiche « les étapes du vol ». 

c) Incorporer à ce programme un compteur qui permettra de déterminer le nombre d’étapes avant l’obtention 

éventuelle du 1.  

d) Améliorer votre programme pour qu’il affiche l’altitude du vol. 
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Commentaires de la fiche      «     conjecture de Syracuse     »  

Pré requis : Notion de « si … alors  ….    sinon »

                   Notion d’utilisation de « algobox ».

Objectif : Réinvestissement du « si   alors    sinon ».

                Introduire les boucles avec conditions d’arrêt : « tant que ».

                Introduire un compteur.

Durée : 1 séance  en module 

Déroulement : 

• Travail en autonomie par binôme.

 • Question 1) Au début ils sont un peu surpris de voir les nombres augmenter et se disent qu’ils vont y passer

l’heure, les plus rapides rassurent les autres. Ils choisissent en général un autre exemple et s’aperçoivent qu’ils

peuvent réutiliser les calculs déjà faits au bout d’un certain stade.

• 2) a) Ils se lancent en général directement sur Algobox, rapidement ils ont des difficultés avec la boucle et le

critère d’arrêt. J’explique pour tout le monde au tableau 

Pour l’écriture de la condition d'arrêt, certains ont mal compris et l’écrivent en Français… 

 Autre difficulté : traduire «     n pair     »  

Comme aucun affichage n’est demandé, ils sont un peu déroutés, j’insiste pour qu’ils aillent voir dans le mode pas

à pas là, ils peuvent voir ce qui se passe et ils retrouvent les nombres qu’ils avaient obtenus manuellement.

• 2) b) Ils ont trouvé dans l'ensemble une méthode.

• 2) c) Très peu (5-6) ont eu le temps d’aborder cette question.

Exemple d'algorithme pour le 2) a)

1   VARIABLES
2     N EST_DU_TYPE NOMBRE
3   DEBUT_ALGORITHME
4     LIRE N
5     TANT_QUE (N!=1) FAIRE
6       DEBUT_TANT_QUE
7       SI (N%2==0) ALORS
8         DEBUT_SI
9         N PREND_LA_VALEUR N/2
10        FIN_SI
11        SINON
12          DEBUT_SINON
13          N PREND_LA_VALEUR 3*N+1
14          FIN_SINON
15      FIN_TANT_QUE
16  FIN_ALGORITHME

Exemple d'algorithme pour le 2) b) et c)
1   VARIABLES
2     N EST_DU_TYPE NOMBRE
3     D EST_DU_TYPE NOMBRE
4   DEBUT_ALGORITHME
5     LIRE N
6     D PREND_LA_VALEUR 0
7     TANT_QUE (N!=1) FAIRE
8       DEBUT_TANT_QUE
9       SI (N%2==0) ALORS
10        DEBUT_SI
11        N PREND_LA_VALEUR N/2
12        D PREND_LA_VALEUR D + 1
13        AFFICHER N
14        AFFICHER " ; "
15        FIN_SI
16        SINON
17          DEBUT_SINON
18          N PREND_LA_VALEUR 3*N+1
19          D PREND_LA_VALEUR D+1
20          AFFICHER N
21          AFFICHER " ; "
22          FIN_SINON
23      FIN_TANT_QUE
24    AFFICHER "la durée du vol est : "
25    AFFICHER D
26  FIN_ALGORITHME
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Problème des cars de supporters 
 

Une entreprise de transport possède 4 cars de 50 places chacun et se propose d’assurer le transport des supporters 

d’une équipe de rugby. Chaque car se loue 800 ! tout compris. 

 

Partie A :  
 

1. Quel est le nombre maximal de supporters que cette entreprise peut transporter ? 
 

2. On suppose que  50  supporters se rendent au stade ; calculez le prix à payer par supporter au centime près. 
 

3. On suppose que 160 supporters se rendent au stade ; calculez le prix à payer par supporter au centime près. 
 

4. Compléter le tableau suivant :  
 

 

 

 

5. On souhaite représenter graphiquement le prix par supporter en fonction du nombre de supporters se rendant 

au stade ;  placer les  11  points obtenus dans la question 4. 
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Partie B :  
 

1. Ecrire un algorithme qui permet d’obtenir de façon automatique le prix à payer par supporter en fonction du 

nombre de supporters se rendant au stade. Testez votre algorithme sur Algobox. 

 

2. Pour aller plus loin : 

Représenter graphiquement  (toujours en utilisant Algobox ) le prix à payer par supporter en fonction du nombre 

de supporters se rendant au stade.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Nombre de supporters 10 20 40 50 60 80 100 120 150 160 200 
Prix par supporter            
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             Correction  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Nombre de supporters 10 20 40 50 60 80 100 110 150 160 200 
Prix par supporter 80 40 20 16 26,67 20 16 21,81 16 20 16 

xo 40 80 120 160
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Commentaires fiche cars de supporters.

Pré requis : Algorithme : si alors sinon, boucles pour.

        Maths : fonction, représentation graphique.

Objectif : Réinvestir les notions d'algorithmiques déjà abordées.

   Fonction homographique par intervalles.

Durée : 1séance en module.

Déroulement : 
Partie A  : Des difficultés au niveau de la représentation graphique, j'ai laissé afin qu'ils constatent leurs

erreurs grâce au logiciel Algobox.

La partie B : J'ai dû beaucoup intervenir pour les aider, mais la plupart sont arrivés faire les deux questions,

et ont été convaincus de l'intérêt de la programmation.

Voici des exemples de solutions pour les questions 1 et 2 

Nombre de cars nécessaires et prix à payer en
fonction du nombre de supporters N (compris
entre 1 et 200) 

1   VARIABLES
2     p EST_DU_TYPE NOMBRE
3     nb EST_DU_TYPE NOMBRE
4     N EST_DU_TYPE NOMBRE
5   DEBUT_ALGORITHME
6     AFFICHER "nombre de supporters ?"
7     LIRE N
8     SI (N/50==floor(N/50)) ALORS
9       DEBUT_SI
10      nb PREND_LA_VALEUR N/50
11      FIN_SI
12      SINON
13        DEBUT_SINON
14        nb PREND_LA_VALEUR floor(N/50)+1
15        FIN_SINON
16    p PREND_LA_VALEUR nb*800/N
17    AFFICHER "le nombre de cars de nécessaire est: "
18    AFFICHER nb
19    AFFICHER "le prix à payer par supporter est : "
20    AFFICHER p
21    AFFICHER "   euros"
22  FIN_ALGORITHME

Représentation graphique de la fonction qui donne
le prix à payer en fonction du nombre de
supporters ( compris entre 1 et 200)

1   VARIABLES
2     I EST_DU_TYPE NOMBRE
3     p EST_DU_TYPE NOMBRE
4     nb EST_DU_TYPE NOMBRE
5   DEBUT_ALGORITHME
6     POUR I ALLANT_DE 1 A 200
7       DEBUT_POUR
8       SI (I/50==floor(I/50)) ALORS
9         DEBUT_SI
10        p PREND_LA_VALEUR 800/50
11        TRACER_POINT (I,p)
12        FIN_SI
13        SINON
14          DEBUT_SINON
15          p PREND_LA_VALEUR (floor(I/50)+1)*800/I
16          TRACER_POINT (I,p)
17          FIN_SINON
18      FIN_POUR
19  FIN_ALGORITHME
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Boucles « Pour » : entraînement 

 

Ex 1 :  
 

Voici un algorithme : 

Variables 

N et S : nombres 

Initialisation 

        - Donner à S la valeur 0 

 

Traitement 

        - Choisir un nombre entier N  

        - Pour i allant de 1 à N avec un pas de 1 faire : 

               Donner à S la valeur S + i! 

        - Fin du Pour 

 

Sortie : 

        - Afficher S 

 

a) Tester cet algorithme en prenant N = 4. Pour cela remplissez le 

tableau suivant : 

 N S i 

initialisation  0  

traitement 4 0  

 4 0 1 

    

    

    

Sortie    
 

b) Que calcule cet algorithme ? 

c) Programmer cet algorithme sur votre calculatrice. 

d) Reprendre votre programme, et choisir un pas de 0,5. Qu’avez-vous 

calculé ?  

e) Programmer cet algorithme avec algobox ; pouvez vous changer le 

pas ? 

 
 

Ex 2 : Remarque si la valeur du pas n’est pas indiqué, on prend 1 pour ce pas. 
 

Voici un algorithme : 
 

Variables 

N et P : nombres 
 

Initialisation 

- Donner à P la valeur 1000 
 

Traitement 

        - Choisir un nombre entier N  

        - Pour i allant de 1 à N faire : 

                 Donner à P la valeur 
1

2
 P + i 

        - Fin du Pour 

Sortie : 

- Afficher P 

 

Tester cet algorithme en prenant N = 4. 

Pour cela remplissez le tableau suivant : 
 

 N P i 

initialisation  1000  

traitement 4 1000  

 4 1000  

 4 1000 1 

    

    

    

Sortie    
 

 

Ex 3 : 
 

Voici un algorithme : 
 

Variables 

N et P : nombres 
 

Initialisation 

-  Donner à P la valeur 1000 
 

Traitement 

- Choisir un nombre entier N  

- Pour i allant de 1 à N faire : 

                           Donner à P la valeur 
1

2
 P + 20i 

- Fin du Pour 

Sortie : 

- Afficher P 

 

Tester cet algorithme en prenant N = 4.  

Pour cela remplissez le tableau suivant : 
 

 N P i 

initialisation  1000  

traitement 4 1000  

 4 1000 1 

    

    

    

    

Sortie    
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Ex 4 : 
 

Voici un algorithme : 

 

Variables 

N , P et S : nombres 

 

Initialisation 

             -  Donner à S la valeur 0 

Traitement 

- Choisir un nombre P 

- Choisir un nombre entier N  

- Pour i allant de 1 à N faire : 

                           Donner à P la valeur 
1

2
 P + 20 

                           Donner à S la valeur S + P 

               - Fin du Pour 

Sortie : 

- Afficher le couple (N , P) 

- Afficher le couple (N , S 

 

a) Tester cet algorithme en prenant P = 10 000 et N = 4. 

Pour cela remplissez le tableau suivant : 

 

 N P S i 

initialisation     

traitement     

     

    1 

     

     

     

     

     

Sortie     

     

 

 

 

 

 

Ex 5 :    Choisir : boucle « Pour » ou boucle « tant que » 

Une machine outil perd 10% de sa valeur chaque année. 

1) a) Ecrire un algorithme qui permet de calculer sa valeur cinq ans après son achat. Le programmer sur votre 

calculatrice. 

    b) Tester votre algorithme en prenant comme valeur de départ 10 000 !. 

2)  Ecrire un autre algorithme qui affiche le nombre d’années nécessaires pour que la valeur soit divisée par deux. Le 

programmer sur votre calculatrice. 
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TP Algobox-Calculatrice-2
nde

         Inéquations 

A partir d’un exercice du manuel Odyssée 2de  

 

Soit )8()( += xxxf . On s’intéresse à l’inéquation (I) : 120)( !xf . 

 

 

Partie 1 : Savoir si un nombre est solution ou non 

 

1) 10 est-il solution de (I) ? -5 est-il solution ? 

 

 

 

2) Ecrire un algorithme qui à partir d’un nombre x, affiche s’il est ou non solution de (I). 

 

 

 

 

3) Programmer cet algorithme avec Algobox et tester le avec différentes valeurs : 10 ; -5 ; 7,5….. 

 

 

Partie 2 : Recherche du plus petit entier positif n solution de (I) 

 

1) En utilisant le programme précédent, compléter le tableau ci-dessous : 

 

n 0 1 2       

f(n) 120!  

Oui ou Non 

         

 

Quel est le petit entier positif n solution de (I) ? 

 

 

2) Voici un algorithme qui affiche directement cette solution : 

 

 

 

Programmer cet algorithme avec Algobox et 

tester-le en mode pas à pas.
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Partie 3 : Interprétation graphique 

 
1) Utiliser votre calculatrice pour obtenir les écrans suivants : 

 

 
 

 

 

 
 

 

2) D’après la courbe représentant f, -5 est-il solution de (I) ? 

 

 

3) Retrouver graphiquement le petit entier positif n solution de (I). 

 

 
 

 

 

Partie 4 : Coût d’un algorithme  
 

Reprenons l’algorithme de la partie 2 : 

 

1) Montrer que le calcul de f(x) comporte deux opérations de calculs. En déduire qu’une étape de 

traitement (ligne 5 à 8) comporte trois opérations de calculs. 

 

 

 

2) Déterminer alors le nombre total de calculs nécessaires. 

 

 

 

3) On s’intéresse maintenant à chercher le petit entier positif n solution de : 1200)( !xf .  

      Modifier l’algorithme de la partie 2 pour répondre à la question posée. 

 

 Quel est le nombre de calculs effectués par cet algorithme ? 
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4) On veut réduire le coût en réduisant le nombre de calculs effectués, on programme alors cet 

algorithme : 

 

 
 

 

Compléter le tableau suivant, la première ligne donne les valeurs prises par n dans l’algorithme : 

 

n 0 10 20     

f(n) 120!  

Oui ou 

non 

       

 

Pourquoi cet algorithme est-il plus performant ? 

 

Quels est ici le nombre de calculs nécessaires pour répondre à la question ? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Info : La notion de coût d’un algorithme est importante. Pour calculer ce coût, on compte le nombre 

d’opérations mais aussi le nombre d’affectations, de tests effectués……on cherche à minimiser le coût 

pour minimiser le temps de calcul. 
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Couper en deux, encore et encore : la dichotomie

I : Jeu du nombre inconnu
Un élève volontaire choisit un nombre entier compris entre 0 et 256.

Un autre élève cherche à deviner ce nombre, en adoptant la stratégie suivante :

Etape 1 : Il propose le nombre « milieu » 128 .  L'élève qui a choisi le nombre dit " c'est plus " ; "c'est moins " ou "c'est

juste".

Il note au tableau : le numéro de l'étape, le nombre proposé, l'intervalle dans lequel se trouve le nombre à trouver et son

amplitude

Etape 2 : Il propose le « milieu » du nouvel intervalle obtenu.

Il recommence ainsi jusqu'à obtenir le nombre cherché.

1) Que peut-on dire des amplitudes des intervalles d'une étape à la suivante ?

2) Pourquoi est-on certain de trouver le bon nombre, quel sera le nombre maximum d'étapes par cette méthode ?

Précisions de vocabulaire : 

Soit [a; b] un intervalle,le nombre b – a est appelée « amplitude » de l'intervalle.

Le nombre 
!a∀b#

2
 est le « centre » de l'intervalle

II : Résolution approchée d'une équation

« On cherche à résoudre dans ∃ l'équation x! = x + 1. »

Dans un premier temps on va chercher une valeur approchée des solutions si

elles existent.

1°) Graphiquement 

Tracer, dans le repère ci-joint, la courbe C d'équation y = x! ,

puis la droite D d'équation  y = x + 1.

a) Conjecturez le nombre de solutions de l'équation donnée.

b) Donnez un encadrement par deux entiers consécutifs de ces deux solutions

éventuelles.

2°)   A l'aide de la calculatrice et d'un  algorithme  

Résoudre l'équation x! = x + 1 équivaut à résoudre x! – x – 1 = 0, 

on va chercher une valeur approchée de la solution  positive éventuelle de l'équation x! – x – 1 = 0 .

On note f la fonction définie sur ∃ par f(x) = x! – x – 1.

1) Localisation de la solution éventuelle

a) Avec la calculatrice, conjecturer le tableau de variation de f sur ∃. On admet que cette conjecture est vraie.

b) Calculez f(1), puis f(2) , pourquoi peut-on affirmer que « si l'équation f(x) = 0 possède une solution positive alors

cette solution appartient à [ 1 ; 2] ».

 On admet que cette solution existe.

2) Dichotomie à la main

a) Etape 1  : • On calcule le centre de l'intervalle [1 ; 2], c'est : 
!1∀2#

2
 = 1,5.

    • Calculer f(1,5) à la calculatrice, est-il plus petit ou plus grand que 0 ?

    • Voici deux dessins.  .

L'un des deux  représente la fonction f sur [1 ; 2].

Lequel ?

Justifier :  ...........................................

• Dans quel intervalle se trouve la solution   cherchée  s : [1 ; 1,5] ou [1,5 ; 2] ? 

ainsi, on peut recommencer ce qui précède en prenant a =       et b =      

2-1

2

3

-1

0 1

1

x

y

!∀##∃%&∋

1 2 x

!∀##∃%&(&

1 2 x
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b) On continue de la même façon :

Compte tenu de l'observation faite à l'étape 1 , on peut recommencer ce qui a été fait à cette étape en prenant

cette fois : a =        et b =      

Compléter ce tableau pour les 6 premières étapes :

Etape

n°
Centre c

L'image du centre

est : 

« > 0 » ou « < 0 »?

illustration
La solution s appartient à

[ a ; b] avec 

Amplitude 

de l'intervalle

début a = 1                 b = 2

1 1,5
f(1,5) < 0  

a =                    b = 

2

 

3
 

 

4

5

6

c) En combien d'étapes a-t-on une valeur approchée à  0,1 près de la solution ? 

Combien faut-il d'étapes pour avoir la solution à 0,01 près ?

3) Un algorithme pour programmer :   Ici plusieurs approches sont possibles, voir autres idées sur fiche annexe (1)  

Objectif : écrire un algorithme qui affiche l'intervalle obtenu après un nombre suffisant d'étapes pour que la longueur

de cet intervalle soit inférieure à une longueur L donnée.

a) Ci-dessous,      compléter la démarche qui a permis de remplir le tableau de la question 2  °)2)b)  .         

b=2

c = 1,5

a= 1

Les nombres a et b sont les bornes de l’intervalle auquel appartient s. Au départ,  a =  ….    et  b = ……..

Le nombre e est l’écart entre a et b . Au départ,  e =  …..

Les 3 étapes suivantes ont pour but de réduire l'amplitude L de l’intervalle [a ;b]

!  Le nombre c  est le centre de l’intervalle [a ;b], il se calcule de la façon suivante :  .........................

∀  On calcule l’image de  …… par  f

      Si   .....................................  ,  alors   .........................................

      Si   .....................................  ,  alors   .........................................

#  On  donne à e la valeur  ..............................

Et on recommence les étapes ! , ∀  et   #   tant que  ..............................................................

Les dernières valeurs de  a  et de b sont les bornes d’un intervalle qui contient s et dont l’amplitude est  inférieure

ou égale à L.
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b) A l’aide de la question précédente, proposer un algorithme qui affiche les bornes a et b d’un intervalle d'amplitude

inférieure ou égal à L, qui contient s,   avec les contraintes suivantes :  

1) Vous utiliserez uniquement des instructions prises parmi les instructions suivantes.

!∀Certaines « briques » ne serviront pas, d'autres seront utilisées plusieurs fois.

Lire la variable……… 

Affecter la valeur……..à la variable………..

Afficher…………..

Si………..alors……….(éventuellement sinon…..)

Fin Si

Pour …..allant de…….à ……..

Fin Pour

Tant que………….faire……….

Fin tant que

 2) Vous préciserez ce que signifie chacune des variables que vous aurez utilisées

c) Programmer cet algorithme sur votre calculatrice ( ou sur algobox) et testez votre programme avec la fonction f

définie à la question 2°) en prenant :  a= 1; b= 2 et L = 0,1.

d) Donnez une valeur approchée de la solution cherchée à 0,01 près.

III Valeur exacte de la solution cherchée : le nombre d'or :

1) Prouvez que pour tout réel x : x! – x – 1 = (x – 
1

2
)! –

5

4
2) En déduire que l'équation f(x) = 0 possède deux solutions dans IR. La solution positive est appelée « Nombre

d'or » et souvent noté !.

3) Bizarre, bizarre :

1) Prouvez que : !
!

= +1
1

. 2) Calculez : 

1
1

1
1

1
1

+

+

+
!
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Annexe (1) : Variantes pour la partie : un algorithme pour programmer.

Variante 1  : Après le II)2°)2)b), un algorithme à compléter est demandé directement aux élèves, 

3) Un algorithme
On veut écrire un algorithme qui affiche l'intervalle obtenu après un nombre suffisant d'étapes pour que la longueur de
cet intervalle soit inférieure à une longueur L donnée.
a) Compléter l'algorithme suivant :

Variables

      a, b, L, m 
entrée
     saisir a, b ( avec a < b), L

traitement

     | TANT QUE b – a > ............. 
     | m prend la valeur ....................
         | si f(m) > 0 
                           alors a prend la valeur ....
                           sinon ...............................
          | FIN SI
     | FIN TANT QUE
sortie
    afficher ............

b) Programmez cet algorithme sur votre calculatrice et testez votre programme avec la fonction f, a= 1; b= 2 et l = 0,1.
c) Donnez une valeur approchée de la solution cherchée à 0,01 près.

Variante 2 :  après le II)2°)2)b), avant de demander aux élèves un algorithme, travail sur tableur.

3) Retrouvez le tableau précédent à l'aide d'un tableur.

 

4) Écriture d’un algorithme qui à partir de a=1 et b=2 exécute 8 fois le procédé et affiche les bornes de
l’encadrement obtenu :

a) D’après le tableau obtenu avec le tableur, quel résultat affichera votre algorithme ?

b) Décrire précisément la méthode.

Variante (3) : Sans passer par le I) on envisage directement la résolution de l'équation  x! – x – 1 = 0

d'abord par lecture graphique, puis on retrouve les questions 2) et 3) du II) de l'activité proposée.

Ici a été introduit le texte à trous pour l'algorithme, malgré cela concevoir un algorithme été difficile.

Les formules à écrire et à recopier vers le
bas sont :

C7 =                                             

D7 =                                                   

E7 =

A7 =                                                        

 B7 = 
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Annexe 2 : commentaires – observations faites :

Le texte proposé a été élaboré à partir des variantes décrites en annexe (1), en tenant compte des difficultés

rencontrées, mais n'a pas pu être testé tel quel , par contre, chacune des variantes a été testée dans nos classes !!!!

Pré-requis algorithmique : 

o Initiation, notions de variables, entrée sortie

o Notion de « si  alors   sinon »

o Notion de boucles « tant que.... »

o  Calculatrice et programmation- premiers pas 

Pré-requis mathématiques: 

o Notion de fonction, de variations de fonctions, lectures graphiques de solutions d’équations

o Fonctions affines et fonction carrée.

Objectif : Mettre en place la notion de dichotomie.

                Trouver une valeur approchée de solution d’équation par plusieurs méthodes : graphique,   programmation, 

Durée : dépend de la variante adoptée de l'initiative laissée aux élèves :

Texte proposé estimation : 2 séances d'une heure.

Variante 1 :( sur 3 séances) 5 minutes en fin de séance 1,  séance 2 : 50 minutes en module , séance 3 : 20 minutes 

Variante 2 : 3 séances d'une heure :  tableur, recherche par les élèves d'un algorithme programmation sur algobox : 

Variante 3 : ( sur 2 séances) 1 séance d'heure en module, plus 30minutes sur une autre.

Déroulement : Variante 1 dans cette version il n'y avait pas le texte à trous

!  La veille de la séance de modules, classe entière, on joue les 5-10 dernières minutes du cours au jeu du nombre

inconnu, plusieurs essais sont faits, je demande «  qui a adopté une stratégie », qui « n’a pas adopté de stratégie ».

La majorité a fait de la dichotomie 1/3 a répondu strictement au hasard, en constatant des difficultés à mémoriser

les nombres qu’ils avaient déjà proposés.

! Le   le  ndemain en module  , on reprend ce qui a été dit la veille en fin d’heure, on distribue la fiche et on refait le

jeu comme il est indiqué sur la fiche

Un élève va au tableau et au fur et à mesure des réponses proposées, Il remplit le tableau suivant :

Etape n° Nombre proposé Intervalle dans lequel se situe le nombre à trouver

0 [0 ; 256]

A l’occasion des questions posées dans cette première partie, on peut définir « amplitude » d’un intervalle, centre d'un

intervalle ( le mot milieu a souvent été gardé en 2nde)

• Ils font seuls Le II)1°) : partie lecture graphique, sans trop de problèmes.

• Pour la partie II)2°)1) avec calculatrice, il a fallu  ré expliquer à certains comment faire pour avoir le tracé

d’une fonction, sinon pas de problème.

• Les difficultés qui se sont présentées au II)2°)2) pour remplir le tableau étaient surtout de type calculatoire :

calcul du milieu, puis image de ce milieu, ils n'ont pas utilisé de façon systématique le programme fait

antérieurement sur « calcul d’images par une fonction » 

Des graphiques sont apparus indispensables  pour visualiser le changement des bornes de l’intervalle dans les

différents cas, en insistant que l’on utilisait la croissance de la fonction sur [1 ; 2].

• A la fin de la séance de module, tous avaient traité le II) 2°) 2).

Certains étaient plus avancés et avaient complété l’algorithme du 3). Je demande à tous de faire le 3) a) pour la

séance suivante, d’essayer de faire le b).

! Séance suivante     :  

• On prend 20 minutes pour corriger et écrire le programme sur la TI 82, cela va assez vite car ils en ont déjà faits.
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• On cherche la valeur exacte de la solution positive de l’équation à l’aide d’un changement d’écriture de f(x) .

Bilan et prolongements possibles:

Activité assez riche mais difficile, également testée  dans sa variante 1 en 1S avec la résolution de cos(x) = x .

Il aurait été intéressant de demander de modifier l’algorithme pour une fonction décroissante sur l’intervalle.  cela ne

nous paraît pas indispensable pour ceux qui n’iront pas en 1S, et ces derniers auront sans doute l’occasion de le faire

dans cette classe.

Avec la variante 1 :

La difficulté qui consiste à écrire un algorithme est gommée, on se contente de comprendre un algorithme donné, de le

compléter.

L'intérêt est de pouvoir en une seule séance aller jusqu'à la programmation de l'algorithme sur calculatrice ou autre

outil de programmation.

Avec la variante 2 : Utilisation du tableur  et recherche par les élèves d'un algorithme :

Il faut avoir déjà pratiqué le tableur, les fonctions SI(test logique;valeur-si-vrai;valeur-si-faux); sinon on multiplie les

difficultés pour les élèves. 

Les élèves ont eu des difficultés à produire un algorithme, c'est pourquoi dans la fiche proposée, on a ajouté la question

II)2°)3)a)

La variante 3 introduction d' un algorithme à trous, devant les difficultés des élèves à comprendre les changements de

bornes pour les intervalles successifs, des graphiques ont été introduits dans la version finale que nous proposons.
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Annexe 3 : productions d'élèves lors de la variante 2 : Là où on mesure les difficultés !!!!
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En classe de seconde

Simulation     :  

! Les chasseurs et les canards (Calculatrice)

! Lancer d’une pièce (donné sous forme d'évaluation - intervalle de

fluctuation) 

! Approximation de Pi par la méthode de Monte Carlo (Algobox)

! Le paradoxe du Grand Duc de Toscane 
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Simulation     Les chasseurs et les canards  

 

D’après un article de Daniel Vagost dans le bulletin 486 de l’APMEP  

 

N chasseurs d’élite (ils ne ratent jamais leur cible) tirent au hasard simultanément sur N canards. 

Combien de canards sont-ils survivants après ces tirs ? 
 

1) Simulation de cette expérience avec N = 4. 

 

S’installer par groupe de 4 (cela fera 8 groupes).  

Dans chaque groupe il y a donc 4 chasseurs. Au signal, chacun va choisir au hasard un entier entre 1 et 

4, ce numéro correspondra au numéro du canard tué. On compte alors le nombre de canards survivants. 

 

Chaque groupe recommence 20 fois. On obtient donc une série de 20 nombres représentant le nombre 

de canards survivants à chaque fois ; noter vos résultats ci-dessous :  

…………………………………………………………………………………………………………. 

…………………………………………………………………………………………………………. 

 

Chaque groupe calcule la moyenne des canards survivants : M=……………….. 

 

On met les résultats des 8 groupes en commun :  

……………………………………………………………………………………………………….. 

…………………………………………………………………………………………………………. 

Que peut-on dire de ces résultats ? 

……………………………………………………………………………………………………….. 

…………………………………………………………………………………………………………. 

 

La moyenne des canards survivants pour cet échantillon de taille 160 (20 fois 8) est donc………….. 

 

2) Mise en œuvre avec une calculatrice. 

 

On va simuler 500 fois l’expérience avec la calculatrice: 

 

a) Voici l’algorithme : 

 

 Pour i allant de 1 à 500    (i est le numéro de l’expérience) 

 Les 4 canards sont vivants     (on met quatre 1 dans la liste L1 ) 

  Pour j allant de 1 à 4       (j est le n° du chasseur) 

  Le chasseur n° j choisit au hasard un numéro A de 1à 4 

  Le canard n°A est tué    (dans L1(A) on met 0) 

  Fin Pour 

 On compte le nombre de survivants de l’expérience  n° i  (on met ces résultats dans L2) 

 Fin Pour 

 On affiche le nombre moyens de canards survivants.(en faisant la moyenne des nombres de L2) 

 

 

Dérouler l’algorithme « à la main » pour bien le comprendre. 
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i = 1 

 Dans L1 il y a :…………….  

 j =1 

  A =….. 

  Dans L1 il y a :…………….  

 j =2 

  A =….. 

  Dans L1 il y a :…………….  

 j =3 

  A =….. 

  Dans L1 il y a :…………….  

 j =4 

  A =….. 

  Dans L1 il y a :…………….  

 

 Le nombre de survivants est :……….. 

Dans L2 il y a :…………….  

 

i = 2 

 Dans L1 il y a :…………….  

 j =1 

  A =….. 

  Dans L1 il y a :…………….  

 j =2 

  A =….. 

  Dans L1 il y a :…………….  

 j =3 

  A =….. 

  Dans L1 il y a :…………….  

 j =4 

  A =….. 

  Dans L1 il y a :…………….  

 

 Le nombre de survivants est :……….. 

Dans L2 il y a :…………….  

 

 

Et on continue jusqu’à i = 500, puis on affiche le nombre moyens de canards survivants 

 

b) Programmer cet algorithme avec votre calculatrice : 

 

Programme à taper :   

Valider à la fin de chaque ligne 

Où trouver les instructions : 

 

PROGRAM : CANARD 

: EFFLISTE L1, L2 

: FOR (I, 1,500) 

: SUITE (1, X, 1, 4) !L1 

: FOR (J, 1,4) 

: EntAlea (1, 4) !A 

: 0!L1(A) 

: End 

: Somme(L1) !L2(I) 

: End 

: Moyenne(L2) 

 

 

PRGM      NOUV 

STAT  4 

PRGM 4 

Listes OPS 5          Pour la flèche : STO!  

 

MATH PRB 5 

 

PRGM 7 

Listes MATH 5 

 

LIST MATH 3 

Exécuter le programme :  

 

 

On quitte le mode édition : Quitter 

 

PRGM EXEC 

 

(Il faut un certain temps à la calculatrice pour 

afficher le résultat.) 

 

c) Remarque : Le calcul théorique (trop difficile pour nous pour l’instant)  donne pour N = 4, p =
3

4

4

3
.

  

3) Transformer le programme pour simuler l’expérience avec N = 10. 
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Lancer d’une pièce- Exercice donné en évaluation en 2nde 

 

On s’intéresse à l’expérience suivante : on lance trois fois une pièce de monnaie. 

On simule cette expérience plusieurs fois et on note la fréquence de l’évènement  «  avoir au moins 2 

piles ». On admettra que la fréquence théorique de cet évènement est p = 0.5. 

 

I) Voici un algorithme qui simule plusieurs expériences : 

 

Début de l’algorithme 

 

• On initialise K à 0  

• Pour i allant de 1 à 100 

  a vaut 0 ou 1 

  b vaut 0 ou 1 

  c vaut 0 ou 1 

  s est la somme de a, b et c 

  Si    s=2   alors    on rajoute 1 à K     FinSi 

  Si    s=3   alors    on rajoute 1 à K     FinSi 

 Fin Pour 

• On calcule f 

• On affiche f  

 

Fin de l’algorithme. 

 

Questions : 

 

1) Combien d’expériences sont simulées ? 

………………………………………………………………………………………………… 

 

2) Que représente chaque variable? 

 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

 

3) Comment calculer f ? 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

 

4) Dans quel intervalle y a-t-il 95 % de chance de trouver la valeur f affichée ? Détailler les calculs. 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 
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II) On programme cet algorithme et on le teste 50 fois, voici les fréquences obtenues : 

 

 
 

Questions : 

 

1) Pourquoi les fréquences varient-elles ? 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

 
2) Donner la médiane de cette série : 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 
 

3) Vrai ou faux ? Justifier. 

 

a) Au moins 50% des fréquences sont supérieures à 0.51 ? 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

b) 95 % des fréquences appartiennent à l’intervalle [0.35 ; 0.65]» 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 
       c) Au moins 95 % des fréquences appartiennent à l’intervalle [0.35 ; 0.65]» 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………… 
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Plusieurs activités pour terminer par l’approximation de !  par la méthode de Monte Carlo 

  avec ALGOBOX 

 

Activité 1    
 

Objectif : Ecriture un algorithme qui calcule la distance OM  connaissant les coordonnées (x ; y) d’un point 

M du plan dans un repère orthonormé d’origine O 

 

I) Le problème : 
 

Soit le point de coordonnées (3 ; 4) dans un repère orthonormé d’origine O. Faire une figure et calculer la 

distance OM. 

 

 

2 3 4 5 6 7 8-1

2

3

4

5

6

-1

0 1

1

x

y

 
 

 

II) Ecriture de l’algorithme 
 

Ecrire un algorithme qui calcule la distance OM  connaissant les coordonnées (x ; y) d’un point M du plan 

dans un repère orthonormé d’origine O : 

 

Quelles sont les variables à déclarer ?........................................................................................ 

 

Quelles sont les variables à lire ?............................................................................................... 

 

Quelle est la variable à calculer puis à afficher ?.................................................................... 

 

 

 

Remarques :    Pour calculer x! avec le logiciel Algobox, on écrit : pow(x,2) 

  Pour calculer une racine carrée, on écrit : sqrt(..) 

 

 

Tester votre algorithme avec les valeurs x = 3 et y = 4. 

 

 

 

 

 

107



 

Activité 2   
 

Objectif : OIAJ est un carré de côté 1. M est un point choisi au hasard de ce carré de coordonnées (x ; y) 

dans le repère ( OJOIO ,,( ). Ecrire un algorithme qui teste si le point M est à l’intérieur ou non du disque de 

centre O et de rayon 1. 

 

 

I) Choisir un nombre au hasard : 
 

Avec la calculatrice TI, taper MATH, PRB puis NbrAléat  

Qu’obtient_on ?  

 .......................................................................................................................................................................

............................................................................................... 

 

Ecrire avec Algobox ce programme, le tester. Que fait-il ?......................................................................... 

 

 
 

 

II) Ecriture de l’algorithme : 
 

OIAJ est un carré de côté 1. M est un point choisi au hasard de ce carré de coordonnées (x ; y) dans le 

repère ( OJOIO ,,( ).  

 

Notons d la distance OM. 

 

Si M est un point du quart de cercle tracé, combien vaut d ?............................................... 

 

Comment tester si le point M est à l’intérieur ou non du disque de centre O et de rayon 1 ? 

 

……………………………………………………………………………………………………………. 

 

 
 

 

 

 

 

Exprimer d en fonction de x et y : 

 

…………………………………………………

…………………………………………… 
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Compléter l’algorithme suivant qui teste si le point M est à l’intérieur ou non du disque de centre O et de 

rayon 1. 

 

En italique sont notés les commentaires 
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Activité 3   
 

Objectif : Approximation de !  par la méthode de Monte Carlo 

 

1) De quoi s’agit-il ? 

Soit un point de coordonnées , où et . On tire aléatoirement les valeurs de  et . 

Si  alors le point  appartient au disque de centre de rayon 1. 

On recommence avec plusieurs points (1000 par exemple). On compte le nombre de points à l’intérieur du 

disque, notons C ce nombre. 

En faisant le rapport du nombre de points dans le disque par rapport au nombre de tirages, si le nombre de 

tirages est grand, on obtient une approximation du quotient de la surface du quart de disque avec la surface 

du carré.  

Quelle est la surface du carré ?..................... 

Quelle est la surface du quart de disque ?.................... 

Donner alors en fonction de C une approximation de !  :……………………………………….. 

 
 

Faire des essais : http://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node15.html 

 

Le véritable développement des méthodes de Monte-Carlo s'est produit lors de la 2nde guerre mondiale, 

lors des recherches sur la fabrication de la bombe atomique, sous l'impulsion de von Neumann et Ulam.  

 

La dénomination Méthode de Monte-Carlo provient de ce que les meilleures suites de nombres aléatoires 

sont données par la roulette des casinos... 

 

2) Ecriture de l’algorithme 

 

• On prend un point M au hasard dans le carré 

• On teste s’il est ou non dans le disque 

• On recommence 1000 fois en comptant combien de points sont dans le disque 

• On en déduit une approximation de !  
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Le paradoxe du Grand Duc de Toscane 
A partir d’une activité proposée par l’ APMEP de la réunion 

 

1) Contexte historique 

Galilée (1554-1642) est surtout connu pour ses travaux en astronomie, faisant suite à son invention de la 

lunette astronomique. Cependant, il rédigea vers 1620 un petit mémoire sur les jeux de dés pour 

répondre à une demande du Duc de Toscane (Galilée est alors Premier Mathématicien de l’Université de 

Pise et Premier Philosophe du Grand Duc à Florence). Galilée est ainsi l’un des premiers avec Cardan à 

avoir écrit sur le "calcul des hasards", mais leurs écrits n’ont été publiés qu’après la célèbre 

correspondance entre Pascal et Fermat qui marque "officiellement" le début de la théorie des 

probabilités. Le mémoire de Galilée qui nous intéresse n’a été édité qu’en 1718. 

 

2) Présentation du paradoxe 

A la cour de Florence, de nombreux jeux de société étaient alors pratiqués. Parmi ceux-ci, l’un faisait 

intervenir la somme des numéros sortis lors du lancer de trois dés. Le Duc de Toscane, qui avait sans 

doute observé un grand nombre de parties de ce jeu, avait constaté que la somme 10 était obtenue 

légèrement plus souvent que la somme 9. 

Le paradoxe, que le Duc avait exposé à Galilée, réside dans le fait qu’il y a autant de façons d’écrire 10 

que 9 comme sommes de trois entiers compris entre 1 et 6 : 

Vérifier cette dernière affirmation : 

………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………………………………… 

 

3) Simulation de 1000 expériences avec le tableur  

 

 
 

Pour effectuer plusieurs simulations, on appuie sur Maj Ctrl F9. 

Pourquoi obtient-on des fréquences différentes à chaque fois ?.................................................................... 

 

On peut augmenter la taille de l’échantillon en recopiant les formules plus bas. Qu’obtient-

on ?............................................................................................................................................................... 

Retrouve-t-on l’observation du duc de toscane ?........................................................................................ 
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4) Simulation de l’expérience avec l’écriture d’un algorithme.  

Ecriture de  l’algorithme : 
On décide d’avoir deux compteurs : X pour les sommes égales à 9 et Y pour les sommes égales à 10. 

On initialise  X et Y, à 0 

On répète 1000 fois : 

 Choix d’une valeur A pour le 1
er
 dé 

 Choix d’une valeur B pour le 2
ième

 dé 

 Choix d’une valeur C pour le 3ième dé 

 On fait  la somme S des trois nombres choisis 

 Si S=9 alors on ajoute 1 à X 

 Si S=10 alors on ajoute 1 à Y 

Fin de boucle 

On affiche la fréquence de 9, c'est-à-dire X/1000 

On affiche la fréquence de 10, c'est-à-dire Y/1000 

 

Remarque : on peut aussi faire en sorte que l’algorithme demande la valeur de N. 

 

Programmation avec la TI : 

 

    
 

 
 

Programmation avec Algobox : 
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5) Elucidation 

Cas possibles : 

Pour faire une étude théorique, on va dénombrer toutes les possibilités des lancers de trois dés : 

On a ………..choix pour le numéro obtenu pour le 1
ier

 dé, une fois ce numéro choisi on a ……choix 

pour le 2
ième

 dé et une fois ce deuxième numéro choisi on a ……choix pour le 3
ième

 dé. Au final on a 

donc……choix pour ces triplets de nombres. 

Cas favorables : 

L’arbre ci-dessous permet de dénombrer les différentes façons d’obtenir une somme égale à 9 : 

  2
 

6 

  3 5 

 1 4 4 

  5  3 

  6 2 

    

  1 6 

  2 5 

 3 4 

 
2 

4 3 

  5 2 

  6 1 

    

  1 5 

  2 4 

 3 3 3 

  4 2 

  5 1 

    

  1 4 

 2 3 

 
4 

3 2 

  4 1 

    

  1 3 

 5 2 2 

  3 1 

    

 1 2 

 
6 

2 1 
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Quelle est donc la probabilité d’obtenir une somme égale à 9 ?................................................. 

 

 

A l’aide de l’arbre précédent, à compléter, trouver la probabilité d’obtenir une somme égale à 10. 

…………………………………………………………………………………………………….. 

 

 

Dans ces calculs de probabilité, on a utilisé une formule du cours qui est valable dans quelles 

conditions ?............................................................................................................................................. 

 

Expliquer le paradoxe du grand duc de toscane : 

 

………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………… 

 

 

5) A retenir 

Le paradoxe vient du fait que les possibilités dénombrées par le Grand Duc ne sont pas équiprobables : 

une somme comme  3 + 3 + 3  a trois fois moins de chance d’être obtenue qu’une somme comme  5 + 2 

+ 2 , et six fois mois qu'une somme comme  4 + 3 + 2 . 

 

Les probabilités d'obtenir une somme égale à  9  ou à 10, sont respectivement  25/216  et  27/216, soit  

0,116 (environ) et  0,125. 

 

Attention au  choix d’un univers sur lequel l’hypothèse d’équiprobabilité des issues puisse être admise 

ou non.  

 

Cette question est loin d’être évidente et sa résolution a d’ailleurs rencontré historiquement de sérieux 

atermoiements comme l’atteste l’article "croix ou pile", pourtant beaucoup plus tardif, de d’Alembert  

dans l’Encyclopédie (publiée entre 1751 et 1772). 
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En Première

• Suite de Syracuse (activités d’initiation aux suites numériques- Algobox)

• Fiches d’exercices sur les suites (Lectures d’algorithmes)

• Valeur approchée du nombre d’or par la méthode des tangentes.

(Calculatrice)

• Le paradoxe du Grand Duc de Toscane (Introduction aux probabilités)

Voir fiche de la partie « Simulation » en Seconde. 

• Espérance d’une variable aléatoire (Calculatrice)

• Accroissement ponctuel (Nombre dérivé / calculatrice)

• Les bonbons (Evaluation / Algobox – calculatrice)
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II) 

 

 Associer à chaque exercice l’algorithme qui permet de répondre à la question posée et écrire un 

exercice correspondant à l’algorithme restant : 

 

1 : Un capital de 2000 ! est placé à 3 % à intérêt composés. Quel sera le capital acquis au bout de 10 ans ? 

 

2 : Un capital de 2000 ! est placé à 3 % à intérêt composés. Au bout de combien d’année le capital acquis 

dépassera 3000 ! ? 

 

3 : Calculer la somme des 11 premiers termes de la suite géométrique de raison 1.03 et de premier terme 2000. 

 

 

 

A 

 

u = 2000 

s = u 

Pour i allant de 1 à 10 

    u = u!1.03 

    s = s+u 

fin pour 

afficher s 

 

B 

 

u = 2000 

Pour i allant de 1 à 10 

    u = u!1.03 

fin pour 

afficher u 

 

 C 

 

u = 2000 

s = 0 

Tant que u "  3000 

    u = u!1.03 

    s = s+1 

fin tant que 

afficher s 

 

 D 

 

u = 2000 

s = u 

Tant que u "  3000 

    u = u!1.03 

    s = s+u 

fin tant que 

afficher s 
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DM   Les Bonbons  1L – Option Math

Un paquet de bonbons coûte 6 !. Dans chaque paquet, il y a un coupon et avec 3 coupons, on

nous offre un paquet de bonbons.

1) Je dispose de 48 !. Vérifier que l’on peut obtenir 11 paquets de bonbons.

2) Je dispose de 96 !. Combien de paquets de bonbons vais-je obtenir ?

3) Je dispose de 200 !. Combien de paquets de bonbons vais-je obtenir ?

4) Ecrire un algorithme qui, à partir de la somme dont je dispose, me renvoie le nombre

de paquets de bonbons obtenus.

5) De quelle somme dois-je disposer pour obtenir 30 paquets ?
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DM 2 1L Correction  Les bonbons 

 

1) On pose n la somme d’argent disponible. S le nombre de paquets et c le nombre de coupons. 

 

 Ici n=48  48=6*8 donc on a 8 paquets : s=8 et 8 coupons : c=8 

comme c !3 on peut avoir des paquets gratuits : 8=3*2+2 on a donc 2 paquets gratuits, donc s= 8+2=10 et 

  c=2+2=4 (les 2 coupons des nouveaux paquets plus les 2 coupons qui nous restaient) 

comme c!3 on peut encore avoir des paquets gratuits 4=3*1+1, on a un paquet en plus donc s=10+1=11  

  et il nous reste 2 coupons. 

 

Conclusion : avec 48!, j’ai 11 paquets de bonbons. 

 

 

2)3) On obtient 23 paquets avec 96 ! et 49 paquets avec 200!. 

 

 

4) Ecriture de l’algorithme : 

 

• On demande le nombre n, somme d’argent disponible. 

• On divise n par 6, le quotient entier est le nombre de paquets reçus, on appelle s ce nombre, le nombre 

de coupons c est aussi s. 

• Tant que c est supérieur ou égal à 3 on a des paquets gratuits : 

  On divise c par 3, le quotient entier est le nombre de paquets reçus que l’on rajoute à s 

  Le nombre de coupons est alors égal au nombre de paquets reçus plus les coupons restants 

  On recommence le procédé  

• On affiche s le nombre de paquets reçus au total 

 

 

5) On peut programmer cet algorithme : 

 

Cela donne avec Algobox : 

 

 
 

 

 

Avec la TI : 

 

 

 

 

6) En testant quelques valeurs, on trouve qu’il faut 126 ! pour avoir 30 paquets.  (On a en fait 31 paquets). 
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DM Bonbons Productions d’élèves : extraits 

 

Question 1 

 

Elève 2 

 

 

Elève 3 

 

 

Elève 4 
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Question 4 : Algorithmes proposés : 
 

Elève 1 

 

 

Elève 2 

 

Elève 3 
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Elève 4 

 

Elève 5 
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Question 5 : 

 

Elève 1 
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En Terminale S-Spécialité

! Nombres parfaits – Nombres amicaux (Scilab)

! Répartition des nombres premiers – Nombres de Mersenne (Scilab)

! Évaluation (Congruences - Suite de Syracuse - Scilab)
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TS Spe Math Arithmétique avec le logiciel SCILAB TP 1   

 

Scilab est un logiciel gratuit, vous pourrez le télécharger à l’adresse suivante : http://www.scilab.org/download. Une 

fois Scilab chargé, il faut rajouter le module lycée : dans la barre de menus cliquer sur Applications>Gestionnaire de 

modules-ATOMS, puis cliquer sur Module lycée, puis sur installer. 

 

I) Quelques exemples d’utilisation 
 

Charger le logiciel ; la page qui apparait s’appelle la console. Taper successivement : 

3+6*9 

sqrt(16) 

floor(-3.4) 

diviseurs(60) 

sum(diviseurs(60)) 

 

Scilab contient donc des fonctions prédéfinies, mais il est possible de créer ses propres fonctions. 

 

II) Nombres Parfaits – Nombres amicaux 
 
On appelle diviseur strict d’un entier, tout diviseur de cet entier autre que lui-même. 

Un nombre parfait est un entier naturel égal à la somme de tous ces diviseurs stricts.  

Deux nombres amicaux sont chacun égal à la somme des diviseurs stricts de l’autre. 

 

1) Vérifier que 28 est parfait. 

2) Vérifier que 1184 et 1210 sont amicaux. 

3) Voici un  programme écrit avec le logiciel Scilab pour donner tous les nombres parfaits inférieurs à 10000 : 

 

On écrit le programme dans l’éditeur obtenu en cliquant sur l’icône de gauche du menu : 

 

 
 

Ctrl+L  permet de copier le contenu (ou la sélection) de l’éditeur dans la console. De plus l’exécution est 

lancée dans la console. 

Tester ce programme. 

 

4) Ecrire un algorithme puis le programmer avec Scilab pour donner tous les nombres amicaux inférieurs à 

10000. 
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5) Euclide donne la règle suivante pour trouver des nombres parfaits : 

 

  «  Si un nombre a s’écrit )12(2 1 !+nn
 et si le facteur )12( 1 !+n

est premier, alors a est un nombre   

 parfait. » 

 

a) En utilisant ce théorème, trouver des nombres parfaits. 

b) Donner la décomposition  de a en facteurs premiers. 

c) En déduire la liste des diviseurs de a. 

d) Montrer que la somme de ces diviseurs vaut 2a. Conclure. 

 

Il existe une réciproque de ce théorème due à Euler : « tout nombre parfait pair s’écrit )12(2 1 !+nn
 

avec )12( 1 !+n
premier. ». Le problème de savoir s’il existe des nombres parfaits impairs n’est toujours pas résolu. 

 

III) Wanted nA   (A partir d’un exercice du manuel Pixel TS spécialité) 

 

On considère l’algorithme suivant qui calcule les nombres nA  pour n entier entre 1 et 10 : 

 

Pour n allant de 1 à 10 

Initialiser A et K en leur donnant la valeur n 

Tant que K > 2 : 

 Donner à K la valeur K-1 

 Donner à A la valeur A*K 

Fin_tantque 

Donner à A la valeur A -1 

Afficher n et A 

Fin_pour 

 

1) Programmer sur Scilab cet algorithme. 

 
2) Donner une expression de nA  en fonction de n. 

3) Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse en justifiant la réponse: 

a) Il existe des valeurs de n pour lesquelles nA  est premier. 

b) Quelque soit n, nA est un nombre premier. 

c) Si n est premier alors nA  est un nombre premier. 

d) La réciproque du c) est fausse. 

4) Etudier la parité des nombres nA  . 
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TS SpeM Arithmétique avec le logiciel SCILAB  TP2 

 

Scilab est un logiciel gratuit, vous pourrez le télécharger à l’adresse suivante : 

http://www.scilab.org/download. Une fois Scilab chargé, il faut rajouter le module lycée : dans la barre de 

menus cliquer sur Applications>Gestionnaire de modules-ATOMS, puis cliquer sur Module lycée, puis sur 

installer. 

 

I) Quelques exemples d’utilisation 
 

Charger le logiciel ; la page qui apparait s’appelle la console. Taper successivement : 

 

3+6*9 

sqrt(16) 

floor(-3.4) 

diviseurs(60) 

sum(diviseurs(60)) 

quotient(123,8) 

reste(123,8) 

factorise(75) 

premier(133) 

premier(31) 

liste_premiers(50) 

taille(liste_premiers(50)) 

 

Scilab contient donc des fonctions prédéfinies, mais il est possible de créer ses propres fonctions. 

 

II) Répartition des nombres premiers (A partir d’une activité du manuel Pixel TS spécialité) 
 

On s’intéresse au nombre )(n! de nombres premiers inférieurs ou égaux à un entier naturel n donné.  

 

1) Définition de cette fonction avec Scilab 

 

function phi = phi(n) ; 

   Phi = taille(liste_premiers(n)) ; 

endfunction 

 

Pour calculer )50(!  : 

phi(50) 

Lorsque l’on écrit plusieurs lignes dans la console de Scilab il n’est pas facile de corriger en se déplaçant 

dans le texte. Il est préférable d’écrire les fonctions dans l’éditeur obtenu en cliquant sur l’icône de 

gauche du menu : 

Editeur! 

 

  

 

Ctrl+L  permet de copier le contenu (ou la sélection) de l’éditeur dans la console. De plus l’exécution 

est lancée dans la console. 

 

On peut tester ce programme : 
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2) Densité de ces nombres premiers 

Définir la fonction d telle que  
n

n
nd

)(
)(

!
=  . 

Tester votre programme pour calculer d(50) et d(100). 

 

Pour représenter graphiquement cette fonction pour 1001 "" n  , on écrit : 

 

 
On tape « entrée », on obtient : 

 

 
 

 

Lorsqu’on étudie ainsi une fonction a priori complexe, on cherche, pour la connaitre davantage, à la 

comparer à des fonctions connues. Vous en connaissez déjà plusieurs fonctions dites de références : les 

fonctions affines, carrés, inverses….Vous allez cette année en découvrir d’autres : la fonction logarithme et 

la fonction exponentielle. 

Représenter graphiquement cette fonction pour 60 1010 "" n  

 

 

 

Quel est le problème ? 
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On décide de remplacer n par log(n) en abscisse.  En effet k
k =)10log( . 

 

Faire un graphique des points de coordonnées (log (n) ; d(n)) : 

 

 
 

Déterminer par tâtonnements une valeur de a telle que la représentation graphique soit proche de celle de 

ax
x

1
!   

 

 

 
 

La constante cherchée est en fait ln 10. On a donc
k

d
k

"
#

10ln

1
)10( . De plus k

n 10= équivaut à )log(nk =  

d’où 
n

nd
log10ln

1
)(

"
#  c'est-à-dire 

n
nd

ln

1
)( # . 

C’est au 18
ième

 siècle que Gauss aurait démontré que 1
)ln()(
#

n

nn$
 pour n assez grand. Cette conjecture fut 

précisée et démontré par Charles de la vallée Poussin et Jacques Hadamard au 19iéme  siècle, le résultat 

étant le suivant : 1
)ln()(

lim =
+%! n

nn

n

$
. 
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III) Nombres de Mersenne 

 

Les nombres de Mersenne sont de la forme 12 !=
p

n .  

 

1) Supposons  que p  est premier et p < 20, déterminons les nombres de Mersenne qui sont premiers. 

 

Nous allons écrire un programme avec Scilab, on commence par écrire un algorithme : 

 

 Pour p allant de 2 à 20 

   Si p est premier alors 

  On calcule  12 !=
p

n  

  Si n est premier alors  

     On affiche p et n 

        Fin-Si 

   Fin-Si 

 Fin-pour 

 

Traduisons cet algorithme avec Scilab ; On se place dans l’éditeur : 

 

 
 

 

Pour lancer le programme, dans l’éditeur taper Ctrl+L  

 

 

2) Supposons que p  n’est pas premier.  On peut donc écrire p = qk avec q et k supérieurs ou égaux à 2. 

a) Calculer!
!

=

1

0

)2(
k

i

iq . 

b) En déduire une factorisation de 12 !qk . 

 

3) Montrer que si 12 !p  est premier alors p est premier. 

 

 

 

 

Le 14 novembre 2001, grâce à la mise en commun pendant deux ans et demi du travail de plus de 

100000 ordinateurs au sein du GIMPS (Great international Mersenne Prime), a été prouvé que 

1213466917 !  est premier. (Ce nombre s’écrit avec plus de quatre millions de chiffres.) 
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Annexe : La machine humaine
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L’ordinateur humain

Les éléments de la machine

Comme tout ordinateur, lordinateur humain Hominum 2011 exécute des pro-
grammes. Pour fonctionner, l’Hominum 2011 nécessite la participation de plu-
sieurs personnes. Chacune de ces personnes simule un élément précis de la ma-
chine selon un mode opératoire précis qui ne demande aucune initiative, autre-
ment dit à un algorithme.
Comme le montre l’annexe A cette machine est constituée :

• du lecteur de programme qui contient les instructions à exécuter ;

• de la mémoire où l’on peut stocker des nombres ;

• du processeur qui est le chef d’orchestre de la machine. Il envoie des commandes
aux autres composants de la machines et échange des informations avec eux. ;

• de l’unité de calcul qui évalue les expressions logiques et arithmétiques ;

• de l’afficheur qui gère de l’écran.

Cinq personnes sont donc nécessaire pour faire fonctionner cet ordinateur.
Une sixième personne est bien sûr nécessaire : l’uitilisateur de l’ordinateur.

◃ La mémoire

La mémoire est constituée d’un maximum de 26 cases, identifiées chacune par une
lettre de l’alphabet et pouvant mémoriser un nombre entier positif ou négatif. Ce
nombre entier ne peut avoir qu’au maximum 6 chiffres.
Une case mémoire est appelée une variable.
Le gestionnaire de la mémoire peut recevoir les ordres suivants :

• « Écris le nombre <N> dans la variable <V> »
Si <V> n’est pas une lettre de l’alphabet ou si le nombre <N> n’est pas
un entier ou s’il comporte plus de 6 chiffres le gestion de mémoire répond
« Erreur » .
Le gestionnaire de mémoire crée la variable <V> si elle n’existe pas, et mé-
morise le nombre <N> dans cette variable.

• « Lis la variable <V> »
Si <V> ne correspond à aucune variable en mémoire, le gestionnaire répond
« Erreur » , sinon il communique le nombre mémorisé dans la variable.

• « Efface la mémoire » : toutes les variables sont supprimées.

◃ Le lecteur de programme

Le programme est constitué de lignes numérotées et appelées instructions. Une
instruction est un texte destiné à être lu par le processeur et qui déclenche des
actions particulières de sa part.
Le processeur tient à jour un compteur d’instructions (C I) qui est visible par le
lecteur du programme. Chaque fois que le processeur prononce le mot « Instruc-
tion » le lecteur du programme écrit dans le registre d’instruction (RI) la ligne
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numéro C I du programme. Si cette ligne n’existe pas le lecteur du programme
répond « Erreur » .

◃ L’afficheur

L’afficheur est l’élément de la machine qui s’occupe de l’affichage sur l’écran de
l’ordinateur.
L’afficheur peut recevoir les ordres suivants :

• « Efface l’écran »
• « Écris : <TEXTE> »

L’afficheur écrit <TEXTE> en commençant au début d’une nouvelle ligne.

◃ L’utilisateur

L’utilisateur lance l’exécution du programme chargé en mémoire en donnant l’ordre
« Démarre » au processeur.
L’utilisateur interagit avec l’ordinateur par l’intermédiaire du clavier. Le texte saisi
par l’utilisateur est placé dans le registre-clavier (RC) du processeur. L’utilisateur
ne peut écrire un texte dans RC que si ce registre est vide.
Le processeur s’attend toujours à lire dans RC un nombre entier positif ou négatif
ayant au maximum 6 chiffres. Si ce n’est pas le cas, l’exécution est interrompue
et un message d’erreur est affiché.

◃ L’unité de calcul

L’unité de calcul est la partie du processeur qui est chargé d’évaluer les expressions
arithmétiques et logiques.
Une expression est constituée :

• de nombres entiers positifs ou négatifs ayant au maximum 6 chiffres ;
• d’opérateurs arithmétiques (+�⇥ /%) ;
• d’opérateurs de comparaison (= 6= < > ! ") ;
• de parenthèses.

L’opérateur / calcule le quotient entier de la division. L’opérateur % calcule le
reste de cette division.
La valeur de l’expression est :

• soit un entier positif ou négatif (sur 6 chiffres au maximum) s’il s’agit d’une
expression arithmétique ;
• soit l’une des valeurs "vrai" ou "faux" s’il s’agit d’une expression logique.

Le tableau ci-dessous donne la valeur de quelques expressions :

Expression 5+ 3⇥ 4 (5+ 3)⇥ 4 26/3 26 % 3 2 ! 6 4 > 7

Valeur 17 32 8 2 vrai faux

Lorsqu’une expression apparait dans le registre expression (RE) l’unité de calcul
évalue cette expression et place le résultat dans le registre valeur (RV ).
Si l’expression est incorrecte l’unité de calcul répond « Erreur » .
Si l’expression provoque une division par zéro l’unité de calcul répond « Division
par zéro » .
Si l’expression donne un nombre avec plus de six chiffres, l’unité de calcul répond
« Dépassement de capacité » .
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◃ Le processeur

Le processeur est le « chef d’orchestre » de la machine. C’est lui qui décode cha-
cune des instructions du programme et qui commande tous les autres composants
afin d’accomplir les actions associées à cette instruction.

1: Attendre l’ordre de démarrage

2: Commander l’e↵acement de la mémoire

3: Commander l’e↵acement de l’écran

4: Mettre la valeur 1 dans C I
5: Commander la lecture de l’instruction

6:
Tant que l’instruction est di↵érente de STOP

7: Ajouter 1 à C I
8:

Si c’est une instruction ECRIS
9: Lire les variables éventuellement présentes dans l’expression

10: Placer l’expression dans RE
11: Commander l’évaluation de l’expression

12: Stocker le contenu de RV dans la variable

13:
sinon si c’est une instruction DEMANDE

14: Attendre la présence d’un texte dans RC
15: Lire le texte et le supprimer de RC
16: Stocker le contenu de RC dans la variable

17:
sinon si c’est une instruction AFFICHE

18: Lire les variables éventuellement présentes dans l’instruction

19: Commander l’a�chage du texte

20:
sinon si c’est une instruction VAS

21: Mettre dans C I la valeur indiquée par l’instruction

22:
sinon si c’est une instruction TESTE

23: Lire les variables éventuellement présentes dans l’instruction

24: Placer l’expression dans RE
25: Commander l’évaluation de l’expression

26:
Si RV contient ”vrai”

27: Ajouter 1 à C I
28: fin du si

29: fin du si

30: Commander la lecture de l’instruction

31: Fin du tant que

De nombreuses situations d’erreurs peuvent se produire. Lorsqu’une erreur sur-
vient le processeur s’arrête et attend un nouvel ordre de démarrage.
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Le langage

Le langage Hominum 2011 comporte 6 instructions différentes.

Instruction Effet

ECRIS Stocke la valeur d’une expression dans la mémoire

DEMANDE Lis un nombre au clavier et le stocke dans la mémoire

AFFICHE Affiche un texte ou une variable à l’écran

VAS Indique la prochaine instruction à exécuter

TESTE Saute une instruction si l’expression est vraie

STOP Stoppe l’exécution du programme

Instruction Syntaxe Exemple

ECRIS ECRIS {Expression}! {Variable} ECRIS A+ 3⇥ B! C

DEMANDE DEMANDE {Variable} DEMANDE A

AFFICHE AFFICHE {Texte ou variable} AFFICHE "Bonjour"

VAS VAS {Ligne} VAS 7

TESTE TESTE {Expression} TESTE A! B

STOP STOP STOP

Voici des exemples de programme écris dans le langage Hominum 2011.

Programme n˚1

1: AFFICHE ”Nombre ?”

2: DEMANDE N

3: AFFICHE N

4: ECRIS 0! S
5: ECRIS 0! K
6: TESTE K 6= N
7: VAS 12

8: ECRIS K + 1! K
9: ECRIS S+ K ! S
10: AFFICHE S
11: VAS 6

12: AFFICHE ”R

´

ESULTAT : ”, S

13: STOP

Programme n˚2

1: AFFICHE ”Premier nombre ?”

2: DEMANDE A

3: AFFICHE A

4: AFFICHE ”Deuxième nombre ?”

5: DEMANDE B

6: AFFICHE B

7: TESTE A % B 6= 0
8: VAS 14

9: ECRIS A % B! R
10: ECRIS B! A
11: ECRIS R! B
12: AFFICHE A, ””, B

13: VAS 7

14: AFFICHE ”R

´

ESULTAT : ”, B

15: STOP
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Tests des éléments de la machine

◃ La mémoire

• Efface la mémoire

• Écris 51 dans A

• Écris 32 dans B

• Lis A+ B

• Lis A

• Lis C

• Écris 2+ 2 dans B

• Lis B

• Écris 1 234 567 dans A

• Lis A

• Écris MAX

• Lis MAX

• Écris 3 dans A

• Lis A

• Efface la mémoire

• Lis A

◃ L’unité de calcul

• 3+ 5⇥ 2

• 6/((2⇥ 4)� 8)
• 29/3

• 29 % 3

• 555 444⇥ 10

• 3+ 5)⇥ 2

• 24⇥ 3! 6⇥ 11
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ANNEXE A – Ordinateur humain
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