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LES CHANGEMENTS DE DOMAINE DANS LE CADRE DES ESPACES
DE TRAVAIL MATHEMATIQUE

Abstract. Changes of field within the MathematicalWorking Space framework

Research on Mathematical Work Spaces has beenogedefor more than fifteen years in
the field of Geometry. Taking advantage of intéioral meetings, it has been necessary to
develop this framework to other fields such as Atge Analysis and Probability. In this
context, we are interested in articulating mathérahfields in the mathematical work. Our
study on changes of field is based more specificalh Geometrical Working Space
distinguishing an initial field, or source, andiaal field, or resolution. Examples analyzed
in this article are taken from researches in Child France and allow us to build a set of
questions to study changes of field.
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Résumé.La recherche sur les Espaces de Travail Mathénestast développée, depuis
plus de quinze ans, dans le domaine de la géoméirida faveur de rencontres
internationales, le besoin s’est fait récemmentisele développer ce cadre théorique a
d’autres domaines mathématiques comme I'algébamalyse ou les probabilités. Nous
nous intéressons, dans ce contexte, a l'articuladies domaines mathématiques dans le
travail mathématique. Notre étude sur les chang&nele domaine s’appuie plus
spécifiquement sur les Espaces de Travail Géomeétrip distinguant un domaine initial,
ou source, et un domaine d'arrivée, ou de résoluties exemples développés proviennent
d’investigations menées au Chili et en France eisnmermettent de proposer une grille
d’analyse pour I'étude des changements de domaine.

Mots-clés Espace de Travail Mathématique, Domaine, Genése.

Introduction

A la suite des recherches utilisant le modéle deadigmes géomeétriques et des
Espaces de Travail Géométrique (Houdement & Kuzri2@k6 ; Kuzniak, 2009),
Kuzniak (2011) a ouvert la voie pour une extensiaiautres Espaces de Travail
Mathématique (ETM) relatifs a l'algebre, a l'anaysetc. Une question qui se
pose, et qui a été récurrente lors d&¥ 8t £™ colloques ETM (24-25 octobre
2012 a Montréal et 30 juin-04 juillet 2014 a El &sal, Madrid) est la question de
I'articulation de différents domaines mathématigdegravail

De fait, lorsque I'on pose une tdche mathématique éléve, elle est fréquemment
posée a travers un ou deux domaines mathémati¢sesteut il peut arriver que,
au cours du travail, il faille changer de domai@e. peut étre pour des raisons de
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programmation de I'enseignement par le professgest ce qui est appelé ETM
idoine (voir section 1), ou simplement pour dessaas mathématiques pour
pouvoir effectuer la tache — les deux points denaig’excluent pas.

Par exemple, un exercice de géométrie, s'il es¢ pmsquement dans ce domaine,
bascule tres souvent dans un domaine numériquégéhraue s'il est question de
grandeur. C’est en partie pour cela que le cadsdedpace de Travail Géométrique
(ETG) ne recouvre que partiellement les taches @éwgnes relatives a
I'utilisation du théoréme de Pythagore car le tiavievient souvent et trés
rapidement numérique ou algébrique (voir a ce pdfuxeniak, 2014).

Dans l'état actuel de I'avancement des recherchas tenvironnement des ETM,
seul le domaine géométrique a été pleinement éetditds exemples s’appuient
sur les notions d'ETG, noté également EIMDans cette étude nous prenons
principalement en compte les domaines de la gé@métr nombre et de I'algébre.
Cela recouvre l'essentiel de ce qui peut étre eBselans le premier cycle
secondaire (grades 7-10 au Chili, grades 6-9 emcEja

Dans ce texte, nous nous intéressons aux changeohemtomaine de travail dont
I'étude a été initiée au colloque ETM 3. Le rble kEnseignant nous parait
essentiel et notamment 'ETM idoine qu'il élabor@up ses éléves. Cela recouvre
également, pour nous, les adaptations qu'il faitclxsse. Ainsi, lorsqu’il s’agit
d’'une situation de classe, utilisons-nous des dd&n de mieux comprendre et
d’analyser non seulement 'ETM idoine, mais aussi flesponsabilités de chacun
lors d’'un changement de domaine de travail.

Ainsi, les trois premiers exemples, en sectionadt-fis relatifs a l'influence de
'ETM idoine lors d'un changement de domaine. Erctisen suivante, nous
proposons trois exemples qui traitent du réle aesges du modéle des ETM dans
un changement de domaine. Ces exemples n'ont madioo a étre représentatifs
ni génériques. L'idée est simplement de faire mgsdes points saillants d'un
changement de domaine. Ainsi, en section 4 noysopmns une grille constituée
de questions centrales pour analyser un changemeedbmaine et, en section 5,
nous abordons le cas spécial de la visualisatiopéemétrie. Avant de traiter ces
exemples, nous exposons, en section 1, le cadrETdsque nous utilisons pour
nos analyses.

1. Cadre d’analyse

1.1. Le modéle des Espaces de Travail Mathématique

Dans Houdement et Kuzniak (1996, 2006) et KuzniaB®04), trois types de
géométrie ont été identifiées comme des paradignwées Gl, Gll et GlIl. Elles
coexistent dans I'enseignement et leur fonction destpermettre a I'éleve de
construire son proprespace de Travail Géométriqgeidé par le professeur. Les
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problémes géomeétriques peuvent prendre différemtegprétations, avec des
validations différentes, qui dépendent du paradigméde I'institution, ce qui est
pris en charge par la notion d’ETG.

Actuellement, le modeéle considére plus généralementEspace de Travail
Mathématique (ETM) qui dépend d’'un domaine mathé&muat Ainsi, un ETG est
noté ETM; ou ETMseomerie €1 ON peut considérer des ETM d'autres domaines
comme l'algebre, ETMgeore €tc. (Kuzniak, 2011). Les paradigmes permettent d
caractériser les ETM (ibid.).

On distingue trois types d’'ETM :

* I'ETM de référence qui est défini selon la relatian savoir, idéalement
sur des criteres mathématiques ;

* I'ETM idoine qui dépend d’une institution et quit @&fini selon la maniére
dont ce savoir est enseigné dans cette institati@es une fonction propre ;

e I'ETM personnel qui dépend d’un sujet et qui edtrdéar la maniére dont
le sujet se confronte a un probléme mathématiquec @es propres
connaissances et capacités cognitives.

Dans le modéle des ETM, on congoit la conceptu@isacomme le fruit d’'une
interaction entre un individu et des problémes #m@idaiques (géométriques,
algébriques,...), dans uenvironnement organisé pour et par le mathématicien
(géometre, algébriste,..articulant deuxplans le plan épistémologique et le plan
cognitif (ibid.).

Le plan épistémologiqueest constitué de troiscomposantesou pbles:
representamerréférentiel théoriqueet artefact Le plan cognitifest constitué de
trois processusvisualisation constructionet preuve Pour décrire 'articulation de
ces deux plans, on considére trois genéses (ibid.)

* Une genessémiotiquebasée sur les registres de représentation séagotiq
qui confére aux objets tangibles de I'ETM un stafabjet mathématique
opérationnel.

« Une genesénstrumentalequi permet de rendre opérationnel les artefacts
dans le processus de construction.

« Une genesédiscursivede la preuve qui donne un sens aux propriétés pour
le mettre au service du raisonnement mathématique.

Les genéses de I'ETM permettent une articulatiotreetes plans et leurs
composantes respectives. Cette articulation nepdgitse comprendre comme la
réunion de trois relations isolées entre deux caapes des plans
épistémologique et cognitif, mais plutdt comme telation activée conjointement
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par deux, voire trois, genéses. C’est dans cetsppetive que Kuzniak et Richard
(2014) ont défini troisplans verticauxreprenant les genéses deux a deux:
sémiotique-instrumental  (sem-inst),  sémiotiquelisi€é  (sem-disc) et
instrumental-discursif (inst-disc).

Pour le chercheur, il est important d'identifiers lggeneses activées par un
professeur (ETM idoine) et les genéses privilégipas un éleve lors de la
réalisation d’une tache mathématique (ETM persgnnel

1.2. ETM associé a un Domaine

Kuzniak et Richard (2014) précisent que «l'espafesi concu désigne un
environnement pensé et organisé pour permettnavait des individus résolvant
des problémes mathématiques ». Ainsi pourrions-asgecier a tout ensemble de
probleme un ETM permettant de les résoudre. Néamnbéspace de travail est le
fruit d’'une organisation qui lui donne une struetet il est nécessaire de spécifier
cette structure. Le plus simple est de concevoiETR comme étant associé a un
domaine mathématique. Un domaine des mathématiggesune partie des
mathématiques qui est définie par des objets, efgesentations de ces objets, un
référentiel théorique portant sur ces objets (aomeait Ia les composantes du plan
épistémologique). Ce domaine doit avoir une stmecttohérente du point de vue
mathématique et épistémologique. Il nous sembles ajoe le meilleur garant est
que cette partie, pour étre considérée come un idemsoit reconnue comme tel
par la communauté des mathématiciens. Ainsi pounons parler d’'ETM de la
géométrie, de I'algébre, de I'analyse, des prokiabjletc.

La notion de domaine nous semble trés importante’eat & ce niveau que I'on
peut identifier les paradigmes qui caractérisesitH&M. lls permettent également
de préciser les représentations, les artefactpyrtgsiétés des objets, etc.

La notion de domaine doit étre distinguée de cadlecadre au sens de Douady
(1986). En particulier, un cadre contient les insageentales des éléveseurs
connaissances, ce qui n'est pas le cas d'un domgumeest essentiellement
mathématique. Si le cognitif est directement prischarge dans un cadre, en
revanche il n'est pas présent dans la notion deadw@mDans le modéle des ETM
gue nous utilisons, le cognitif est considéré dienplan cognitif et les images
mentales d’un sujet peuvent étre considérées argdey notion d’ETM personnel.

Les objectifs sont également différents. La notiencadre a été introduite dans la
perspective d'un jeu de cadre, en le combinant awvex dialectique outil-objet,

! Douady précise : « Deux cadres peuvent compcetenmémes objets et différer par les
images mentales et la problématique développéeowady, 1986, p. 11).
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pour créer des déséquilibres, de maniere consgiantéenseignant, dont I'objectif
est la construction de nouvelles connaissancess dame perspective de
conceptualisation. Notre objectif consiste plutdi’étude du travail mathématique
proposé par I'enseignant a ses éléves, sans niéeessat des notions nouvelles,
sans forcément se centrer sur une notion. De plogs ne nous plagons pas
uniquement au niveau d’'une notion particuliére néwellement nouvelle, comme
dans la dialectique outil-objet, nous nous intéessplus a un systeme de
fonctionnement plus global: lors de changement&TH, des connexions
s'operent-elles entre ETM ? et sous la respong@loiéi qui, professeur ou éleve ?

1.3. ETM local et global

Néanmoins, un domaine mathématique peuttéapgegrospour I'étude didactique.
On pourra ainsi se restreindre asaus-domaineomme I'algébre linéaire dans le
domaine de l'algébre, les statistiques descriptilaa®s les statistiques ou encore les
grandeurs dans le domaine de la géométrie. De n@m@ourra se restreindre a la
signification d’'un domaine dans une institution lace, avec les programmes
d’études, comme I'ETM de l'algébre de I'enseignemeecondaire chilien ou
frangais. L'important est toujours d’avoir une e@me consistance mathématique et
une reconnaissance de ce sous-domaine par la camtéwtes mathématiciéns

Enfin, pour une étude plus ciblée, parfois nécessal'étude didactique, on pourra
parler d’ETMlocal lié & un concept, une notion, un petit groupe @i quelques
connaissances comme dans « ETG autour du théorendhalés ». Mais cette
notion d’ETM local n'est pas nécessairement liéex aoonnaissances
mathématiques. Par exemple, on peut penser a un |[Bda lié & des artefacts,
comme pour I'analyse d’'une tache proposée aveogigi¢l ou encore un ETM
« de la regle et du compas » (encore que I'on pduici discuter du caractere
local). On peut également penser a définir un Edb&ll associé a un registre de
représentatiohy surtout lorsque I'on ne dispose que d’un regiptsar représenter
les objets ou que, si I'on posséde plusieurs megisteux-ci he sont pas ou mal
coordonnés. Nikolantonakis et Vivier (2010, 2013) mis en évidence des
différences de stratégies, de traitements, d'inéeations dans des taches sur les
nombres entiers dans des bases autres que dijoquaolurrait interpréter comme
un travail dans des ETM différents : certains &nts effectuaient la tache dans

% |ci, le sens est étendu car il ne s'agit pas wmeent des chercheurs en mathématiques.
On pourra par exemple penser aux enseignants deématiques pour les sous-domaines
dans une institution scolaire.

% On peut dailleurs interpréter le travail de Lamibsur lirrationalité der comme un
changement d'espace de travail : il avait commersa®)s succés, a chercher une
démonstration dans le systéme décimal avant dempags fractions (Bullynck, 2009).
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'ETM local du registre de la base proposée alare d’autres changeaient de
registre avant d’'effectuer la tache.

On reléve donc plusieurs types d'ETM : des ETM ei€s0a un domaine, des ETM
associés a un sous-domaine et des ETM locaux alsxdjdaut ajouter des ETM
globaux. Un ETM global regroupe lI'ensemble des ocosaptes cognitives et
épistémologiques dans le travail mathématique deiqalrs domaines. Cette notion
d’ETM dans son sens global est & réserver dansaesu les registres, domaines,
notions, etc. en jeu sont suffisamment bien inggi&ine maniere cohérente. Sans
cette cohérence il semble difficile d'utiliser esthotion d’ETM dans son sens
global. On peut d’ailleurs interpréter comme uneenmajeur de I'enseignement
des mathématiques le fait d’aboutir & un ETM globabrdonnant les ETM
associés a des domaines mathématiques. On peart@uler penser que 'ETM
personnel d’'un enseignant de mathématiques eslgtelqui lui permet d'élaborer
un ETM idoine qui prend en charge plusieurs dongimeéme si lI'on peut
interroger la coordination des ETM associés autédifits domaines au sein de cet
ETM idoine.

On ne peux manquer de remarquer que le découpasjepadposé est proche des
niveaux de codétermination didactiqakéscipling domaine secteur theme de
Chevallard (2001). Néanmoins, la structure des E&#f différente car, par
exemple, urthémeest nécessairement lié a une unique technologie gue I'on
peut tres bien penser un ETM local plus gros, commeETM local de la
géomeétrie sur le triangle, ou un ETM lié a un rgisle représentation. En outre,
le modele des ETM permet de prendre en compte riegaets utilisés et les
preuves acceptées en lien avec un paradigme.

1.4. Changement d'ETM

Sans que cela remplace les types d’'ETM dévelopmas Kuzniak (2011),

référence, idoine et personnel, nous avons défiairg types d’'ETM dans le but
d’étudier un changement de domaine. Avec ces qugpes d'ETM on peut

considérer :

- un changement d’ETM locaux au sein d’'un méme doenain

- un changement d’ETM associés a un sous-domainesiaudain méme
domaine ;

- un changement d'ETM associés a deux domaines eliff&ér ou plus
simplement un changement de domaine, ce changerpeotvant
s'effectuer ou non au sein d’'un ETM global.

Dans cet article, nous considérons uniquement fiaigte situation méme si I'on
pourrait penser a des adaptations pour les deuxrigmes. Les changements de
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domaine sont traités a partir d'un énoncé et, lgietendu, il faudrait considérer
plus d’énoncés différents pour pouvoir prétenddesiconclusions plus générales.

Nos analyses se focalisent sur le travail mathguatine faisant intervenir que
deux domaines : le premier est le domaoarce ou initial, le domaine principal
de I'énoncé que nous notons Ds, et le second dsinhaine de résolution Dr. Il est
a noter que I'énoncé, s'il est exprimé essentigdieindans Ds peut également avoir
des traces du domaine Dr ce qui peut faciliterhlengement de domaine, nous y
reviendrons. En outre, I'expression « domaine deludion » est a prendre dans le
sens large de « domaine but » ou « domaine d’arsivéais avec cette appellation,
nous insistons, a la suite de Douady (1986), sucdectére producteur en
mathématiques des changements de cadre. On poperéer que Ds a une
dimension objet et que Dr a une dimension outibebelant, cela ne recouvre pas
toutes les situations et notre point de vue sendis¢ une fois de plus de la
dialectique outil-objet. En particulier il n'y a panécessairement de probleme a
résoudre, comme par exemple dans un changemenbrdairte ou Dr est la
géométrie dans une perspective de visualisation.

En dialectique outil-objet, le changement de caelse motivé par un objectif
d’apprentissage de maniere consciente par I'enapfgrQu’en est-il dans un
changement d’ETM ? Bien sdr il peut y avoir un obfed’apprentissage, mais ce
n'est pas nécessairement la seule raison. Nousntepiutot d’y voir un manque
dans 'ETMys que 'ETMp, peut combler, qui peut bien entendu étre pensé
consciemment par I'enseignant et inséré dans I'Eddihe qu'il élabore (un ETM
idoine global dans le sens ou il inclut deux domaines, voiredsiis). Ce manque
peut tenir & différentes raisons qui sont esséemngnt reliées aux composantes de
TETMps et qui se rattachent & au moins une des troissgenésémiotique,
instrumental ou discursif.

Comme dans (Kuzniak, 2014), un des deux domainesidérés, Ds ou Dr, est la
géomeétrie afin de pouvoir s’appuyer sur les paradig géomeétriques et les EEM
Dans le cas ou la géométrie est le domaine sourés, souvent dans
I'enseignement secondaire, le domaine de résolatbmhe domaine du nombre, de
I'algébre ou des fonctions (éventuellement de I'ws®). Et si la géométrie est le
domaine de résolution, on peut penser que c’esecours a la visualisation, réle
tres particulier de la géométrie (Kuzniak, 2011)j gst requis pour combler un
mangue dans le domaine initial. C’est ainsi que peut interpréter le travail de
Barrera (2012) : on part d’'un domaine source Dsérique pour visualiser, dans le
sens de géomeétriser, la multiplication dans diffsseensembles de nombres — Dr
est la géométrie donc.
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2. Influence de 'ETM idoine sur le changement de @maine

Nous proposons dans cette section, sans prétentie&haustivité, trois cas ou
'ETM idoine influence les changements de domaifesir chaque cas, nous nous
focalisons plus particulierement sur un point :goggme, variable didactique et
indice dans Ds du changement de domaine. Mais, éi¢endu, l'influence est
exercée par un ensemble de facteurs dont notanienemtrat didactique que nous
n'abordons pas directement.

2.1. Influence des paradigmes

Le premier exemple a déja fait I'objet de plusiedtsides (Jacquier, 1995 ;
Houdement & Kuzniak, 1999 ; Montoya-Delgadillo, BQ2014) :

On construit un carré ABCD de c6té 5 cm.
1) Calculer BD.

2) Situez le point | du segment BD tel que Bl =&8 le point J du segment BC
tel que JC =3 cm.

Est-ce que la droite (1J) est paralléle & la dr@x€) ?

A B

Figure 1

Cet énoncé fait référence & deux domaines mathgmesti le domaine de la
géomeétrie, incluant les grandeurs, et le domaineatiobre (contenant au moins les
rationnels, écritures décimale et fractionnairdestracines carrées, c’est-a-dire le
domaine du nombre de fin de collége). La différerotre les grandeurs et les
nombres est souvent faible compte tenu de I'impeaegadans I'enseignement des
grandeurs mesurées qui font que I'on confond fawl® une grandeur avec le
nombre le mesurant dans une unité donnée.

On reconnait les objets usuels de la géométrieg,gaoint, segment, droite — et la
propriété du parallélisme —, auxquels on ajouteolgiets des grandeurs, longueur
(BD, c6té, BI, JC), mesures et unité (3 cm, 2,8 &mm). C'est dans les mesures
que I'on trouve les objets du domaine du nombre.
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La question 1) demande de calculer BD et non deiraesCompte tenu de 'ETM
idoine de I'institution scolaire, il N'est pas attki que ce calcul s’effectue avec les
grandeur§mais par un calcul dans le domaine du nombrdisation du théoréme
de Pythagore, détermination de la longueur BD dardomaine du nombre — le
théoreme de Pythagore, tout comme le théoréme dég,hpermet ce type de
changement de domaine. Ici, il est clairement dtidiobtention de BB= 5" + 5
pour avoir BD = 52, l'unité, le cm, étant ajouté une fois la racoarée utilisée

car les traitement§cm? = cm ouv52 cm? =5 cm ne font pas partie de I’ETl\h
idoine, au Chili comme en France. De fait, il yi@bun changement obligatoire de
domaine afin de répondre a la question. Il est Isignpossible de donner une
valeur approchée de BD a l'aide d’'une calculatric@7 cm ou 7 cm, voire 7,0 cm,
en se limitant au mm ce qui correspond aux forrdats données de I'énonce, et
aussi de ne donner que cette valeur approchée.

Ainsi, dans cette question 1 et compte tenu de MEifloine de I'institution
scolaire, le changement est clairement indigadc(ler et nonmesurey : Ds est le
domaine de la géométrie et Dr est le domaine dubmeninotons ici que la
dénominatiordomaine de calcuerait plus adéquate que domaine de résolution).

En question 2) il n'y a aucune trace de Dr. Dg faiquestion peut étre résolue en
géométrie, sans changement de domaine, par uraisaion dans un paradigme
Gl. En effet, dans le paradigme Gl, on peut répersdhit visuellement, soit avec
des instruments (3 étudiants-professeurs sur lete 1%¥tude de Montoya (2010)),
soit encore avec un Logiciel de Géométrie Dynamidu@D). On conclut alors au
parallélisme exception faite de I'usage possiblend.GD car il permet une plus
grande précision (utilisation d’'un oracle, utilisat de zooms, avant ou arriere,
adéquats pour comparer (1J) avec la paralléle 3)(BC

Toutefois, la question et la configuration peuvéite penser au théoreme de
Thalés. Dans ce cas, par un phénoméne identique qudstion 1, il y a un
changement pour le domaine du nombre. Dans I'éledelontoya (2010), ce sont
16 sur les 19 qui utilisent le théoreme de Thatéfort donc un changement de
domaine vers le domaine du nombre.

Dans l'utilisation du théoreme de Thales, le payjadi de travail, Gl ou GllI,
modifie les réponses et aussi le travail dansri#cessité d’'une valeur exacte pour
le paradigme GIl alors que le paradigme Gl peutsadsfaire d'une valeur
approchée — il faudrait ici discuter d’'un seuil ataptabilité. Il y a de fait une
dépendance des ETM de la géométrie et du nombrediwe cété les paradigmes
Gl et Gll et de l'autre le calcul exact et le calapproché. Ainsi, dans Gll, en
utilisant les valeurs exactes BI/BD =282 et BJ/BC=2/5, il n'y a pas

4 Comme cela pourrait étre envisagé avec un traitema la Euclide » utilisant les aires.



82 ELizABETH MONTOYA DELGADILLO & LAURENT VIVIER

parallélisme : soit parce que les nombres que lauledrice affichent sont
différents (0,3959... et 0,4), soit parce que l'ubresonnu comme irrationnel et
'autre comme rationnel (5 étudiants sur les 19gqs®eurs stagiaires de I'étude
(Montoya-Delgadillo, 2010 ; 2014)). En revanchensi&l, I'utilisation de valeurs
approchées permet de conclure au parallélismeudiagtts sur les 19) : soit en
utilisant 7 cm pour BD, les fractions obtenues sdots €gales, soit en se limitant a
I'égalité a 0,1 pres des deux fractions. Notons cptte réponse « les droites sont
paralleles » est en accord avec I'observation llsue4 étudiants utilisent le
théoreme de Thales ou de Pythagore, parce quighvqu’il y a parallélisme, et 3
autres étudiants vérifient le parallélisme avednstrument géométrique (il n'y a
donc en général pas de visualisation pure, sarte gan contrat).

2.2. Influence des variables didactiques

Dans cette section nous étudibphis spécifiguement un changement en classe, au
Chili, a partir d'une vidéo (Montoya-Delgadillo, Ma-Lorca, Mena-Lorca, 2014).
Le changement n'est pas indiqgué, non nécessaire fent utiliser Ila
proportionnalité et, par exemple, le produit enigroet semble totalement
naturalisé pour le professeur PN1.

PN1 travaille avec des éléves de grade 9 danstld’imtroduire le théoreme de

Thales. Il s’appuie pour cela sur I'enseignemendéc@dent sur les triangles
semblables. Les taches mathématiques reposent asudétiermination d’une

longueur inconnue par un passage dans l'algébee, @ve équation. L'équation est
obtenue par les théorémes sur les triangles selabldbénoncé n’est pas donné
en une seule fois, il est explicité au fil du termpps I'enseignant.

= o - —
| |
y Y -
m - =
2a : présentation du 2b : (rappel) deux raisons 2c : travail algébrique
probléme géométrique sont proportionnelles

Figure 2 : Trois phases de PN1, d'un ETM & un ETMAa.

La présentation commence par un exemple s’appwanthistoire, non validée
historiquement, de Thalés calculant la hauteur @’ysyramide avec une

® Une recherche sur des professeurs débutantst fidj6988 du gouvernement chilien.
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représentation en 2D (figure 2a) : le Soleil, ugeamide (hauteur et ombre) et un
baton (hauteur et ombre).

La premiere question, posée oralement par I'enaeigipropose de revenir sur les
triangles semblables en proposant les coupleg (@ la pyramide et (4, 1) pour
le baton. L'enseignant (figure 2b) montre que llégades rapports n'est pas
satisfaite en utilisant un produit en croix (3&#4x2). La deuxiéme question,
toujours orale, demande de calculer la hauteungsdamide a partir des couples
(x, 2) et (4, 1). L’égalité des rapports fournit Kedgion qui est transformée par un
produit en croix, puis résolue pour trouver 8 (figw2c). L'utilisation de la
similitude de triangles fait apparaitre ici deuxplitites: les triangles sont
rectangles ce qui permet d’avoir un méme angle desmigleux triangléset le
rapport est écrit avec les cbtés jouxtant I'angleitdsans préciser les choix ni
I'ordre des cotés.

Ainsi, I'énoncé est-il proposé dans Ds, domaine lalegéométrie, aprés un
changement de la dimension 3 a la dimension 2. dl®sts de la géométrie,
toujours avec les grandeurs, sont: pyramide, leagutriangles, angles. Le
changement de domaine vers Dr, domaine du nombrepéot se limiter aux
rationnels et de fait aux entiers avec les var@llemériques retenues), pour le
calcul, semble passer inapercu pour I'enseignagd. Unités ne sont pas indiquées
dans les longueurs et 'usage du théoreme suridegtes semblables non justifié :
PNL1 écrit directement les deux couples de nomhriedajvent étre proportionnels.
Le méme phénomeéne apparait avec le changemenlkeddmmaine de 'algébre.

Par ailleurs, non seulement les changements de idensont implicites et
entierement a la charge de I'enseignant, mais @ ild sont inutiles avec le choix
des variables didactiquesjue ce soit vers le domaine du nombre ou dedtaky
car la solution est immédiate avec les grandedrs'yl a pas de traitement
spécifigue au domaine du nombre ou de l'algébresilévident que les couples
(3u, 2u) et (41, 1u) ne sont pas proportionnels a cause de l'unitégmt@ (nous
plagons volontairement I'unité de longuelr Il n’est donc pas nécessaire de poser
une égalité dans le domaine numérique, les reltionltiplicatives entre
grandeurs suffisent. Il en est de méme de la rebkede la longueur inconnue :
comme 2 = 2x(1u) alors la longueur proportionnelle cherchée et @x= 8u.

D’allleurs, a la question guelle devrait étre la hauteur de la pyramide pque ce
soit proportionnel %, les étudiants répondent « 8 » mais PN1 pouwstenient

® Cela n’est pas dit. Oralement, PN1 mentionne gieacommun par les rayons du soleil,
mais ce n'est pas un angle dans les triangles.

" Cependant, des situations plus complexes, notammet des variables numériques
mieux ajustées, pourraient permettre de justiéeetours a l'algébre.
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vers un travail algébrique. On peut constater ghNé Phange de domaine, de la
géomeétrie vers l'algebre, sans promouvoir un ttadans I'ETMs. L'ETM idoine
élaboré par ce professeur est clairement orientéupa méthode systématique :
quand on a une longueur inconnue, on utilise ltalgéet une équation ce qui
entraine le changement de domaine.

2.3. Influence d’'un indice de changement de domaine

Dans cette section, nous étudions un exerciceesuaites dans un rectangle. Il est
accessible dés le début de I'enseignement secendauvent pour une application
de l'algébre avec inconnue et mise en équation.sN@yvons posé dans deux
situations : d'une part en formation des enseignduatpremier degré, en France et
en Grece avec un indice du changement de domaom@&rie>Algébre, en 2009
avec 26 étudiants francais et 100 grecs (Nikolakisn& Vivier, 2014), puis sans
indice pour les mémes populations, en 2013, avé&cétGdiants francais et 166
grecs (Beck et al., 2014). Il s’agit d’un travaidividuel écrit.

Soit le rectangle ABCe 5 m sur 18 m de la figure ci-contre. Trouvepdaition
du point Esur [BC], tel que I'aire dADCE soit le double de I'aire d&BE.

B E c

Figure 3 (donnée avec I'énoncé)

La visualisation dw sur la figure devrait orienter les procédures Vatgebre et
plus spécifiquement vers une mise en équitidnindique un changement de
domaine de travail par contrat didactique. Noustydoss quex est un indice
(Peirce, 1978) qui active un registre algébriqupudela genése sémiotique, qui
aura pour conséquence un travail dans un ETM dwoarde I'algebre. Il s’agit
ici d'un élément fort de 'ETM idoine : celui quiope le probleme attend une
utilisation de l'algébre, c'est-a-dire un changetnde la géométrie, Ds, vers
I'algébre, Dr.

8 On peut se demander si I'équation est un artefastmatériel dans le sens de Rabardel
(1995) ou bien s'il s'agit d’'un élément activé fmgeneése sémiotique.
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La procédure majoritaire attendue (ABE) = 5¢2 ; (ADCE) = 18x5-%2 d’ou
'équation 90-%/2 = 5¢ que l'on résout pour trouvex=12 m. Il s'agit d’'une
procédure avec un changement de domaine Géom#tAdgebre. Il n'y a de fait
pas de travail géométrique a proprement parleipéart éventuellement considérer
l'application des formules diaire). Il est a memnter toutefois qu'une
décomposition méréologigtfede la figure est nécessaire afin de pouvoir mettre
équation, mais cette décomposition est indiquée \driante de cette procédure
consiste a utiliser la formule de I'aire d’'un trapepour exprimer I'aire de ADCE :
(ADCE) =5%(18 + 18 x)/2. Il n’y a plus de décomposition méréologiquelae
figure de départ (il y a une décomposition méréigiag en 1D de [BC]).

Toutefois, d'autres procédures sont envisageahlesessentiel du travail reste
dans un ETN, sans algebre. En complétant le rectangle ABERyeart découper

le rectangle initial ABCD en trois aires égales end une décomposition
méréologique. Le tiers de I'aire de ABCD est 1/3x¥G= 30 nf et donc ABEF est

un rectangle d’aire 60mavec un codté de 5m, donc lautre coté mesure
60 nf/5 m =12 m. Cette procédure est & rapprocher dle emvisagée dans
(Kuzniak, Parzysz & Vivier, 2013 ; voir aussi Kuakj 2014) pour un probléme
d’aire dans un carré. On peut aussi arriver au m@&swdtat sur les grandeurs avec
(ABE) + 2x(ABE) = (ABCD). Des adaptations de egtrocédure sont possibles,
notamment avec une équation du typexz B0 », plus facile a résoudre.

Ainsi, pour ce probleme, si un travail dans Ds njgss nécessaire, sa réalisation
peut néanmoins influencer le travail dans Dr, ades équations différentes,
pouvant aller jusqu’a se dispenser du changemedbaiaine.

Dans la deuxiéme version, sans mention dw«la tache s’exprime entiérement
dans le domaine de la géométrie, et le travailr@me peut rester uniquement en
géométrie. C’est évident dans le paradigme Gl mgiskpn se contente d'une
solution approchée que I'on peut obtenir, par exemavec un LGD du type
Geogebra, ou bien par essai-erreur en papier-crayofait que la valeur trouvée
par un logiciel soit exacte, par choix des varigld@lactiques, rend possible une
résolution en géométrie dans un paradigme Glli{isiagit d'un jeu GI-Gll). Bien
entendu, un changement de domaine vers l'algébretoegours possible, ce
changement étant alors a la charge de I'étudiant.

® Nous utilisons la notation grecque pour les aites figures planes comme (ABE) pour
I'aire d’'un triangle et (ADCE) pour I'aire d’'un qdalatére.
19 | a décomposition méréologique (Duval, 2005) impéiqun découpage de la figure de
départ en sous-figures de méme dimension. Elle aagppun raisonnement basé
principalement sur la perception a travers des ujgages de la figure et une superposition :
le pOle “espace réel et local’ de 'ETG est le pddeninant.
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Les résultats des deux expérimentations sont datarésla table 1.

Non Réponsel Mise en| Procédure | Décomposition
réponse| correcte| équation| arithmétique| méréologique en
2 ou 3 aires
FR-1 0 0 0 0 0
(26) 8% 81% 81% 11% 8%
GR-1 0 0 0 0 0
(100) 14% 70% 85% 1% 15%
FR-2 0 0 0 0 0
(103) 16% 54% 64% 20% 23%
GR-2 0 0 0 0 0
(166) 10% 44% 62% 28% 17%

Table 1

Il n'est évidemment pas surprenant de voir querdggrtion d’'étudiants utilisant
une mise en équation, par un changement de dontaéngse trés sensiblement
entre les deux expérimentations (avec ou sansepdin revanche, on s’'apergoit
que cette proportion reste toujours forte (predgaaleux-tiers) dans I'énoncé sans
indice. Cette ressemblance des ETM personnelsceeoit en France comme en
Gréce, nous indique un effet fort de 'ETM idoingentique dans les deux pays
pour ce type de taches (les pourcentages sont préshes), qui favorise
I'utilisation de I'algébre. A ce propos, il est atar que les exercices de géométrie
résolus de cette maniere par l'algebre sont fréguetans I'enseignement
secondaire. On peut aussi y voir un effet d'un tomsiement dans un paradigme
Gll avec une procédure qui marchdous les coupvec d'autres valeurs de la
solution, et aussi un intérét pour justifier la ristence de solution).

Cela étant, cet ETM idoine semble permettre unenexion des ETM de la
géométrie et de l'algebre, au moins dans des witgatle ce type. Mais on peut
toutefois penser que ce soit au dépend d’'une getiesersive de 'ETM de la
géométrie. D’allleurs, on se rend compte de ladeaite réussite qui s'accompagne
de la baisse d'utilisation d’'une mise en équatlass étudiants sont-ils « perdus »
si on ne leur indique pas le changement de donaiae un indice ? Ne peuvent-
ils pas résoudre le probléme sans changer de derfain

3. Trois exemples de changement liés aux trois geses

Dans cette section, nous proposons trois exemgahangement de domaine en
focalisant notre attention sur une des trois genéiien entendu, dans chacun des
cas, les trois genéses sont toujours présentessar@aécessairement étre activées
ou privilégiées. Leur importance relative varid'aalyse permet d’identifier celle
qui est au centre du changement de domaine.
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3.1. La genese sémiotique

On s’intéresse ici a un changement de registretramaille avec les mémes objets,
mais on change de représentations et de signg€agit d’'une étude de (Montoya-
Delgadillo, Mena-Lorca et Mena-Lorca, 2014) qui tpdr sur 'ETM-idoine
élaboré par un professeur novice, PN2, lors d'wger en deuxiéme classe du
lycée au Chili (grade 10) sur les systemes d’égnatiinéaires a deux inconnues.

La classe commence par une explication sur ce ignéis résoudre un systeme
d’équations linéaires : écriture symbolique, substin de valeurs numériques
dans les équations et vérification de I'égalité adque (déja travaillé dans la
classe). Mais I'objet de la séance est de déterngietite solution par une méthode
graphique, c’est-a-dire par des traitements gédquets : tracer les droites
associées aux équations en jeu — une conversibarakyser s'il existe ou non des
solutions, ce qui dépend de la position relative disux droites — leur intersection.

Le professeur commence par présenter les pasrdéthlnde graphique de maniere
théorique pour que les éléves appliquent ensutte ogthode. Il y a un travail a
effectuer avant le changement de domaine commaldéelcde coordonnées pour
tracer les droites, méme si on peut penser a é@agtrocédures de tracé (un point
et la pente par exemple). Le changement de domdmd,algébre Ds vers la
géométrie analytique Dr, est indiqué de maniérdiate par le professeur qui
donne les pas a suivre graficar las ecuaciones.>Les éléves ont en charge le
tracé des droites sur du papier millimétré. La gen@iscursive est peu activée,
uniquement pour le calcul des coordonnées desgeinte fait que deux points
distincts déterminent une droite. La connexionestdgs domaines est assurée par la
connaissanceine équation du premier degré a deux inconnuesrrdéte une
droite (avec la condition usuelle). De fait, le professprivilégie 'usage du plan
sem-inst de 'ETM avec l'usage du papier millimép@ur la production de signes
dans Dr.

Mais avant les applications, I'enseignant fait digression en présentant, comme
dans les manuels scolaires, les trois cas possibles

4a : Solutions possibles pour un systeme. 4b alfxttun manuel scolaire sur ce
théme.

Figure 4



88 ELizABETH MONTOYA DELGADILLO & LAURENT VIVIER

Il est a noter que cette insertion, propre a I'Eddine, n’est pas du tout requise
pour la méthode graphique. Nous y voyons ici liiétg@otentiel du changement de
domaine de travail : la géométrie, par la visuébsa permet d’objectiver une
propriété sur le nombre de solutions aux systém@s Qela ne peut se voir qu’en
acte dans la résolution algébrique. En effet, salegénéral est possible en algebre,
avec un appui, plus ou moins explicite, sur lagrotie déterminant, les traitements
sont trop complexes pour ce niveau d’étude aver@ninues, 6 parametres et des
conditions sur les paramétres afin de détermiesisemble des solutions.

Ce qui semble étre visé ici, c’est la visualisaimmique (cf. figure 4). Ici, on peut
sans doute exploiter plus en profondeur la visattia, ce qui nécessite une
visualisation non iconique : trouver les coordorsnda point d’intersection pour
avoir les solutions du systéme et ainsi faire dedfact graphique un instrument.
Finalement, si I'enseignant privilégie le plan smst- dans le travail proposeé, il
semble que ce soit la genese sémiotique qui se#&evion pourrait ici plus
spécifiguement parler ddomaine de visualisation

L'ETM idoine préparé par le professeur est en ad#égn avec les manuels
scolaires et les demandes officielles : la méthgrdphique ne peut pas donner de
maniére générale les solutions exactes et essédilpour justifier la méthode
algébrique. Le professeur ne mentionne jamaisdaindtion valeur exacte/valeur
approchée, centrale ici. Cela est renforcé paaitegtie les 5 systemes linéaires de
Cramet! proposés ont leur solution dansZ. Ainsi, la méthode graphique semble
donner les valeurs exactes alors gu’elle ne donreadgs solutions approchées.

Contrairement a ce qui est annoncé dans la métiladg,a pas de vérification. Il
n'y a donc pas de retour au domaine Ds méme siseeédt possible a partir d’'une
approximation des solutions par une méthode graphigour voir si les solutions
sont exactes ou non et aussi pour controler leggtatles valeurs sont bien proches
des solutions exactes (pour des raisons de cotdjridéigalité doit faire apparaitre
des valeurs relativement proches).

Il y a bien une genése sémiotique dans EE¥Wdans ETN, mais la question ici
concerne le lien entre ces deux genéses, et amsmldtion avec la genése
instrumental. La méthode graphique reste & un nivkéorique pour justifier le
nombre de solutions d’'un systeme et constitue tefaat non instrumentalisé car
uniquement basé sur une visualisation iconiquelidreentre les deux méthodes,
dans les deux domaines, ne peut se réaliser qu@ditmm de faire la distinction
valeur exacte/valeur approchée. Or, PN2 ne lepfst sans doute a cause de ses

1] es 4 systémes a résoudre par les éléves sontatee€; le professeur a aussi présenté
un autre systéme de Cramer, un systéeme sans sodition systéeme de degré 2 avec (-1, 6)
comme couple solution.
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choix de systéme qui menent toujours a des sokitotieres. Ce travail ne semble
pouvoir développer, pour aucun des deux domaiit€EM personnel des éleves.

3.2. La genese instrumentale
L’exercice suivant a fait I'objet d’'une séance dasse de troisieme, grade 9 en

N

France, filmée, et les éleves sont pour la premiere confrontés a ce type
d’exercices.

Exercice : En remarquant que 37%t6l, construire un segment de longu
V37 cm.

11
c
=

Le domaine source est le domaine du nombre, Obyet une indication forte du

changement de domaine vers la géométrie, Dr, avelemande de construire un
segment. La tache est explicitement une convers@ontrairement au cas
précédent, il ne s'agit pas d'une recherche dealisation mais plutét d'un lien

théorique avec la géométrie d’Euclide et les nosbomstructibles.

Rapidement, les éléves sortent leurs calculatpoes calculen37 afin de pouvoir
tracer le segment a la regle graduée. C’est demsdignante qui doit interdire cet
instrument (7 min) et demande de « construire »ne« vraie construction ».
L'enseignante est en effet obligée de réoriente€éleves vers Ibon ETMg local,
alors que le changement de domaine n’était erpé&atproblématique en soi. Cette
réorientation est comprise par les éléves, maigdlsavent pas vers quel EEM
local se porter. L'enseignante doit alors donnarstdées indices (a partir de
10 min) : «triangle », « 37 26 1*», «somme entre deux carrés? » pour
finalement demander «un seul mot» (17 min) etloues éleves répondent
« Pythagore ». A la suite, puisque 'EENbcal est clairement exposé, les éléves
réussissent sans trop de difficulté I'exercice.

Le changement de domaine est explicite, Dr esétagtrie, mais c'est I'ETM
local visé qui n'est pas explicite. En effet, paet exercice on peut penser soit &
un ETMg autour de la longueur de segment soit un gBdtour du théoreme de
Pythagore. C’est ce dernier qui est attendu, rhaiy & pas suffisamment d’indice
pour les éléves. L'enseignante explicite d’abordirbevail a effectuer avant le
changement de domaine37Y = 6 + 12, ce qui n'a rien d'évident sauf si I'on
anticipe une utilisation du théoréeme de Pythag@et indice, une égalité de
Pythagore, n’est finalement pas suffisant et, pargliestions de I'enseignante, tout
revient a ajouter dans I'énoncé « en utilisanh&otéeme de Pythagore » qui précise
'ETM¢ local. Les exercices suivants, du méme type, rs mius de probléme,
'ETM ¢ attendu est bien identifié par les éléves.

Il est & noter que le travail préalable a effecha@ir un changement vers un EgM
local autour de la longueur des segments, un calpptoché de/37 avec une
calculatrice, ne pose pas de probleme aux éléviesi,Aes éleves activent bien
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dans leurs ETM personnels une genese instrumemtede, la calculatrice puis la
regle graduée, mais qui n'est pas celle de 'ETWIrd voulue par I'enseignante,
avec le théoréme de Pythagore comme instrumentgdreese sémiotique est
également activée par les éléves et I'on ne rgbagece probleme d’ETMIocal,
sans doute parce que les signes sont ceux du deoahaila géométrie, Dr, et que le
fait que l'on considére tel ou tel ETMlocal n'est pas sensible. La genese
discursive est, malgré I'utilisation du théorémeRyghagore, en retrait et c’est le
plan sem-inst qui est ici privilégié.

Les genéses sémiotiques et instrumentales sontddamxsETM; locaux différents
gui ne semblent pas connectés, mais le malentéagparait que pour les geneses
instrumentales. Méme si on peut voir a travers egdrcice une tentative de
cohésion entre les domaines du nombre et de laéemle travail proposé ne
permet pas une connexion de ces Eldtaux. Ce choix par I'enseignante est sans
doute lié & une tradition concernant les nombrestcactibles, mais il n’y a pas de
retour a Ds sur la nature des nombres en jeu.

3.3. La genese discursive

L'exercice suivant a été donné en travail maisorerare, en classe de Premiéere
Scientifique, grade 11, en France. Ici, comme Heusgerrons, c’est le choix du
travail initial dans le domaine source, la géométqui détermine le domaine
potentiel pour le changement qui est laissé aiéemresponsabilité de I'éléve.

Soit un triangle ABC de hauteur [AH], ou H est wint du segment [BC], tel que
AH =4, CH = 3 et BH = 4. Soit M un point du segmpkC]. On notex la distance
AM. On cherche a déterminer pour quelle positionpdint M sur [AC], la distance
BM est minimale.

D

Quelle est dans ce cas la nature du triangle ABM ?

Calculer la valeur exacte de la distance AM lorsgleest minimale.

Figure 5
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Cet exercice est trés riche et on peut le résodelreombreuses maniéres, mais il
n'est pas question ici d'en faire une analyse peegiour des questions de place.
Nous voulons mettre essentiellement en avant le [oué par le travall
préliminaire dans Ds, la géométrie, qui conditioforéement le choix du domaine
Dr. Nous exposons les productions, écrites hoisselaans utravail maison de
trois éléves :

L’éleve E1 remarque d’abord que ABM est rectangieMe sans le justifier
précisément. Il calcule ensuite AC=5 et AR32 par le théoréme de
Pythagore en précisant I'angle droit en H. Puigalcule de deux manieres
différentes I'aire de ABC avec les hauteurs AH @il ce qui lui permet de
calculer BM = 5,6 en résolvant une équation en BIM'(itilise pas «x »).
Enfin, le théoreme de Pythagore dans BMA dont iinadt AB et BM lui
permet de calculer AM = 0,8.

L’ETM personnel de E1 reste essentiellement dadsheaine de la géométrie
avec un travail sur les grandeurs. Il utilise bils équations, mais le fait de
conserver les longueurs laisse penser que, pour skf, travail reste
géomeétrique, sans changement de domaine.

L’éléeve E2 commence par émettre une conjecturaidd’du LGD Geogebra :
la distance BM est minimale lorsque ABM est rectarn M. Puis, il calcule
AC=5 et AB=V32 et exprime BM /(32 — ) par le théoréme de
Pythagore. Exprimant I'égalité de Pythagore danMC8I'aide de CM =5 —
X, il trouve une autre expression de B& qui lui permet de poser I'équation
325¢=¢+ 1+ 24. |l résout cette équation pour trouver 8/10
(cohérent avec la valeur approchée 0,81 obtenuég@agebra).

E2 s’'appuie sur la méme propriéeté géométrique que (gans doute
redécouverte avec le logiciel) mais il ne proposes pin travail sur les
grandeurs, en restant en apparence dans Ds, ¢tigffene mise en équation
avec un changement clair de domaine ou Dr eselaly

L'éléve E3, aprés avoir calculé AC =5 par le tiadoe de Pythagore, introduit
le projeté orthogonal, N, de M sur [BC] ce quipairmet, avec le théoréme de
Thalés, d’exprimer BN et MN en fonction dea l'aide de CM = 5% Puis,
par le théoréme de Pythagore dans BMN il calculé BM — 8/5 + 32 et il
étudie cette fonction dequ’il nommef(x). Il utilise ensuite ses connaissances
sur les fonctions du second degré (sommet de labpbr qui donne le
minimum car le coefficient de degré 2 est positifur trouver BM = 5,6
obtenu poux = 0,8 qui est AM.

Contrairement & E1 et E2, E3 ne s’appuie pas supuwpriété caractéristique
de M. Il percoit la variation et cherche une foastgu’il s’agit de minimiser.
Ici, le travail préalable dans Ds mene a un totiteachangement de domaine
ou Dr est le domaine de l'analyse (plus spécifigereime sous-domaine des
fonctions).
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Il'y a un travail préalable a effectuer avant largfement de domaine car il est
nécessaire d'appliquer le théoréme de Pythagorem@ins deux fois) mais ce
travail est tres variable : E1 par un travail g grandeurs et une caractérisation
géomeétrique de M reste dans Ds, la géométrie (ngnde fait la résolution est
algébrique, E1 ne le percoit sans doute pas giEdl)s’'appuie explicitement sur la
caractérisation géométrique de M et propose ur@utésn dans le domaine de
I'algébre en calculant de deux maniére la longMr; E3 percoit la variation et
calcule en toute généralité BM pour proposer useludion dans le sous-domaine
des fonctions.

Le changement de domaine est en partie indiqué lavegsence du x», indice
d’'un changement de domaine mais sans savoir, &eawnd’étude, s'il s'agit de
l'algebre ou des fonctions. Néanmoins, il est gaesde ne pas utiliser lexo
comme ['éleve E1 (cf. aussi la section 2.3). Unairndice apparait dans I'énoncé :
il s’agit d'une question d’optimisation qui orient®nc plutdt vers un traitement
avec des fonctions, mais cela est sans doute pievpour les éléves. Mis a part
ces deux indices, les éleves ont la totale respditéadu changement de domaine
et, surtout, du choix du domaine Dr : algébre calys® (fonction).

La résolution de I'éleve E1 n'utilisant que des dwgl’'algebre, connaissances
anciennes de 3 ans, qui reste contextualisées ramxl@urs montre que lI'on peut
rester, au moins en apparence, dans Ds. Sa résoadi toutefois incomplete car il
faudrait prouver que M[AC]. Pour cela on peut calculer de la méme manive

et justifier que M est sur le segment en vérifigue CM + MA = CA. Néanmoins,
I'attendu, en lien avec 'ETM idoine, est sans @opius proche de la résolution de
I'éleve E2, et plus encore de I'éleve E3. A ce aival'étude, les fonctions sont
travaillées depuis 2 ans et la dérivation est thiii@ ce qui permet un traitement
efficace des problemes d'optimisation (ce chapitawait pas encore été abordé au
moment ol le probléeme a été donné). En outre, “€nSlles éléves pouvaient
utiliser leurs connaissances en cours d'appregssar les fonctions quadratiques.

La distinction essentielle que nous voulons mettrévidence est le fait que :

- Léleve E2 oriente son travail dans Ds, a partiond conjecture, sur la
caractérisation de la position de M. A partir ddlecei, il peut utiliser le
théoreme de Pythagore qui lui donne une équatithrgsout pour trouver la
solution. Son travail initial conditionne le chote Dr qui est l'algébre,
puisque M est fixe.

- L’éleve E3 oriente son travail dans Ds en exprimaatr les théoremes de
Pythagore et de Thalés, la distance BM a miningsefonction de, en toute
généralité. Cela lui permet d’avoir une fonctiorilgoinimise. Son travail
initial dans Ds conditionne le choix de Dr qui Eshalyse (ou le domaine des
fonctions), puisque M est variable.
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Dans les deux cas, c'est la genése discursiveDgria géométrie, qui oriente vers
tel ou tel domaine Dr et notamment la disponibititéla propriété sur la distance
d’'un point a une droite. On peut aussi penser @i @ropriété est seconde, le
point de vue adopté étant premier : un point de dyrgamique M varie et on
cherche a minimiser une guantité, et un point destatique la position de M est
caractérisée par une propriété géométrique.

D’autres résolutions sont possibles comme la géwené&tpéréee (le repére d’origine
H et d’axes (HC) et (HA) est particulierement bemtapté) ou encore en restant
totalement en géométrie, sans équation, mais laverest longue et peu accessible
a ce niveau d’étude.

Chacun de ces trois éléves conclut en donnantstardie AM =0,8. Il y a donc

bien un retour au domaine source pour la concludiéanmoins :

— Pour E1 il est nécessaire de justifier que la des#aAM calculée est relative a
un point de [AC]. Sinon, on ne peut savoir si l@imum est atteint dans [AC]
ou non.

- Pour E2 et E3, le fait que MAC] est implicitement contenu dans les
procédures utilisées puisqu’ils calculent CM x5pour I'éléeve E3 cela
impliqgue quef est définie sur [0,5] et il faudrait vérifier gliabscisse du
sommet de la parabole est bien dans cet interyafiajs ces deux éléves ne
I'explicitent pas.

La genese sémiotique est activée presque de la mm@miere pour les trois éleves

avec le registre graphique de la géométrie, leadgnars mesurées, les registres
numeériques usuels, décimal et fractionnaire, léstegalgébrique, ainsi que, pour

E3, le registre fonctionnel. On voit également pontance de la genése

instrumentale avec le LGD : redécouverte de la gt caractérisant M pour E2

et calcul approché pour E3 permettant un contrél&adolution ainsi qu'une prise

en compte de la variation.

Cet énoncé est I'occasion de travailler un ETM glalvec la géométrie, I'algébre
et I'analyse (que I'on peut restreindre ici auxdons). Il est & noter que I'éléve
E3 présente un ETM personnel global avec ces ttoisaines (son travail est
explicitement sur les trois domaines) alors ques&fement avec la géométrie et
I'algebre, et E1 seulement avec la géométrie @htg reste implicite).

4. Une grille pour analyser un changement de domaén

Lors d'un changement de domaine de travail, nowsations spécifiquement a
comprendre pourquoi il y a un tel changement dangdvail mathématique et
comment il s’effectue. Comme nous l'avons vu a dravles 6 exemples
précédents, plusieurs raisons peuvent en étre @se.calous pouvons y voir un
manque de connaissance, interne aux mathématiqudsi@a I'enseignement et
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aux connaissances mobilisables, un manque maggaekexemple si 'on a ou non
un ordinateur muni d’'un Logiciel de Géométrie Dyngue), une volonté de
I'enseignant de proposer un certain ETM idoineenaore parce que I'enseignant
n'a pas conscience du changement de dorffaindans ce dernier cas, I'usage de
signes spécifiques a Dr favorise gissementsi’'un domaine a un autre.

Afin de mieux cerner ces caractéristiques du chawege d’'ETM, nous cherchons a
répondre a trois types de questions dont 'impaeaa été pointée au fil des six
exemples proposés. Cela nous permet d’avancerrilieedianalyse.

Tout d'abord, la question de 'ETM idoine, le chgar le professeur des valeurs
des variables didactiques, I'appui sur le contidactique, les paradigmes en jeu. Il
s'agit de I'organisation par I'enseignant du changet de domaine :

1. Y a-t-il un travail préalable a effectuer dans D&rd le changement de
domaine ? Ce travail est-il nécessaire ? Quelleleestature de ce travall
préalable ?

Nous postulons que plus le travail dans Ds estéamrent plus il est difficile de

penser a effectuer un changement de domaine. En eff travail dans Ds, doublé
d’un énoncé dans Ds risque de renforcer la difficabgnitive du changement de
domaine — on pourrait prendre I'image d'enfermementlans le domaine Ds. De
méme, y-a-t-il un ou plusieurs registres dans Dg pe travail préalable ? Doit-on
faire un changement de registre interne a Ds @mai la responsabilité ?

2. Le changement de domaine est-il indiqué (de man@us ou moins
explicite) ? Quelle est la responsabilité laissda aharge de I'éleve (ou du
groupe d'éléves) par le professeur ? quelle estidénce de 'ETM-idoine
développé par le professeur selon le contrat ereviget les paradigmes ?

L’indication du changement de domaine est impoetaiu point de vue cognitif.
C’est en effet bien différent de passer de la géaena I'algebre avec un x»
présent dans I'énoncé (y compris sur un dessinphau Si le changement de
domaine n’est pas explicite, quels sont les indipessents dans I'énoncé (y
compris le discours de I'enseignant) ? Cet indieet @tre n'importe quel signe qui
active une certaine forme de travail comme uneelettes nombres, une figure, un
dessin prototypique, un schéma, un mot, un typguéstionnement (une demande
d’optimisation en géométrie par exemple), une placg, etc. Quelle est la nature
de cet indice ? Des types de probléme standaré ehdngement de domaine en
jeu a été travaillé de maniére systématique estlément important & prendre en
compte (cf. la section 2.3). Nous pensons que déepseur est un agent-clé qui

12 Ce dernier point est notamment visible dans &dmprofesseurs novices ou, souvent,
de nombreuses composantes du travail mathématpeaturalisées (cf. la section 2.2).
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conditionne, ou au moins influence, le changementia@maine sous le contrat en
vigueur.

3. Apreés la résolution dans Dr, y a-t-il un retourdamumaine source ?

On peut penser a un travail supplémentaire a effeatans Ds avant de conclure
I'exercice, le travail effectué dans Dr ne pernmtigas de conclure ; ou bien, plus
fréequemment dans I'enseignement, ce retour dangeDuettrait de valider ou de
contréler la solution trouvée dans Dr. On rejoimtsale point de vue de Polya
(1965) ou le fait de revenir & Ds peut étre int&tgpicomme la derniére phase dans
une résolution de probleme, celle ou on examirsolation. Cependant, le fait de
prendre appui sur le modéle des ETM permet de déresi I'articulation des
composantes des plans épistémologique et coghitii, la question devient-elle
plus générale : avec le retour a Ds, le travainedfil de développer 'ETM dans le
domaine initial Ds ?

Notons que le fait de ne pas revenir au domaineceoDs risque d’entrainer un
non développement du domaine iniffaCela a une grande importance car revenir
a Ds signifie exploiter et développer ce domaintain- c’est-a-dire, articuler les
genéses qui interviennent et construire les cosaaces dans I'espace de travail
mathématique initial. Ce retour devrait favorises tonnexions entre 'ETM et
'ETM p, en jeu dans une perspective de constituer un Hbobhy

Nous ne formulons pas de question sur le travaitifigue dans Dr organisé par
I'enseignant car cela n’est pas notre objectif.r&mnche, nous nous intéressons
aux spécificités mathématiques du travail dans @rsdes questions qui suivent,
plus épistémologiques (des mathématiques ou desématiques enseignées). Il
s’agit ici de questions cruciales pour la compréi@ndu changement de domaine.

4. Pourquoi la résolution n'est-elle pas effectuéesdBs ? Que manque-t-il ?
Quelles sont les caractéristiques du travail effectans Dr qui n’est pas, ou
ne peut pas étre, effectué dans Ds? Dautres demaisont-ils
envisageables ?

L'enseignant peut contrdler certaines variableadidues, ou s’appuyer sur des
éléments de contrat didactique — par exemple lié muadigmes —, pour d’'une
certaine maniere forcer le changement de domafnéeécsections 2.2, 2.3 et 3.2).
Mais ce n’est pas toujours le cas car le changepm®ritétre nécessaire du point de
vue des mathématiques ou des connaissances digsodds éleves (cela nécessite
une prise en compte des connaissances ancienthesieeau d’'étude).

13 Ce phénoméne a été pointé par Nikolantonakis éel/{2010) pour des opérations sur
les entiers dans deux registres différents (systatadbase dix et dans une autre base).
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Quels sont les domaines qui permettraient de cantdblmanque (s’il est effectif)
repéré de Ds ? Notons qu'il se peut que la résolutivisse effectivement étre
effectuée dans Ds. La question des possibilitésrtef dans chaque domaine de
travail est une question essentielle et délicagseftielle car c’est cette question
qui conditionne le travail possible ou non dansdeamaine et délicate car elle
dépend des connaissances disponibles, pour un @uwjelus généralement des
connaissances disponibles mathématiquement (etadmst du niveau scolaire).

5. Quelles sont legenese®u plansdes ETM qui sont au centre du changement
de domaine ? qui permettent de comprendre la néeaks changement de
domaine et d’en identifier les enjeux ?

Il nous semble que l'identification d’une genesedtun plan sur lequel se fonde le
changement de domaine est un élément clé de larébemsion du changement de
domaine. L'importance d'une genése pour un changende domaine peut
provenir, comme nous l'avons vu, d’'un indice sémjigt, du contrat en vigueur,
d’un artéfact, matériel ou non.

5. La visualisation dans un changement de domainess la géométrie

Les changements de domaine s’accompagnent de mgmiésque inévitable de
changement de registre et donc des conversionsngoessaires. On peut méme
ajouter que l'intervention de plusieurs registres écessaire car il s'agit d’'une
caractéristique de l'activité mathématique (Dut@85).

Lorsque le domaine Dr est la géométrie et que lengbment de domaine
s'accompagne spécifiguement d’'une conversion ddgiistre de Ds vers le registre
graphique de Dr, on dispose alors de la visuatisagn géométrie qui a un role tres
particulier (Duval, 2005). De fait, La visualisati@n géométrie est utilisée dans
beaucoup de domaines mathématiques. Une questigortante concerne
I'objectif de cette visualisation.

L’objectif peut étre, par exemple en algebre, détrer, d’expliquer, ou de justifier
certaines relations du typep)>=a’+b* — 2ab. Mais comme Tall (2006) le
signale, cette visualisation est partielle carrpauelation précédente, elle suppose
que I'on aita > b > 0.

La visualisation géométrique peut également étrguise pour résoudre un
probleme que I'on ne peut résoudre dans Ds. Baf@&Hl), propose en classe de
quatriéme en France, grade 8, de visualiser la sB4 + 1/4+ ... + 1/4 pour
déterminer la somme de la série qui est 1/3. Aivean d’'étude, le calcul de limite
n'est pas disponible, mais le probléme a du sens lps éleves et la visualisation
géométrique, avec une décomposition méréologigeiemet de pallier le manque
théoriqgue du domaine numérique avec une versiantive et visuelle de la
méthode d’exhaustion.
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Si dans le cas précédent le résultat obtenu esit,ezauvent la visualisation
confére uniguement un résultat approché, notamniarst d'une résolution
graphique. Il est a noter que ce type de résoluipprochée a l'aide d'un
graphique ne semble pas étre un objectif de I'gnsenent secondaire en France,
et ce malgré les recommandations de la commissiahake (2002) sur la
dialectique entre le calcul approché et le calowdce Prenons I'exemple des
systemes d’équation en France en classe de tra@sigmade 9. Les aspects
graphiques ne semblent étre utilisés que poutriduges systemes d’équation et la
résolution algébrique ce qui donne une indicatmmefsur 'ETM idoine. Dans le
manuelPhare si une résolution graphique est demandée, isysttmatiquement
requis de vérifier la solution numériquement dassdquations. Normalement il ne
s'agit que d’'une solution approchée, mais les gt des exercices sont telles
gu'en fait la solution approchée est exacte, urieentt finalement c'est la
vérification numérique qui fait foi, la résolutiographique est trés largement
dépréciée. L'ETM idoine utilise, dans ce contexie,géométrie dans le but
essentiel de visualiser — peut-étre pour donnesahs — en tout cas, pas pour
résoudre « en vrai » (cf. aussi la section 3.1).

Conclusion

Un des points qui ressort de nos exemples, quidoatdes études de cas, est sans
doute le point de vue, tres différent, selon qun@me domaine est un domaine
source ou un domaine de résolution. En effet, p@wgéométrie, I'utilisation de
théoreme mettant en jeu des grandeurs (les thésrden€halés et de Pythagore, le
calcul d'aire) aboutit souvent, par la nécessité meser des calculs, a un
changement vers le domaine de l'algebre ou du nemblors que, lorsque la
géomeétrie est le domaine de résolution, méme &’'8’agit pas d'une recherche de
visualisation, on dispose de cette visualisatie@s spécifique a la géométrie. Ces
réles différents selon qu’'un domaine est Ds ou firbéen entendu a rapprocher
des dimensions objet et outil (Douady, 1986). Damshangement de la géométrie
vers l'algébre, I'algebre est un outil pour le desbe posé en géométrie alors que
dans un changement de l'algebre a la géométritgébae est vue dans une
dimension objet et I'on se sert de la géométrie mmemun outil. Comme en
dialectique outil-objet ou les rdles ne sont pgédi(un objet peut devenir un outil
et réciproquement), il est important de changetbtieentre les domaines source et
de résolution et ce notamment pour la connexioredas ETM.

Le domaine Dr n’a toutefois pas nécessairemendimension outil. Comme nous
'avons vu dans le cas de la résolution des systdinéaires (cf. section 3.1),
'usage de la géométrie comme domaine de résoluépond a un probléme du
domaine source qui ne peut, au niveau d’enseignemenmsidéré, acceéder a
certains résultats théoriques. Mais, dans le traleala classe étudiée, le domaine
de résolution ne sert finalement pas d’outil poeirprobléme posé. Or, nous
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pensons que c'est seulement lorsque l'outil esinpleent développé pour
répondre au probleme initial que les connexiongee®ETM, entre domaines,
peuvent s'opérer. Il est a noter toutefois queita des domaines de l'algébre et de
la géométrie, le domaine du nombre est aussi préfiemue le lien puisse se faire
entre les deux domaines. Considérer le domaineodibre, avec notamment les
notions de valeur exacte et de valeur approchéet permettre d’'établir un
« pont » entre I'algébre et la géométrie (ce rGleddmaine du nombre est aussi
visible en géométrie avec les paradigmes Gl et @llsection 2.1). Il s’agit donc
d’'une relation entre trois domaines et c'est samgalparce que 'ETM-idoine du
nombre, ou personnel de I'enseignant, ne peut jogigdle que le changement de
domaine Algébre> Géométrie ne peut participer pleinement a une &don des
domaines, avec la partie visible d'un artefact aacquiere pas le statut
d’instrument.

Pour ce qui est du travail initial dans Ds, il agacomme un élément important
du travail mathématique pouvant aller jusqu’'a ctadner le choix de Dr (cf.
section 3.3). S'il est trop faible, et selon lauatton, il se peut que le changement
s'accomplissetrop rapidement alors qu’un travail dans le domainerc®plus
conséquent pourrait permettre de simplifier lediiadans Dr (cf. section 2.3). Il est
d’ailleurs possible que le changement de domainsoitepas nécessaire et I'on a
vu I'importance du choix des valeurs des variabidactiques.

Nous ne disons certainement pas qu'il faille & totx rester dans le domaine
initial lorsque cela est possible, mais plutot qy'a un équilibre a trouver entre le
développement de 'ETM du domaine initial, qui pétre atteint sans changement
de domaine, et la connexion entre ETM, nécessitanthangement de domaine.
Mais si I'on fait le choix d’'un changement de donedans la perspective d'une
connexion entre ETM, il nous semble nécessaireiele fjuster les valeurs des
variables didactiques ainsi que de laisser unedearésponsabilité aux éléves dans
ce changement. Par ailleurs, le développement BIEM’ initial peut aussi étre
atteint par un retour a Ds apres un travail dand.[Btaboration par le professeur
de 'ETM idoine est crucial sur ces points et néitesque ce professeur ait un
ETM personnel que nous avons qualifiégtiabal relatifs aux domaines en jeu.

Nous avons pointé une autre question centrale lddaboration de 'ETM idoine
par le professeur. Quelles sont les geneses glébahgement de domaine ? Avec
trois exemples, nous avons esquissé la pluralité siéuations possibles.
Comprendre le role de chacune des trois genésasutiachangement de domaine
nous semble important pour comprendre ce changefhest également important
de faire cette identification afin de pouvoir varies genéses activées. Nous
faisons en effet I'hypothése que ce type de vanatavorise les connexions entre
ETM.
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Nous pensons qu'il est nécessaire pour I'appragessies éleves que I'enseignant
prenne en compte, et soit conscient, de 'ETM diyet et des paradigmes en jeu
afin de pouvoir les contréler. Nous ne postulons gariori que le changement de
domaine soit une difficulté lors de la résoluticnrdprobleme mais plutot qu'il
s'agit d’une richesse des mathématiques.

Dans certains cas, nous avons utilisé la vidéoganplément, pour préciser le

travail des éléves et relever la part du travaihtdiss sont responsables. En
particulier, ont-ils la responsabilité de penserchangement de domaine, ou bien
est-ce annoncé plus ou moins explicitement ? @ngilresponsabilité d'effectuer

ce changement de domaine ? ou bien est-ce I'ersstigui I'effectue ? L'usage de

vidéo est essentiel pour répondre a ces questians’énoncé seul ne peut

permettre d'y répondre (Robert, 2008). L'usage idéas apparait comme un point
méthodologique important que nous n'avons pas @bdads cet article.

Enfin, nous n’avons traité ici que des changemelgsdomaine impliquant la
géométrie. Mais des changements impliquant d’adtbesaines sont envisageables
ce qui ouvre de nouvelles perspectives de rechete&hpoint de vue adopté dans
cet article pourrait en effet permettre de renceivds questions sur la transition
arithmétique/algébre en I'étudiant sous I'anglendalhangement de domaine entre
le domaine du nombre et de l'algébre. On peut gpssser a une étude sur les
connexions entre les domaines des probabilitée €adalyse qui est une question
d’actualité en France.
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