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NOTRE COUVERTURE : C'est en 1980 que Heawood, dans un article ol il

prouvait que Kempe s'était trompé dans sa "démonstration" du théoréme des
4 couleurs, démontra que dans la généralisation de ce résultat au cas ol
chaque pays a au plus deux composantes connexes, il faut et il suffit de
disposer de 12 couleurs. La "carte'" de notre couverture, symétrique, est
due 2 Scott Kim. Elle montre que les 12 couleurs sont nécessaires

(voir article page 57)




OUVERTURE LYRIQUE

C'est au premier janvier que l'on se dit d'ordinaire des
banalités. Mais dans notre profession, le départ se refait a chaque rentrée, Et
cette année, nous sommes tous curieux de savoir si nous pouvons changer quel-
que chose dans notre métier...

Révons donc un peu, voulez-vous ?

L'Ouvert vous présente ses meilleurs voeux !

Que les années prochaines vous réservent un rétablisse-
ment progressif de la dignité de I'Ecole et de notre tache. Que se manifestent,
méme chez nos éldves les plus défavorisés; un ardent désir d'apprendre, et chez
nous, une disponibilité efficace pour répbndre a ces attentes ! Que la société per-
‘ gdive notre volonté d‘inétituer un véritable renouveau éducatif; et qu'ainsi notre
métier recommence a &tre reépecté !

Qu'on en finisse avec l'image humiliante d'une mathémati-
que traumatisante et ennuyeuse. Notre Président de la République vient de dé-
élarer (Diécours au Sénat - 22 avril 1981) "De la maternelle a la vie professionnelle,
il faut donner le gdﬁt dé la découverte; déveldpper les idééé d'ingénioéité; d'ima-
‘ Qination; de curioéité; d'initiative”. Pour une fois‘;' ce discours peut ne paé sonner
érei.i’x: nous savons toué; a I'A;P.M. et a I‘I.R.E.M.; quels projets concrets répon-
dent a ce désir; pUiSqu depuis des années; nous nous consacrons a la promotion
deé oeuvres créatives 3 I‘Ecdle.

Bien entendu; il n'est paé question d'oublier les mesures
pdnctuelles sur l'amélioration de ndé cdnditions de tfavail et de recrutement. Bien
déé céllégues n'ont guere épprécié de vdir encore les effectifs des nouvelles se-
ébndes avoiéihanf éyétérhatiqd’érhent léé 35.4.; Mais qhe cela ne nous prive pas de

réves a plus long terme.

P.S. Déja du tangible: a Strasboura et dans les autres universités préparant le
D.E.A de Didactique des mathématiques, ces dipldmes sont réhabilités.
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BACHOTAGE:

~
un ancetre

Nous présentons ici quelques extraits d'un curieux ouvrage, publié
en 1839. A notre connaissance, c'est 1l'anc®tre des "Précis de ba-

chotage", des "Comment réussir & 1l'épreuve de mathématiques du con-

cours d'entrée aux P et TV,

MANUEL

DES ASPIRANTS

L’ECOLE POLYTECHNIQUE,

CONTENXANT

UN TRES GRAND NOMBRE DE QUESTIONS

’ RECCEILLIES DANS LES DERNIERS EXAMENS DE CONCOURS,

AVYRG LES SOLUTIONS ;

PAR M. GEORGES RITT,

ITTEUR DES PROBLRMES DB GEOMETRIE, L'ALGLBRE, ET I APPLICATION
DE L'ALGEBEE 4 1: GEGMETRIE.

1839
N

La fondation des grandes FEcoles et 1l'Institution du Baccalauréat

provoquérent rapidement une déviation des objectifs pédagogiques.

Il s'agissait essentiellement de préparer aux examens OU CONCOUrS,
accessoirement de cultiver les éléves.

Le danger Put immédiatement pergu par Evariste Galois, qui dénonga

cette situation, dans le passage suivant d'un lettre ingolente :

" Jusques & quand les pauvres _eunes dens seront-ils

obligés d'écouter ou de répéter toute la journée 7 Quand



leur laissera-t-on du temps pour méditer sur cet
amas de connaissances, pour coordonner cette fou-
le de propositions sans suite, de calculs sans

1 . son ? (...) L'éléve est moins occupé de s'ins—
truire que de passer son examen. I1 lui faut sur
chaque théorie une REPETITION de chacun des qua-
tre examinateurs; il doit apprendre les méthodes
qu'ils affectionnent, et savoir & l'avance, pour
rhaque question et chaque examinateur, quelles
doivent &tre ses réponses et mfme son maintien.
Aussi il est vral de dire qu'on a fondé depuis
quelques années une sclence nouvelle qui va gran-—
dissant chaque jour, et qui consiste dans le con-
naissance des dégofits et des préférences scienti-
fiques, des manies et de 1'humeur de MM. les exa-

minateurs. (...)"

L'ouvrage de RITT nous renseigne sur ce climat. Mais il confirme
aussi qu'au milieu du XIXe siécle encore, la plupart des lycéens
n'abordaient les rudiments de l'arithmétique -les quatre opéra-
tions - qu'a partir de 19 ans. Il fallut attendre un demi sidcle
pour que 1l'8ge des premiéres initiations s'abaisse & 6 - 7 ans.

Ce falt méconnu est corfirmé par le passage suivant de 1l'ouvra-

ge ou l'auteur encourage les "aspirants" & ne pas commencer trop
t8t 1'étude des sciences. Il dénonce le danger de négliger les hu~

manités greco-latines.

Un caleul bien simple peut melire en état de se con-
vaincre qu'il est trés possible de suivre avec un succes égal
les éiudes litiéraires et scienliziques. L’enfant qui com-
mence a apprendre ses lettres A six ans au bout de deux ans
peut commencer les études universitaires. En suppcesant
quil n’entre au collége qu’en septiéme préparatoire, il lui
faudra neuf ans pour achever toutes ses classes. Il pourra
donc commencer & 17 ans son cours de mathématiques
¢lémentaires : & 19 ams, il subira examen d’admission ;
s'il échoue, ce quin’est pas probable, il a encore un an
de travail avant d’avoir alteint Pdge auquel il ne peut
plus étre admis au concours. £n supposant qu'il ne soit
pas juge admissible a 'Ecole, il lui reste au moins une
¢ducation assez compléte sous beaucoup de rapports, et la
possibilité de suivre wutilement d’autres carriéres. Nous
avons adopté le caleul le plus large; mais nous sommes
persuadé qu'il est facile d'avoir complété I'éducation litté—
raire et mathématique des colléges et de subir un premier
examen des Page de 18 ans. Quelles que soient les modi-



fications que la méthode universitaire doive éprouver un
jour, il west pas permis d’espérer que I'éducation puisse
étre terminée avant cei ige. Le temps est un élément né-
cessaire au développement complet de ['intelligence; on
ne pourra jamais faire que l'aptilude la plus remarquable
pour queique branche que (e soit des connaissances hu-
maines {ienne lieu de Uexpérience et de la méditation.

Nous avons insist¢ long-temps sur cette question, qui
nous a paru trés grave, tant sous le rapport des intéréts
verilables de la jeunesse que sous le rapport du bien
public et de i'honneur de PEcole. il est nécessaire que le
renom de I'Ecole pelytechnique ne perde pas dans opi-
nion de la France et de I'Europe: et nous sommes con-~
vaincu que rien ne saurait y portsr atieinte autant que
Pabandon des <¢tudes littéraires, qui déveleppent a la fois
Piatelligence, les sentiments moraux, le gout et limagi-
naticn. Aussi, loin de diminuer I'imporiance des épreuves
littéraires dua conceurs acus ne eraignens pas d’exprimer
le vaeu que les aspiram(s a PEccle polytechnique solent
soumis, dans quelques anndes, & des conditions particu-
licres de capacité, telles qu’un certificat d’études classi-
ques compietes ou le dipléme de bachelier és letires.

Quoi qu’il en soit, un ¢léve intellizent et habiiué au fra-
vail peut réussir a entrer & I'Ecole aprés deux ans d’étu-
d§s mat.hématiques. Mais, pour obtenir ce résultat, il est
ntcessaire non seulement que lenseijnement soit parfai-
tement conforme aus programmes de PUniversité, mais
cncoFe que I'éteve adeple un mode de iravail gui rende cet
coscignement fruclueux pour lui-méme.

Ce point de vue est confirmé par l'avis que donne Lagrange au pére

d'Augustin Cauchy.

Cauchy avait a peine douze ans.
Toutefois Lagrange se préoccupait du danger que pouvaient
courir ces dispositions précoces, si leur développement
était trop h&té par une application prématurée. Il
insistait souvent sur ce point :"Ne laissez pas,

"disait-il & M. Cauchy, cet enfant toucher un livre de

Mathématiques avant 1'Age de dix-sept ans.' Dans une

autre circonstance, il 1lui disait encore : "si vous ne
vous hltez de donner & Augustin une solide éducation
littéraire, son goQt 1l'entrafnera, il sera un grand

mathématicien, mais il ne saura pas méme écrire sa

lLangue".



D'autres passages du livre de RITT témoignent du régne du cours dicté.

Quant A Péléve, son occupation journalitre devra é&tre
de rédiger avec soin les lecons du professaur. C’est par
cet exercice éminemment utile que I'élévé. 8 appropriera
en quelque sorte les idées du maitre ; il les analysera, les
développera dans ses rédactions, qui lui offriront plus
tard une immense facilité pour revoir tout le cours de
mathématiques et se préparer avantageusement aux épreu—
ves du concours.

Afin que ces rédactions soient exactes et complétes au-
tant que possible, il n’oubliera pas de prendre des notes
pendant la lecon du professeur, laguelle lecon devra étre
préparée et étudiée d’avance sur le livre classique adopté
pour Penseignement

L'objectif est d'obtenir la restitution fidéle du discours magistral.

Ainsi 1'étude des mathématiques était surtout une affaire de mémoire.

De nos jours, on reconnait volontiers qu'en mathématiques,il y a peu
a apprendre, et beaucoup & comprendre. Mais clest le point de vue op-

posé qu'exprime la doctrine bachomaniaque de RITT.

Beaucoup de jeunes gens d’un esprit vif et prompt ¢ {ma-
ginent saveir quand ils pont fait que comprendre : aussi
sont-ils tout ¢tounés de se trouver embarrassés quand il s'a-
git d’expliquer eux- .mémes ce qu'ils ont parfaitement enten-
du aux lecons du professeur ou 2 ia lecture du livr:. Nous
ne sauricns meitre les aspirants trop en garde conire cefte
funeste errear. It faut . a chague lecon du maltre, s'assurer
quon l'a bien saivie, qu'on est en état de la répeter seul,
sans le secours Ges t‘daCUULS ni des livres , au tableau noir
ou surle panir Le professeur n’a pas le temps d’.n\errnper
chaque jour -hacuin Ge ses éleves; ¢ ‘est aux éleves a s'in-
terroger co niciencieussinent, & éire aussi exigeants que le
serait le professcur iui-méme.

Maintenant, quelques conseils & propos de la préparation des épreu-~

ves orales.

Les questions de ’examen sont de deux sortes : les unes
ont pour objet le développement d’une théorie particuliére;
les autres, I'application des méthodes a la résolution des
problémes. Les premiéres sont presque entiérement du res-
sort de la mémoire; il faut parfaitement savoir son cours
poury répondre avec succés. Les secondes exigent princi-
palement de la sagacité et de Pintelligence ; c’est la partie
difficile de examen,



MM. les examinateurs ont soin de poser au candidat,
des le debut de Vexamen, une question facile, afin de lui
donner toute I’assurance nécessaire pour répondre aux
questions suivantes. Le candidat doit mettre & profit cette
disposition bienveillante de V'examinateur. Les effets de la
timidité sont redoutables, on ne saurait le nier. Mais le
candidat bien pénétré de son sujet ne manque pas de re-
prendre une assurance convenable, surtout s’il a bien ré-
pondu & la premiére question. On peut dire que le résultat
de examen dépend en grande partie de la premiére ou des
deux premieéres réponses.

Les démonstrations des théorémes doivent &tre apprises
avec soin, dans un véritable esprit d’analyse, de maniére
que Vintelligence puisse venir au secours de la mémoire :
car on ne peut se dissimuler qu’il y a dans les divers pro-
cédés de démons'ration quelque chose qui parait arbitraire
au premier aspect, mais qui n’est réellement que la con-
séquence des principes posés antérieurement. Aussi nous
n’approuvons pas que I'éleve entreméle dans son esprit des
démonstrations appartenant a des traités différents,

Voici, a titre documentaire, une liste de questions posées & l'examen

oral, vers 1839.- N'est-ce pas étonnant ?

1. Enoncer le nombre 1234567890.
Quelle est la plus haute espéce d’unités d’un nombre
de 17 chiffres?
Exposer la régle générale pour énoncer un nombre en-
tier écrit en chiffres, et réciproquement pour écrire en
chiffres un nombre énoncé.

2. Théorie de I’égalité des triangles.

Démontrer que deux triangles sont égaux lorsqu’ils ont
les trois e6tés éganx chacun a chacun.

3. Trouver le lien yéométrique des points tels que le rap-
port de leurs d siances a deux points donnés soit égal a
un rappor. aonn: (géométrie élémentaire.)

A4*. Deux voyageurs, allant a la rencontre 'un de Vautre,
partent en méme temps de deux villes, distantes de 215
lieues.

Le premier fait 3 lieues le premier jour, et pendant les
Jours suivants 2 lieues de plus que le jour précédent; le
second fait 5 lieues le premier jour, et pendant les jours
suivants 1 lieue de plus que le jour précédent.

Dans combien de jours se rencontreront-ils, et quel
chemin chacun d'eux aura-t-il parcouru?



5 Lxposer la théorie des limites des racines d’une équa-

tion.

¢ *. Demontrer que le volume d’un tronc de cdne droit
est égal au produit de la surface du trapéze générateur
par la circonlérence que décrit son centre de gravité.

i
7. Etant douné sina, trouver tang ~d.

Déterminer le nombre de valeurs de I'inconnue et ex-
pliquer leur réalite.

8 *. Exposer la méthode générale des tangentes aux cour-
bes algébriques, et delerminer les points de la courbe
pour lesquels la tangente est parallele aux axes.

Appliquer cette méthode a la recherche de Péquation
de la tangente aux courbes du 2¢ degré représentees par
Péquation la plus générale.

9. L’angle de deux plans donnés par leurs traces.
Etant donné les traces d’um plan, les projections de
Pintersection de ce plan avec un autre plan inconnu et
Pangle des deux plans, déterminer les traces du 2¢ plan.

10. Le levier.
Déterminer les conditions d’équilibre entre la puis~
sance et la résistance dans un systéme de leviers com-
poses.

111. Qu’'est-ce qu'une fraction? ordinaire, décimale.
Convertir ]a fraction% en une autre fraction équiva-
lente dont le dénominateur soit 42.
Décomposer la fractiongen devs autres fractions dont

les dénominations soient 7 et 56. Combien de solutions ?

112, Lorsqu’on ajoute le méme nombre aux deux termes
&’une fraction , la valeur de la fraction change-t-elle ?
Dans quels cas la fraction modifiée devient-elle plus
grande ou plus petite?

Ceux qui s'étonneront des questions 1, 1171 et 112 se reporteront au

commentaire suivant, de RITT

Arithmdiique. — En général les éleves de mathématiques
speciales affectent un superbe mépris pour le calcul en gé-
néral, et en particulier pour le calcul numérique : nous
regrettons de dire que nots wons va plus d’une fois des
aspiracts balbutier a I'exam.n en éncncant un nombre
écrit, hésiter en écrivant un rombre énoncé, faire avec
difficulté un caleul assez simple; puis, un instent apres, en
poser avec un aplemb romarquable les theéories les plus dif-
ficiles, ou rendre comipte avec une parfaile intelligence de
la forme et ce la pesition d'une courbe dont Péquation élait
trés compliquée.



L'épreuve écrite laissalt la plus grande part & la restitution du cours.
Voici les conseils de RITT.

~ Les questions de théorie ne sont autre chese que la dé-
monstration des points les plus importants de I'algébre ou
de la géométrie. C’est plutét affaire de mémoire que d'in-
telligence. Les candidats exposeront les théorémes avec
ordre et exactitude, et s’attacheront a rédiger les démon-
strations avec toute la clarté et la précision désirables. Cette
partie de la composition écrite devant servir a constater
Pinstruction mathématique du candidat, il est de toute im-
portance que les principes invoqués dans les démonsirations
soient placés, chacun a son rang, dans ordre de P’ensei-
gnement. Ainsi pour la démonstration d’un théoréme qui
se rapporterait a une proposition du IIlIe livre de la géo- '
métrie de Legendre, par exemple, il ne se servira pas d’un
théoréme démontré dans les livres suivants. En général cette
question de théorie ne peut offrir de difficulté aux candi-
dats déja préparés par le travail de redaction.

A c0té des questions de cours, l'examen écrit comportant aussi des exer-
cices d'intelligence. Ce n'était pourtant que des questions standard,

qui se résolvaient par des procédés dlment programmés.

Le probleme a résoudre offre un peu plus de difficulté,
comme toute question de ce genre. Toutefois les exercices
nombreux qu’ils n’aurent pas mangué de faire dansle cours
des études de 2¢ année de mathématiques donneront aux
candidats les moyens de scrtir avec avantage de celte
épreuve difficile.

Ern veici quelques spécimens :

317*. Ftant donné le sommet de la parabole et deux points
de la courbe , déterminer la parabole.

522+, Discuter et construire la courbe
Y Ay — .y 4-2=0.
58¢*. Trouver les quantités dont le cube est

— 9-L46 |77



568. Démontrer qu'il n’existe que 5 polyedres réguliers.

5374. Reésoudre I'équation

22— 1 =0,

575. Etant donné les trois angles diédres d’un angle trie-
dre, déterminer les angles rectilignes des faces.

576*. Quelle est la position la plus avantageuse pour se te-
nir solidement debout ?

Autrement dit, quelle est la direction que I'’homme
doit donner a ses pieds, supposeés réduits A leurs axes s
pour que l'aire du trapéze de sustentation soit un maxi-

mum ?
877, Construire les courbes
2y—1=0,

T —2xy — P =0;

déterminer a moins de 0,1 prés les coordonnées des
points d’intersection.

Ce sont des exercices-bateaux ! Seul le probléme 576 parait facile,
mais amusant. En fait, nctre ami André Deledicq le propose dans son
livre attrayant "Mathématiques buissonniéres". Il y aurait songé,
raconte-t-il, un matin, en se rasant devant une glace, et en se cou-
pant maladroitement & cause d'une stabilité défectueuse. Les grands

esprits se rencontrent !

On notera, avec Evariste Galois, que la bachomanie a toujours cons-
titué un créneau vivement apprécié des éditeurs: l'art de réugsir les

.. ;
examens se vend si bien ! AVIS DB L'EDITEUR.

Tout exemplaire de et ouvrage non revétu de
ma griffe sera réputé contrefait.

J%‘
Je certifie sur l'hanneur qu'aucun des extraits reproduits ci-dessus

n'a été contrefait. C.CLAESER



Courrier

UN PETIT MONSTRE PERIOD!QVE

Je me permets de vous écrire A propos de l'article de Monsieur Eric
CHANEY sur les fomctions périodiques, paru dans 1'Ouvert n°24.

C'est 1a un probléme qui m'a également démangé et il se trouve que,
lors de la préparation au C.A.P.E.S., j'ai eu l'occasion de rencontrer

un . " . . . . . .
monstre moins "horrible que celui proposé, mais tout aussi des-

tructeur. Je vous le livre :

£: zZU R - R

six € Z £(x) =1

six €ER N £(x) =0
¥ x € e £(x+1) = £(x) -
De plus Df est stable par tramslation de vecteur d'abscisse 1 , mais
pas invariant. Cependant, on n'a pas envie de dire que f est périodi-
que. L'intérét de la notion de fonction périodique est de pouvoir ré-
duire le domaine d'étude d'une fonction & un intervalle I (d'amplitude
? # 0). On reconstitue alors la fonction f en translatant (dans les

deux sens) le graphe de ﬁ/I, clest-a~dire en fabriquant la fonction g:

g définie sur Dg = U ‘{(I N pg) + 1<1°}
k&€ Z

g (x) = gls, + kB) = £(x.) (%, € I N D£)
I1 faut alors avoir £ =g , ce qui est vérifié si et seulement si

Y x € e £(x+P) = £(x) et Df + P = Df
(définition équivalente & celles proposées dans l'article).
L'intérét pédagogique étant de montrer qu'une fonction , ce n'est pas

seulement une formule £(x) = ....., mals aussi un ensemble de départ.

Périodiquement vBtre,

Francis JAMM .

Nous remercions ce collégue pour sa contribution & la tératogénése des fonctions
périodiques. En falt, le caractére monstrueux tient au fait que le domaine de la
fonction n'est pas stable par une translation de T(si T est la période) et pas a
L'étrangeté des valeurs prises. Munie du domeine proposé, une fonction constante

devient "monstrueuse" ! L *OUVERT



GROUPES FINIS *

La chasse est fermeée

Issue des travaux de A. Cauchy, E. Galois et C. Jordan,
la théorie des groupes finis s'est fortement développée A la fin
du 19éme siécle et au début du 20éme sidcle sous 1'impulsion de
W. Burnside, G. Frobenius, I. Schur et leurs éléves, pour connal-
tre ensuite une période de stagnation relative. Mais, & la suite
des travaux de R. Brauer, P. Hall et H. Zassenhaus, pour ne citer
qu'eux, cette théorie a connu depuis les années 50 un développe-
ment extraordinaire. Plusieurs problémes jugés en 1900 comme inac-
cessibles viennent de trouver une solution; tout récemment, en
1980, 1'un des plus importants dfentre eux, & savoir la détermi-
nation de tous les groupes finis simples, vient d'@tre résolu..Le
but des lignes qui suivent est de retracer briévement 1'histori-

que de cette découverte et de donner quelques références.

1. Groupes a dévisser et & étendre.

Tous les groupes dont il sera question sont finis. La

loi de composition d'un groupe sera notée multiplicativement et si

G est un groupe ou un ensemble fini, e désigne son cardinal. Rap-
pelons d'abord quelques définitions: si G est un groupe, un sous—
groupe H & G est dit distingué dans G si, pour tout g € G on a
§4Hg = H, ce qul signifie que §4hg e H quel que soit heH. Un grou-
pe G est dit simple si les seuls sous-~groupes distingués de G sont
les sous—groupes triviaux de G, c'est-a-dire G lui-méme et ﬂ=:§1} '
T désignant 1'élément neutre de G. Naturellement, si G est commuta-

tif (on dit aussi abélien), tout sous~groupe est distingué.
Voicl quelques exemples: 1) désignons par 33 le groupe des
permutations de {1, 2, 3k ; on a lS3i = 6 et 83 peut &tre décrit

par l'écriture en cycles de la maniére suivante:
s, =iid, (12), (13), (23), (123), (132)} . Par exemple
(13 2) est la permutation Ty33, 32, 2}31 tandis que (1 2) est la per-

% Voic.llarticle annoncé dans 1'Ouvert n°24

10



mutation 1u2, 231, 353. I1 est alors facile de voir que
{ id, (123), (132 )} est un sous-groupe distingué de S,
tandis § ia, (12)} , §iq, (1 Y et {id, (2 3)§ sont des

sous—~groupes qui ne sont pas distingués dans 53.

2) Soit Q :i:t 1, £1i, £ j, £ k] 1le groupe des quaternions
avec ij = -ji = k, jk = ~kj = i, ki = -ik = j; il est facile
de vérifier que Q est un groupe non commutatif dont tous les
sous~-groupes sont distingués . Q est & ce titre un groupe assez

exceptionnel,

4
(12)(3 4), (14)(23), (13)(24), (1234), (143 2)}ntest

pas distingué; D4 est le groupe diédral d'ordre 8 et on peut se

le représenter comme le groupe des isométries planes qui inva-

3) Dans S, le groupe D4 défini par D, = {id, (13), (2 4),

rient globalement un carré.

Puisque 1l'ordre d'un sous—~groupe divise l'ordre d'un groupe
(théoréme de Lagrange), les groupes cycliques dtordre premier

sont évidemment simples. Il est trés facile de voir que ce sont
les seuls groupes simples comnutatifs; on obtient ainsi une pre-
miére série infinie de groupes finis gimples. Dans Sn’ groupe des
permutations de {1, 2y esey N } , le sous—groupea/n formé des per-
mutations paires est un sous~groupe distingué.

Disons tout de suite quearn est simple non abélien dés que np5.
Ce résultat pas tout & fait évident étant connu de Galois et c'est
parce quea 0 est simple, pour n>, 5, que l'équation générale de
degré n ne peut &tre résolue au moyen des seules opérations d'addi-
tion, de soustraction, de multiplication, de division et d'extrac-
tion de racines m iémes effectuées sur ces coefficients. Avec les
C]Jn(ner), on obtient donc une deuxiéme série infinie de groupes

simples.

Donnons maintenant 1'idée du dévissage d'un groupe: si G est
un groupe, ou bien G est simple ou bien il ne l'est pas: dans le pre-~

mier cas il n'y a rien & dire. Si G n'est pas simple, G posséde un
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sous—-groupe strict G, distingué, différent de 1 qu'on peut en outre

supposer maximal pou; ces propriétés. Dire qu'un sous-groupe H d'un
groupe G est distingué, ce qué l'on note HQ G, revient & dire que la
loi (gH)(g1H) = (gg,l)H munit 1'ensemble G/H des classes & gauche de G
modulo H d'une structure de groupe telle que l'application g pp gH
soit un homomorphisme surjectif de G sur G/H dont le noyau est préci-
sément H. Pour exprimer que H est distingué dans G et différent de G,
on écrit HQA G ou GPH. Revenons alors i notre groupe G et son sous-—

=

groupe distingué G dire que G , est maximal revient & dire que le

quotient G/G1 = H

11
] est simple.
On est donc dans la situation G = GOD"G1 avec Go/ G1 =WH1 simple et on

a une suite exacte Jl-9G1-9 GO—-> H1-?_']l. S5i maintenant G, est simple,

1

clest terminé, sinon il existe G, distingué maximal dans G1 et on a

2
G1 > G2 avec G,]/G2 = H,_ simple. Puis on recommence; comme G est fini

2
le processus s'arrte au bout d'un certain nombre de pas. Il est donc
clair qu'il existe une suite de sous-groupes emboftés:
G=GpG 6> ...»pG > G=1 avecH, = Gi_1/Gi simple pour
151 41(1. Une telle suite s'appelle une suite de Jordan-HOlder du grou-
pe G, I1 v a alors un théoréme (dit de Jordan——Hb'lder) qui affirme que

si on a une autre suite de Jordan-H8lder de G, soit:

G = G'OD G'1 > G'2b ...DG'm = J1, alors m =n et il existe une
permutation @~ dei Ty 2, eeey n} telle que H, = Gi-—1/ G, soit isomor-
phe & H'c'(i): G'O'(i)—1/G""(i)' I1 n'y 2 pas en général unicité de la
suite de Jordan-H8lder, mais l'ensemble des quotients simples succes-
sifs {Gi—T/Gi ‘1\/. ign}est lui essentiellement unique. Remarquons dés
a présent que le théoréme de Jordan-H8lder n'est pas un théoréme pro-
fond de la théorie des groupes finis. Par exemple, il y a 5 groupes non
isomorphes & 8 é&léments; ce sont, Ck désignant le groupe cyclique d'or-
chacun d'entre eux posséde une

dre Xk, CB’ C x 02, ng 02 b 4 C2, Q et D

4 47
suite de Jordan- H8lder du type G = GO|> G1>G2>G3 = JL avec

Gi—’l/ G, & C, quel que soit i, 14&143.

Donrions néanmoins une application pratique immédiate de ce théoréme:
soient G et G' deux groupes finis de méme ordre,

G = GODG1 D> e pGn = JI une suite de Jordan-H&lder de G et

G' = G'O> G‘1> ...DG'm = Jl une suite, non nécessairement maximale de
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sous—-groupes de G',

Si pour un j, 14j&m, G'j_1/G'j est un groupe simple qui n'est pas
isomorphe & aucun des Gi—1/,Gi (1 éi.érﬂ, alors on peut affirmer que G
et G' ne sont pas isomorphes. Cela résulte du fait qu'on peut toujours
plonger une suite de sous-groupes emboftés, comme pour G', dans une sui-

te maximale, c'est-a-dire de Jordan-H8lder.

La théorie de l'extension de 0. Schreier, jointe au théoréme de Jordan-
H&lder, permet du moins en théorie, de construire tous les groupes G
ayant un cardinal domné m dés que l'on comnalt tous les groupes simples.
En 1926, O. Schreier a résolu le probléme suivant: étant donnés deux
groupes N et H, trouver toué les groupes G tel que N soit un sous-—grou-
pe distingué de G vérifiant G/NE!H. Un tel groupe G s'appelle une exten—
sion de N par le facteur H. Par exemple, si m = 6, on trouve deux ex-

tensions de C3 par 02 & savoir C3 b4 02 ~ C6 et 83 et on trouve une

extension de C2 par C3 a savoir C3 x C3 o C6' I1 y a donc exactement,
& isomorphie prés, deux groupes a 6 éléments. Supposons que l'on connais-—
se la familie S de tous les groupes finis simples, soit m fixé et G un
groupe tel que ‘G' =m. I1 n'y a clairement qu'un nombre fini de possi-
bilités, compte tenu du fait qu'd cardinal donné, on a évidemment qu'un
nombre fini de groupes simples ayant ce cardinal, pour un dévissage de G
du style G = G BG BE>...> G, > G =1 o e;i_1/ai =5, est un
groupe simple puisé dans la famille S (qu'on est censé connaitre) pour
14i&r.

On aalors S =G _.<qG, _, etG, ,/G . & S .:la théorie de

1t'extension de Schreier nous donne alors tous les Gr possibles.

2
Puis on recommence:

- . C .
Gr_2<a Gr—B et Gr— /Gr_2 cgsr_z et on détermine tous les — pOSsi

bles etCess

3

Ceci peut &tre fait pour tous les p -uples (81, Sy eee Sr) ol
Sie,S, la condition étant que ‘81‘ % 'SZ‘ X o0s X ‘Srlz m. I1 est donc
clair que la connaissance de tous les groupes finis simples permet thé-

-

oriquement de déterminer tous les groupes finis: & ce titre les groupes

simples apparaissent comme les briques élémentaires 2 partir desquelles

on construit tous les groupes. Remarquons tout de m&me que la théorie de
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1'extension ne nous donne que la table de G et on ne connait pas a

ce jour de procédure simple générale qui permette de décider si,

deux tables étant données, elles correspondent & des groupes isomor-
phes ou non. Ce qui précéde est donc bien théorique et les groupes ne
se découvrent pas en général par ce procédé, Pour se convaincre de
cela, prenez par exemple la table de(l;s (groupe des permutations
paires &3%1, 2y 3, 4,f5} ) dressée de facon un peu sauvage et de-
mandez & quelqu'un qui connait suffisamment les groupes s'il recon-
nait 1a la table de(xJS... I1 n'en reste pas moins que la détermi-

nation de tous lesg groupes finis simples est un probléme central de

la théorie des groupes finis.

2. Des oprigines a 1955

Jusqu'd présent, on a rencontré deux familles de grou-
ples simpleg, les cycliques Cp(p premier} et les groupes alternés
Cl;n( nTyS). Donnons maintenant un troisiéme exemple de famille in-
finie qui sera en quelque sorte prototypique des groupes simples qui
proviennent des groupes linéaires classiques,

Soit X un corps fini; d'aprés un théoréme de Wedderburn ua tel corps
est nécessairement commutatif et il est facile de voir que \K\= p1n

ot p est un entier premier et r un entier}} 1« En outre, si q = pr est
un nombre de cette forme, il existe un et un seul corps fini noté

4 q élémentss c'est le corps de rupture du polynbme

X% = X de p[ XJ . Soit alors GL(n, q), e groupe de matrices carrées
inversibles n X m & coefficients dans Fq. LY'application "déterminant"
est un homomorphisme surjectif de GL (n, q) sur W*q dont le noyau est

L(n, q) lequel est donc un sous-groupe distingué de GL(n, q). Le centre

N W

de GL(n, q) est formé des matricese(ﬂn ol u(éi?*q.

Le groupe quotient GL(n, q)/Z se note PGL (n, q) et on désigne par
PSL(n, q) 1'image de SL(n, q) dans PGL(n, q). On a alors le résultat
suivant qui remonte & Jordan et Dickson: sauf sin = 2 etyq = 2 ou 3,
le groupe PSL (n, q) est simple non abélien d'ordre

(€-1)(a>1)e00(q%1) ot 4= pgealn, o-1).
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Il est facile de voir que PSL(2, 2)21‘§3, que PsL(2, 3) :5(21 et

SB et CLA ne sont pas simples. Remarquons en outre que si

(n, q) # (2, 2) ou (2, 3), PSL(n, q) est le seul facteur de Jor-
dan-H81lder de GL(n, q) qui soit simple et non cyclique.

Les autres groupes linéaires classiques s'obtiennent comme grou-
pes d'automorphismes de certaines formes bilinéaires ou hermitien-
nes non dégénérées définies sur le Fq - espace vectoriel

Vv = Eg (ny2). Il v a alors une procédure uniforme pour, partant
“d'un groupe linéaire classique, obtenir un groupe simple et ceci

2 un nombre fini d'exceptions prés: si G est un groupe linéaire
classique, soit G' le groupe dérivé, clest-3-dire le sous-groupe
de G engendré par les commutateuzf;ﬁx, vl = x_1y_1xy (x, ye;G).
Alors si Z' désigne le centre de G', sauf dans um nombre fini de
cas, le quotient G'/Z' est un groupe simple non abélien.

Par exemple GL(n, q)' = 5L(n, q) et 2Z' = centre de SL(n, q)

=z SL(n, q) od Z = centre de GL(n, q).

Certaines démonstrations de simplicité sont laborieuses et diffi-
ciles, particuliérement dans le cas orthogonal élucidé par Dieu-
donné, On obtient ainsi six nouvelles familles infinies de grou-
pes simples: la famille P5L(n, q); la famille symplectique (cor-
respondant A uns forme bilinéaire antisymétrique) notée

PSP (2n, q) (n)2); la famille unitaire (forme hermitienne) notée
PSU(n, q) (n) 3); les trois familles orthogonales (Fforme bilinéaire
synétrique), notées P (2a + 1,q) (n)3), Pu{2a, q, +) (ny 4) =t
P (20, q, "‘) (ny 4)-

Pour les ordres, on pourra consulter la table 1 placée & la fin.

Entre 1907 et 1908, L. Dickson découveit deux autres familles infi-
nies de groupes simples notés GQ(q) et E6(q): elles sont reliées

aux algébres de Lie simples complexes G2 a2t E6. Si on ajoute aux dix
familles infinies &numérées jusqu'a présent les cing groupes simples
isolés découverts en 1861 par E. Mathieu et baptisés groupes spora-

diques par W. Burnside, on obtient tous les groupes simples finis
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conaus au début de 1955. A cette épogue, les groupes de Mathieu
Etaient considérés comme des curiosités naturelles sans réelle
importance pour le probléme général de la classification des
groupes finis simples, mais dans les derniéres années, leurs r8-
les ont considérablement grandi. En 1955, la situation allait
&tre bouleversée par la parution de deux articles, l'ua de C.

Chevalley, l'autre de R. Brauer et X. Fowler.

3. La période des groupes de Chevalley et leurs variantes: 1955-1966

Chevalley donne une méthode générale pour construire, a par-
tir des algébres de Lie simples complexes, entiérement classés par
W.Xilling et E. Cartan au siécle dernier, des familles infinies de
groupes simples infiniz (appelés depuis groupes de Chevalley ou grou-
pes du type de Lie). Indiquons trés sommairement la méthode de
Chevalley:

Soit G un groupe de Lie complexe connexe et soit g son algébre de Lie,
si x € g, ad(x) est l'endomorphisme de g défini par ye—yad(x)(y) =l x,vl,
L, ] étant le crochet usue¥”des c%amps de vecteurs sur G. L'applica-

tion t —3 exp (t ad(x)) ==EE: %T (ad(x))m de ¢ dans Aut(g)S GL(g)
m=0 :
est un homomorphisme du groupe additif € sur un sous-groupe a un para-

métre de Aut(g) : ces sous-groupes engendrent un sous- groupe de Aut(g)
appelé groupe adjoint et d'ailleurs isomorphe & Q/Z oll Z est le centre
de G.

Si G est un groupe de Lie presque simple (c'est-a-dire si G ne contient
aucun sous-groupe distingué fermé non trivial de dimension -~ O), Cheval~
ley a montré qu'il existe une base de g dont certains éléments X, ont
la propriété que les sous-groupes a un paramétre Xr: t %—{}exp(tad(xr))
qui leur correspondent engendrent déja & eux seuls le groupe adjoint et

m
sont tels qu'en outre : 1) 1a matrice (ad(xr)) est nulle pour m assez

m
grand de sorte que Xr(t) = E iT— (ad(xr)) est une somme finie et
m=0 :
que donc Xr(t) est une matrice dont les coefficients sont en fait des

polynfmes en t et 2) en outre, ces polynSmes sont a coefficients

entiers.
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On peut alors, dans ces polyndmes, remplacer t par les &léments d'un

corps commutatif quelconque X et on obtient ainsi un groupe XT(K),

sous-groupe a un paramétre de GL(n,K) gi n=dim G = dim@g.

On montre alors qu'd quatre exceptions prés (A1(2), A1(3), 32(2), GZ(Q)),

le groupe Gkég GL(n,X) engendré par les Xr(K) est simple (et m@me dans

les cas non simples le groupe GK a un centre trivial). Prenant alors pour

X un corps fini ¥ q on obtient ainsi des séries de groupes finis sim-

ples.

Rapidement R.Ree montra que la méthode de Chevalley foummissait les fa-

milles infinies classiques duéZE, sauf pour les PSU(mn,q) et certains

groupes orthogonaux; il s'apercut ainsi que la méthode donnait éga-

lement les familles Gz(g) et E6(§) de Dickson, Chevalley lui-méme avait

montré que les familles infinies correspondant aux algébres de Lie sim-

ples exceptionnelles F4, E7 et E8 étaient nouvelles; on obtient donc ainsi

trois nouvelles familles infinies de groupes simples notées F4(U)’ E7(J)

et E8(§) qui étaient inconnues avant 1955. Des rafinements apportés a

la méthode de Chevalley permirent alers & R.Steinberg, J.Tits et D.

Hertzig non seulement de faire rentrer les familles PSU(n,ﬁ) et PQ(2n,q,~)

dans le cadre de Chevalley, mais encore de trouver deux nouvelles séries

notées 3D4(§) et 2E6(@). Ces rafinements sont basés sur des symétries de

diagrammes de Dynkin de certaines algébres de Lie simples complexes

(en 1'occurence A (1=2), Dl(124) et E6). Toutes ces procédures furent

unifiéeg par Tits.

En 1960, M. Suzuki trouve, en étudiant les groupes dits de Zassenhaus,

une nouvelle famille infinie de groupes simples de permutations, mais dés

1961, R.Ree s'apercut qu'on pouvait obtenir les groupes de Suzuki avec

une nouvelle variante de la méthode de Chevalley et en m€me temps il

construisait, toujours avec une adaptation de cette méthode, deux nouvelles

familles infinies de groupes simples: ces trois nouvelles familles infinies

(celle de Suzuki et les deux de Ree) sont notées 2B2(q), 2G2(§) et 2F4Q§).
En 1961, la technique de recherche de groupes finis simples, ba-

sée sur la théorie des groupes et algébres de Lie, avait donc permit d'a -

grandir l'ensemble des familles de groupes finis simples de 8 nouvelles

familles portant ainsi leur nombre a 18, lequel est resté inchangé jus-

qu'd ce jour. Bien des spécialistes des groupes finis crurent alors que

la classification des groupes simples finis était achevée.

L'autre résultat des années 55, du a R. Brauer et K. Fowler est le sud-

vant:
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Soit G un groupe fini simple et soit t une involution de G (c'est-a-dire
un élément d'ordre 2). Alors, si S = CG(t) =§x €6 Ixt = tx§ est le cen-
tralisateur de t dans G, on a [GI< (f?iz)! . I1 résulte immédiatement
de cela qu'il n'y a qu'un nombre fini de groupes simples admettant pour
centralisateur d'une involution un groupe donné. Les théoriciens des
groupes s'attaquérent alors au probléme suivant : étant donné un groupe

S contenant une involution dans son centre, trouver %tous les groupes sim-
ples G tel que S Q‘CG(t) pour une certaine involution t de G. Notems que
le théoréme de Brauver-Fowler, malgré son importance, n'est pas trés dif-
cile. I1 n'en va pas de méme du résultat suivant, établi en 1963 par

W. Feit et J.Thompson: tout groupe fini simple non abélien est d'ordre pair.

Ctest la plus longue démonstration actuellement connue en mathématiques
(environ 300 pages d'une revue). Un ancien résultat de Cauchy dit que si
un nombre premier p divise l'ordre dlun groupe fini G, alors G contient un
élément d'ordre p. Le théoréme de Feit et Thompson assure alors que tout
groupe fini simple non abélien contient une involution. Le probléme de la
détermination des groupes simples ayant pour centralisateur d'une involu-
tion un groupe donné s'en trouvait ainsi grandi et allait faire désormais

1ltobjet de recherches actives de la part des théoriciens des groupes.

4, La période des groupes sporadiques: 1966-1980

Soit G un groupe fini, p un nombre premier divisant l'ordre
de G et écrivons [G\= pam ou p ne divise pas m. Un sous-groupe P de G d'or-
dre pa stappelle un p-sous-groupe de Sylow de G; un célébre théoréme du a
Syvlow affirme alors que si p divise G 1) G posséde au moins un p-sSouS—
groupe de Sylow 2) tous les p-sous-~groupes de Sy-
low de G sont conjugués et 3) leur nombre est con%ru a1
modulo p et divise |Gl.

Un non moins célébre théoréme du & Burnside affirme que 1l'ordre d'un grou-
pe simple non abélien est divisible par au moins 3 nombres premiers dis-
tincts (c'est le mieux qu'on peut espérer, au moins nalvement car{}5 est
simple et(’ﬁa 5‘ = 23.3.5).

En 1966, coup de théftre: environ un siécle aprés les décou-
vertes de Mathieu, Z.Janko, en classifiant les groupes simples dont les 2
sous-groupes de Sylow sont abéliens, trouve un nouveau groupe simple qui ne
rentre dans aucune des 18 familles connues. Le groupe G est caractérisé par

@

les faits suivants: © G ne posséde pas de sous-groupe d'indice 2.

les 2 sous~groupes de Sylow de G sont abéliens
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(en fait ils sont isomorphes & C,xC,x Cz)

C>G posséde une involution dont le centralisa-

teur est isomorphe a C'XéjiS' Janko prouve d'abord qu'un tel groupe est

2
nécessairement simple; ensuite il montre son existence en le présentant

comme sous-groupe de GL (7, i3 11): ctest le sous-~groupe engendré par les

matrices. ~ - -
01006000 -3 2 ~-1-1-3-1-3
0010000 -2 1 1T 3 1 3 3
0001000 -1 -1-3-1-3-3 2

A= 1lo0o000100 B = -1 -3 -1 -3 -3 2 -1
0000010 -3 -1-3-3 2 -1 -1
00000OC T3 3-2 1 1 3
17000000 3 3 2 1 1 3 1

A et B sont des matrices & coefficients dans le corps fini 11=iZ/11Z;
d'ordres 7 et 5 respectivement. Ce groupe, le premier sporadique décou-
vert par Janko, est généralement désigné par J ou Ja ou encore J1. Son

ordre est |J1)] = 22.3.5.7.11.19 = 175.560.

Désormais la chasse aux groupes gporadiques est commencée et elle va
B8tre fructueuse puisque entre 1967 et 1980, 20 autres groupes sporadi-
ques, outre les 5 groupes de Mathieu et le groupe de Janko J1, vont &tre
découverts. Les méthodes utilisées sont variées et complexes et souvent
l'existence est prouvée par un ou plusieurs autres théoriciens des grou-
pes que celui ou ceux qui proposérent la possibilité du groupe avec sa

caractérisation. On renvoie le lecteur & la table 2 située a la fin.

Signalons quand méme un résultat important obtenu par J.Thompson en 19683
discns qu'un groupe simple non abélien est minimal s'il ne contient stric-
tement aucun autre groupe simple non sbélien. Puisqu'un groupe d'ordre < 60
n'est pas simple non abélien,(}iB est clairement simple minimal et c'est le
seul groupe alterné simple minimal. Thompson a déterminé tous les groupes
simples minimaux; de facon précise, soit G un groupe simple non abélien,

alors G contient l'un des groupes suivants : PSL (3,3),PSL(2,p) (p premier > 3
et p2+1 2 0 moa 5), PSL (2,2F) , PsL (2,3°) (p premier impair) ou

°p,(2°)

Pour terminer ce paragraphe, on peut faire la remarque sulvante: les 26

sz(2F) (p premier impair).

groupes sporadiques ne sont pas 26 entités isolées. Il y a entre eux des
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liens et onr peut les grouper selon la du les techniques qui ont permis de

les "détecter" puis d'établir leur existence., Disons en gros que les 5 grou-
pes de Mathieu peuvent &tre obtenus comme extensions de groupes multitransi-
tifs; il en va de m8me pour les groupes de Higman-Sims et de McLaughlin,

(les groupes de Mathieu peuvent aussi s'obtenir comme groupes d'automorphis—
mes de systéme de Steiner appropriés). Les groupes de Higman-Sims, de McLeaugh-
lin, de Suzuki, de Hall-Janko ainsi que les 3 groupes de Fischer peuvent se
caractériser comme groupes dlautomorphismes de graphes convenables, tandis

que les 3 groupes de Conway sont issug de 1l'étude du réseau de Leech dans

R 24. C'est en cherchant & caractériser les centralisateurs d'invelutions

(cf §§ 3) qu'on a découvert les groupes de Janko, de Hall-Janko, de Higes ==
Janke—McKay, de Held-Higmen-McKay, de Lyons-Sims ainsi que le J4 (le dernier
sporadique découvert).

Les groupes de Harada-Norton, de Thompson-Smith, de O'Nan et de Rudvalis sont
issus de problémes de classification; enfin le BE&LEé Monstre B et le Monstre M
furent découverts lorsque B.Fischer s'attaqua au probiéme de la classification
des groupes engendrés par une classe de conjugaison d'involutions dont le pro-

duit de deux quelconques d'entre elles est d'ordre < 4.

5. LYachévement

Fin 1979, les experts estimaient qu'il n'existait que 26 groupes
sporadiques, mais ils n'en cornnzissaient effectivement que 24: il leur en
manquait donc deux, & savoir le "monstre" M = F1 et le groupe J4. Le groupe

3.5.7.113.23.29.31.37.43 dont lYexistence avait

2
J4 est un groupe dl'ordre 2 1.3
&té conjecturée dés 1973 par Zvonimir Janko (Université de Heidelberg). Pcur
ce qui est du groupe F1, c'est un groupe d'ordre

246 320 5% 20 142 133.17.19.23.29.31.41.47.59.71

Ce nombre est de l'ordre 1054: a titre de comparaison, disons qulon estime

que le nombre total de protons et de neutrons de la Terre est de l'ordre de

4 x 1051. L'existence du groupe F1 avalt été prédite en 1972 par Bernd Fischer
(Université de Bielefeld) et Robert Griess (Université du Michigan); c'est
Johr Conway (Université de Cambridge) qui 1'a baptisé le "monstre" vu son
cardinal. En janvier 1980, R. Griess annon¢ait qu'il avait construit le mons-
tre & la main, c'est-2-dire sang ordinateur: la construction utilise un grou-~
pe de symétries dans un espace de dimension 196.833. Ceci est d'autant plus

surprenant que le monstre "ccontient" d'une certaine fagon (voir plus 1oin)
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nombre de sporadiques dont les existences ne peuvent &tre établies qu'a
l1'aide de l'ordinateur. D'autre pert, le 20 février 1980, D. Bensgon, J.
Conway, S. Norton, R.Parker et J.Thackray (Uriversité de Cambridge),
annoncérent l'existence, prouvée par des techniques d'ordinateurs, du grou-
re J4.

Disons qu'un groupe H intervient dans un groupe G si G posséde deux sous—
groupes K et L tels que L soit distingué dans X et tels que K/L soit iso-
morphes & H. Clairement si H intervient dans G, |H|divise lat. Puiscque

37 divise {74l et ne divise pas £F1L J4 "nlintervient pas dans F1; néan-
moine 20 des 26 groupes sporadiques interviennent dans le monstre F1.
(R.Griess parle de "he and his happy family").

Tout récemment (octobre 1980), on vient d'apprendre que des théoriciens
des groupes (on pense généralement & M. Ashbacher (Uriversité de Califor-
nie), J. Conway et D.Gorenstein (Université Rutgens)) auraient démontré
qu'il n'existe pas d'autre groupe sporadique que les 26 conrus.

Moralité: on connait tous -les groupes simples finis. Jusqu'ad présent, au~
cun article (& la conraisssnce du rédacteur) n'a encore été publié au su-
jet de l'existence de J4 et F1 ou du fait qu'il y a exactement 26 groupes

sporadiques.

6. Quelques conséguences

La classification de tous les groupes finis simples va per-
mettre d'apporter une réponse & plusieurs vieilles conjectures ou problé-
mes. Signalons entre autres @

a) la ccnjecture de Schreier: si G est un groupe simple ExtG = Aut G/Int G
est urn groupe résoluble. La réponse sera ouil.

b) la conjecture de Frobenius : soit G un groupe fini et scit m un diviseur
de |Gl : ¢i dans G, 1%'équation X = 1 posséde exactement m solutions, celles~
ci forment un sous-groupe (alors nécessairement distingué) de G.

Réponse : oui. B

c) il n'existe pas de groupes G —transitifs autres que:%?n( nz 6) etgln(nZS).
La réponse sera ouil.

d) un groupe simple est engendré par deux éléments.

e) la détermination de tous les groupes 2-trancsitifs, voire primitifs.
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Pour terminer, signalons un fait surprenant: si G est un groupe, une

représentation linéaire (ordinaire) de G est un homomorphisme

R: G > GL(V) ot V est un € - espace vectoriel de dimension finie.

R est irréductible g'il n'existe pas de sous-espace 0 < W < V stable

par toutes les opérations R(g) (pour g € G) et le caractére d'une re-
présentation n'est rien d'autre que l‘tapplication g%——?'x(g) = Trace de
R(g) de G dans € . Il est assez facile de montrer que le nombre de repré-
sentations irréductibles d'un groupe G (non isomorphes entre elles) est
égal au rnombre de classes de conjugaison de G et manifestement un carac-
tére est constant sur une classe de conjugaison. On peut donc parler de
la table (carrée) des caractéres irréductibles d'un groupe G. I1 se
trouve que lesg ccefficients de la table des caractéres irréductibles du
monstre F 1 (c'est ure table 194x194) sont intimement reliés aux premiers
coefficients de la série de la fonction modulaire elliptique (q=e2niz)

3(z) = ¢+ 744 + 196884 q + 21493760 q© + ...

Cette numérologie pour le moing étrange a été découverte et étudiée par

J.McKay, J.G.Thompson, J.H. Conway, S.P.Norton.

2



Table

T .

Delownent dran | Nebabiom e Lia Ondne
Cp A (e greminn)
W, (n>5) 5!

PSL(n,q) ) A, (a) (A/d) qm ™8 (qm 1) (L 1) (k1) d= r,q-1)
PSp (Gmq) @2 C_ (q) (/) cp (g~ 1)(**L 1) (4% 1) d = (,9-1)
POl Gon) | A @) [ G IR (e T=C07) o (q1)  d=(ng)
PRt 029 B @) | W) T (e (e ) (gt a) d=(44-1)
Pltas 020 Do) | (1) 9 (qa) T (4 1) d=(,3-1)
PIL@nam) (o0 SDa () | (V) " (1) T () A= (,q%1)

Dochen Gy (a) 9°(q%1)(q* 1)

D(Qg%’;";‘“ Eolq) | (VL) qe’(’[q”-i)(qg_i)(qg—i)(q‘*i)(qs—i)(ﬂﬂi) d = (3,9-1)
N Trrpr——n e T UG ge 7 T et o T555 15T ] 3
(&\&,;g% F, (a) q“(q“-a)(q”~1)(q‘—1)(qz-i)

C&«ws)@y Esta)  |OA) %91 1) (g™ 1) (q*1)(q 1 1)(4*-1)q%1)(q=1) 4= (R,q-3)
Chipenllloy Eglq) 9P 1)(q¥ ) (g2 ('L 4)(9" 1)(q1L 1) (4% 1)(qZ 1)
%;:ﬁgw Dy (4) 97 (0% 49" 1) (q4-1) (g 1)

Sﬁg‘g;e‘f%‘r *Ega)y |Un) ‘13"/(1131)(@-1)01&1)(q‘-1)(q5¥1)[ql—i) o= (3,9+1)
58% Sx(q) QP)E{?L 4" (1) (q-1)

9= 3

(E:i') (1) ;'ng(j)i 7° (9°+1) (9-1)

iy RO TR @) “‘““""’;ﬁ?}‘; B I DAy B R
Excqaz‘;:m*:’r(%éw , PSL(2,3)

PJP('(»%) (-( )

3@(3) & A qreupe derine c{/

L PSU(3.2) o B, (2) - mem
‘F(i) ot

A ’Doufw 41% (A/Mr\o&u < C}M ol W\ﬂc_

™o Bia) > O (q) = A (q) = Am) 5 [ _mw C RO P( ¥ AL@)xAL@) ;D) ()~ A la)
Dyta) = As(qa) , *D,eq) = *Ayc) Siq=2 B, (4) = C, (q) (n>3)
DLs= PSL(2%) ~ PSL(25); Wégm (2, ﬂ}m PSe(4,2) ; Blg =~ PSL (4,2) Pst (2,7) 2 PS(3,2)
PSpll,3)~ PSUCH2) & s {33)“6&

L PsLz s) ~ G, (3) .



Table T : L 46 WWWW

Dém/ Aran Cuw@(/um:z/ Ao S*‘zjmfzv?ﬂ./: O/ld/u_
Matdiiow (1864) Mattien. 1864) M 4% 3% 5 44 = 7920
Mativen (1561) Mabhiew (1861) Mag 26335 43 = 950G
HMoabhew (1873) Mo (1273) Mg 2735214 = LG43 530
Mathiew (187 3) Matkiw (1673) [ TRgs 2735721423 = 10,900 9E0O
Mathia, (1233 Modthieu €273) My 2° 3 57 123 = B4 523 00
_ Jowkeo ‘("%‘5) Jombeo (1965 ) Tow T4 o Ja 23357149 = 4755806 ———
: D,H“A’”““"'S"‘“" ‘967 ) DHagmom | Sina (4%}1’- HS ow HiS 2% 3T 577 41 = G351 555
H etm IMO @56?) Ht&p_e V/G’QCJ (/’367) J-L oL H‘J' N‘HM(]W _3/* 33‘ 5’: 7. - 60"" goo T s
Y S D T S yvre s - - B T e R
Me LWWAM “asg) La“_%wm (4968) MCL 2?‘»36' 53 %11 = ggmm e
Dbl (5] Seopehe 468y T S e 2M 13 - k47 345 597200
. M
Jombe (1967) | 6 Homon, Mekog Go68) | 33w WK 273554749 < 50 23% 360 —
N
EMW%Q) (o acg) 1 e Co 27,32 5% 1 1043.25 = 4457 171 $00.50] 340 5%
COWQH ((4‘362) N Cov\ma Has e PR b Co, 318 3¢ 53 7 "3 kg 305 437 312 079
evaray (1268) Comureny (968) | ow Co ——
_ __(Nl B }3 e 337 537.1.23 = 495 744 €56 070
MM’]%S) i G. H«‘?/mam. Mc’(agU‘Jé@) He e H-H-Mk '2‘“? 53'52.‘ 7 ,19 - 4050337-?,00 -
T échen (1269) Fiabe t909) 1 Py oM@ [ 2735577 5 13 = €% 561. 751654 oo
Fodu 1asg) Foacha H1363) iy o M(23) | 28275 657 44 13 19,23 V0% W10 W5 505 "00% 300
m_.li’i‘i”‘_fi‘.f%a) Fooches H%‘J) m@k %’“.‘5‘?5%4?44.43. 17.23.23 =1215.205 709 190 66 1. 729 990 Fo
Lyows (1970) | Do 970) | LS T e g 37.67= 51765 179 004 oo 000
L R’Wlfvmlm[j\%lz,) Co“'“’“‘“é Walas @9:’}, R\,M W 44'1— 3_)3 53 7, 15 29 = 44_me_
O'Nar. 192,) Soma (’79?3) ON 0w ON-5 | 293 34731449, 31 = %60 445 505335
R pmymoﬂ (49:,13) NS @%?Lf T 31.53“-‘ 53 3° 4’3mmm
Hanada Novto (1334 Connoy, St (1974) | HN o Ho-CN-S| 9%275€ 7 11 19 = 2#3.030,91% 000.pv0

Fenchan (1973) Leew, Soms (1976) [Bow Fow F-L-5 | 39355 7 A3 74923 M Y~ Easx (0T
Fanchan Griass (1972 Fress (4980) Mow B4 2% 32759 7€ 102 437 47 19 23 09 5141 47.59 14 » 0 1o
Jomdee (1973) INodon, Rorkan, Bovoun | Gy Th %133 5.3 14305 29 .31 438975 5310k 017 562 580

24

M,,,' MA’),, ML’Z . MZS. "11}* M\HWV‘ti/\wzwt‘ O{QM, M 24

M’HiMn Mw M, Mw Je Sé'H S Mc L GJ CO JCO
wnx(ﬁ'\v’—m,“m}: C{% G,

MM, My, My, 72,5, HS, Mel Co; Qi,(pi He |
EL‘L: EL3 JV(\ Féq Mt’\fl"‘\/(w“k' V{a«w) F;.

MM ! M41/ Mli, M’I,‘L/le‘, I?, 36’ H‘Sl MCL) CDSPCOZ, G:)i,
He, 2 F«‘zg, £ , H‘N/T/ B et M bt

~2y

dﬂh.'; 87 ’WL'Ou'Ytt/z M,

L/MAA( n,iuw‘; / cmu»yw««c{ a & QQUWML?XJ\

de 01-1 Con\?v\/w\ﬂft\




RALLYE 1981

Un exercice. sept méthodes!

L'un des problémes donnés en Premiére au Rallye Mathématique de
cette année était le suivant :

" Montrer que si n réels (n > 2) ont une somme non nulle, pour

tout entier p tel que 1 < p < n, il existe p termes de cette

suite dont la somme est également non nulle '.

Nous devons cet énoncé a notre collégue WEISSBECXER du Lycée
Couffignal de Strasbourg. L'idée lui en a été donnée par le théoréme
classique qui énonce la propriété dite d'"associativité" du barycentre
d'un "systéme pondéré" de n points: on peut remplacer p de ces points,

de masse totale non nulle, par leur barycentre, etc, etc .... Une ques-

-

tion est apparue naturelle & notre collégue: est-il possible de trouver
des sous-systémes ayant cette propriété pour tout p donné (p < n) ?

En dehors de son intér&t pour le Rallye, cet exercice nous a paru
remarquable & plus d'un titre.
D'abord, tout en é&tant accessible a un éléve de seconde, il peut "poser
des problémes® & un éléve de terminale, voire & un éléve de niveau su~
périeur. Ensuite la correction des copies du Rallye nous a révélé une
richesse tout & fait inattendue des maniéres de 1l'aborder (*). Aussi
pensons-nous qu'il pourralt constituer un théme instructif de ré&flexion
et de discussion, autant dans une classe de seconde, de premiére que de
terminale.

Clest ce qui nous a incité & le proposer aux lecteurs de 1'"Ouvert"
qui trouveront ci-dessous un résumé des solutions que nous connaissons.

Nous espérons qu'ils nous en proposeront quelques autresS...

F.KOECHLIN R.ISS



Solutions : N.B. Pour simplifier le langage, nous commettons l'abus qui
consistera a désigner par sp a la fois une suite de p termes choisis par-
mi les n nombres A1 8y g eeey B donnés et la somme des termes de cette

suite (méme dans le cas p = 1).

Solution 1: Que se passe-t-il si toutes les sp (pour p donné) sont nulles ?
5i toutes lessommes sp (il v en a Ci) sont nulles, leur somme l'est aussi.
Or dans cette somme, tous les a; figurent le mBme nombre de fois k (avec

k = CP‘T) . Elle s'écrit donc k(a1+ a

-1 + eee +an) =0

2

Or, s, # 0. Il ya donc au moins une sp non nulle.

Solution 2 3 Si une Sp est nulle, peut-on, en y changeant un terme, en dé-

duire une sp non nulle ?

Si, par exemple, sp =agt ayt ee. ap = 0 1€ p <& n-1,

les (n-p) autres nombres ne sont pas tous nuls, car leur somme est non
nulle, On en choisit un non nul, soit b.

Les nombres a ceny ap ne sont pas tous é&gaux & b (sinon ¢% aurait

a
1’ 27
sp = pb # O). I1 en existe donc un qui est différent de b, par exemple,
2, # b. Alors :

S'=b+a2+ooo+ap=b"'a1#o

p
Solution 3: D'une s_non nulle, peut-on extraire une sp 4 hon nulle ?
p o] e

("récurrence descendante" sur p)

1 2
Un des termes de cette somme est différent de sp( sinon on aurait

Supposons sp =a, +a, * c0s + aP # 0 2€Sps n

psp = sp et donc sP =0 carp # 1)
Soit par exemple ap # sp. Alors

= + + eee + = - 0
Sp__,] a1 a2 ap_,‘ SP aP 7£

A partir de S, # 0, on peut donc, en enlevant un terme chaque fois, trouver

une suite de sommes s, ERERRE s1 non nulles.
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Solution 4 ¢ Récurrence sur n

Hypothése de récurrence: supposons que, lorsque (n—1) nombres ont une

somme non nulle, pour tout p < n-1, il existe une sP non nulle.

Si a, t a, + aes + a =s, # 0, en raisonnant comme dans la 3éme solu-

tion, on en déduit une somme S,_q Bon nulle,

La récurrence (facile & amorcer) est donc établie.

Solution 5: A partir d'une sp non nulle, peut-on fabriquer une sp+1

non nulle ? ("récurrence ascendante" sur p).

Soit par exemple: a, t 3, t e ¥ a, =s, #0 1<p<n-2

- ou bien les (n-p) nombres restants (ils sont au moins 2) ne sont pas
égaux, alors il v en a au moins un qui est différent de (—sf).

P le: -8
ar exemple aPH ?é Sy

: = + oees + + = + 0
Alors sP+1 a1 + a2 a ap+1 sP ap+1 #

3

L%

K

- ou bien les (n-p) autres nombres sont é&gaux 2 -5.; dans ce cas les

Apr Bgr eeey a_ ne sont pas tous égaux a -sg (sinon on aurait
-psp = S = g = O). Soit par exemples ap # -8.. Alors
' ={a, + coo + + + = - - 25 =
STo1 TV ap-1) 841" Fpi2 (sp- ap) %p

-{s + a # 0
(s, + a)
A partir d'un terme non nul de s, (il v en a au moins un), on peut donc

trouver une suite de sommes 51, Sgr eeey S 1 non nulles.

Solution 6: que se passe-t-il i des sommes gp qui ne différent que par

un terme sont nulles 7

Un des a, au moins est non rnul, par exemple a1 # 0.
Supposons nulles les (p+1) sommes obtenues en suppriment successivement

dans a_ + &, * e + a + a
1 2 p p+1

L3
.

les termes a1, Any eeey ap+1
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? a, + a3 T seeee + A + a =0

) p+1
3, + a, t eeees ap + g ~ 0
a,l +a2 f s s e +ap+a.p+1 =O
a.,l +a.2+a3+ ssssee +ap = 0

En soustrayant la premiére équation des suivantes, on obtient

a1 =a2=... =ap=ap+1

On en déduit a, ta, taee ap =pa, = 0

Or a1 #0 . Sur les (p+1) sommes sp ci-dessus, il v en a donc au moins

une non nulle,

Solution 7 : Construire une sp # 0 en choisissant convenablement le signe

de ses termes,

Quitte & changer tous les signes, nous pouvons supposer s, > 0. On en

réordonne les termes de fagon que les premiers termes a ceey A soient

1’
strictement positifs, les suivants Aepqr srer A négatifs ou nuls.
I1 est facile de voir alors que toute somme

= Sp<s
sp a1+a2+...+ap 1 p n

est strictement positive. (c'est évident si p < k ; sinon sP est supé-

rieure ou égale & Sn)'

Commentaire:
- la propriété: (1) a# 0 = ka # 0 (k € I*) est essentielle dans
toutes ces démonstrations, m&me dans la 7éme ot la structure de groupe

ordormé suppose la propriété (1).

- seules les solutions 2 et 7 permettent de fabriquer directement (autre-

ment que par récurrence) une somme sp non nulle, pour p donné.

* sur les 160 copies de premiére corrigées au Rallye, 113 ont abordé ce

probléme. 25 copies n'ont pas compris 1'énoncé (interprété de la fagon
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Suivante:\drh 3 p <n tel que sp # O). 53 copies n'ont rien fourni de
valable (é&tude pour des petites valeurs de n ou P seulement, raisonne-
ments faux, etc...). 35 copiles en revanche ont fourni sinon une démons-
tration compléte, au moins une idée de raisonnement valable. Ainsi,

six copies utilisent la solution 1; huit, la solution 2; treize, les
solutions 3 ou 4; cing, la solution 5. Des variantes des solutions 6 et

7 proposées respectivement par 1 et 2 copies.

QUESTION: QUEL JOUR SOMMES-NOUS ©?
REPONSE

[2,6m——0,2:|+d+a+[%]+[%]—-25

Ce résultat est & prendre modulo 7, et fournit le
nom du jour en question suivant la convention:

O est dimanche, 1 est lundi ...

D'autre part @

. d est la date dans le mois

. m est le numéro du mois, mars portant le n°1,
avril le n°2, ... février le n°12.

. a est constitué des deux derniers chiffres du mil-
lészime.

. 5 est constitué des premiers chiffres du millésime.

Exemples :
. Pour le 16 avril 19871,
d= 16; m= 23 a= 81; s= 19
. Pour le ler janvier 2000,

d= 1; m= 11; a= 99; s= 19
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Cette rosace est une des courbes multifocales étudiées dans 1'article qui
suit. Elle est le lieu des points dont les distances r, r', r'" aux sommets
du triangle curviligne central vérifient:

Tl tpns 2a, a étant le coté du triangle.
I1 s'agit d'une courbe algébrique du 8e degré, fermée et sans points anguleux.
Elle se trace d'un seul trait.

Le dessin a été effectué par un micro-ordinateur APPLE I1I; d'aprés un pro-

gramme de Nicole VOGEL.
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Cette rosace illustre le premier chapitre sur les courbes multifocales
de la page 3¢ . Clest une courbe algébrique (J%) du 8e degré. Orn peut
la tracer d'un seul trait, fermé et sans point anguleux.
Soit a le c¢Bté du triangle équilatéral T, dont les sommets sont les
points doubles de (&E) proches du centre, et soient r, r?', r" leurs
distances d'un point du plan. La trifocale lieu des points tels que
r+ 1t 4+ " =25
est le triangle curviligne de mBmes sommets que T. Chacune des trois
autres branches de (&%), sen forme de coeur, est le lieu des points
qui vérifient une relation du type
r' + " - pr = 2a,
Chaque droite-hauteur de T porte 3 points doubles de la courbe (/4);
celui qui est un sommet de T se trouve au milieu du segment des deux
autres, de longueur 4a. Les cBtés a, b, ¢ des trois triangles équila-
téraux, dont les sommets sont des points doubles, vérifient

C—b=2an
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COURBES REMARQUABLES

] ] "
"Le proximal de n points et leurs focales *

On va étudier - élémentairement - une famille de courbes planes,
qui ont une définition géométrique simple. Puis on étendra les résul-
tats &4 des surfaces semblablement définies. Comme epplication essentiel-~

le, on trouvera le proximal de n points du plan ou de l'espace, problé-

(0

me posé jadis par Fermat pour n = 3.
Définitions : Nous appelons focale, le lieu des points du plan dont la
somme s des distances & n points fixes est constante. Nous dirons que

ces derniers sont les foyers de la courbe et cue s est sa somme focale.

LS

A part l'ellipse, nos focales ntont pas de propriété optique, con-
P P § = b £ ?

trairvement aux classiques focales de Darboux .

I, Nature analvtique de la focale.

Toujours & part l'ellipse, 1'étude de la focale semble

inabordable par son &quation cartésienne, tant elle est complexe.

Th&oréme 1. Une n-focale est une branche d'une courbe algébrique, qui

;A1 sz
est de degré 2 en général .

Les rayons focaux r. du. point courant (x,y) de la focale

vérifient 1'équation multipolaire

oy ” _
) I‘1+12+.,. +I‘n—S~O.

La focale est une branche de la courbe d'équation

’i‘ ooc+€m"s):O

(&) I (e » + T
n n

e v
1 272

. n e . . .
ot les €. = £ 1 présentent toutes les 27 combinaisons de signes pOsSsl-

i

bles. Le produit Il est invariant si on y change r, en —rs . Dans 11 effec~
Ao

tué, tout r, re figure donc que par son carré. Comme (A) est de degré

n ~ -~ . SN
27 par rappert aux Toy elle est de degré 2 au plus en %, V.

¥ Conférence faite 3 la Régionale de Strasbourg en mai 1981
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Quelaques propriétés de la courbe A

1) Ltellipse est l= seul cas remarquable d'abaisgsement du degré de
I

% »

lf*équation. En effet:

(1) L o=(r+ rts) (~r-r'-s)(r-r'-s)(-r+r'-s) =0
est du second degré seulement en x, y.(Les termes du quatriéme degré
en r, sont (r2 - r'g)z= (2cx)2, ol ¢ dkgela distance focale). Le de-
gré de 1'&quation peut amssi s'abaisser s'il y a des foyers multi-

ples.

. 7 . . .
2) La courbe A se compose de 2 branches, dont certaines sont imagi-
naires*e

En effet, toute combinaison de signes dans

(2) €1r1 + €2r2 O eﬂrn = g

donne une branche. Mais si, par exemple, tous les €., sont négatifs, la

i
branche correspondante est manifestement imaginaire. Pour (1),seul le
facteur » + r' - s domne une branche réelle, si s est supérieur a sa

valeur minimale So = Ce

3) Pour tout point intérieur A la focale £ (on verra qu'elle est con-

vexe et fermée)
Ze,r, < Ir, < s.
i%i i

Donc_aucun point de A n'est intérieur a f.

"~

4) Pour n = 3, le produit I, a buit facteurs, mais A3 ne comporte poeur

3
g 7 s, que 4 branches réelles, car aux facteurs qul ont deux ou trois

€. négatifs, correspondent des branches imaginaires. Si par exemple,

les foyers sont les sommets dfun triengle équilatéral de cBté a et que
s= 2a, chacune des trois branches réelles, autres que la focale, a la

forme d'm coeur gui entoure £, et la rosace A3 est effectivement du

8e degré (voir la figure qui précdde 1'article).

. . . . . . e s . b . .
* Le mot imaginaire signifie ici inexistant et non ayant une équation

P i
vérifiée par des nombres complexes x, y.€

33



- .

-\ o . o 3 . r
5) Montrons que pour s =~ Sy la courbe A n'a pas de point a4 l'infini. Une

branche réelle ne pourrait aveir un tel point, que si dans (2) il y avait
axtant de signes (+) que (-), car pour un point & 1'infini, les rayons
focaux ne différent que de quantités finies. Supposons par exemple

&i = 1 pour 1 € %’= ky; les autres € étant négatifs, et coient AT’ A2, ceey
Ak et A'1 A'2 oee A'k les foyers cocrrespondants. Alors en sommant en

un peint M du plan pour 1 de 1 &

!

Jr. - 2r'. < Sl

ou s est la somme focale de f. Donc pour ces € la relation (2) ne sera

-t 1 5, r <
iy i}<25Ai A : [

i

satisfaite pour aucun point du plan. Ainsi l'existence d'une ellipse

(F, F',2a) exclut la coexistence dfune hyperbole (F, F!', 2a).

6) Pour une quadrifocale par exemple, en plus de £, la courbe A du 16e
degri ne comporte que quatre branches réelles. Elles entourent £ et cor-

respondent aux facteurs du type r' + r'' + 1 ' - pr - 5 de HA.

Remarque. Toute courbe définie par une relaticn Zairi = g, ol les 2y sont

des entiers positifs,; est une courbe focale dont les foyers multiples sont

dfordre e En particulier, les ovales de Degcartes.

ar + br' = s (a, byentiers positifs)

sont des focales,

IT.~ Construction par f£fil d'une focale,

Par f£il, on peut facilement tracer une focale avec précision, en générali-
¥ p H
sant la construction de 1'ellipse par la '"méthode des jardiniers".
Neus nous corntenterons d'exposer la méthode pour n=3, n=4 et un

ovale de Degcartes n=5,
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Y . .
1) Comnstruction de la trifocale

,ﬂ C @'—Vj_// 77 11727 220 LI ZEny

G “ &
Un bixela feuille 2 1la planche & dessin par trois punaises,

plantées aux foyers donnés A, B, C. Les extrémités d'un fil de longueur ¥
sont aliehees 1 tune en A, 1'autre & la pointe M du crayon. Le fil contourne

le segment BC, et il est tendu en M par le crayon. Alors:

MA + MA + MC = £ - BC

est bien constant.

Traceur : plutdt qu'un crayon, il est pratique d'employer un traceur, obte-
nu en enfongant une grosse alguille dans un porte-plume. Le f£il est attaché
au bout M du chas et y repasse pour former le lacet variable MBC. On repas-

se a l'encre la trace gravée sur la feuille par la pointe M.

2) Construction de la quadrifocale .

La figure ci-contre montre comment le f£il
fixé en A et en B et contournant le tri-
angle MDC, assure la constance de la som- !

me focale.
p

3) Construction de 1'ovale de Descartes 2r + 3r' = s ,

Partant du foyer d'attache B, le fil contourne successivement M, B, M et A pour

revenir au point mobile M, second point d'attache du f£il.

wr
™M
| /\
A 8
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Application. Trouver :ur une droite A le point tel que la somme de ses
distances & trois points donnés A, B, C soit ninimale.

On régle la longueur ¥ du £il de maniére que la trifocale
(A, B, C, X ) soit tangente & A. Le point de contact est le point cher-
ché.(On admet iei implicitement que la trifocale est une courbs convexe

fermée, ce qu'on démontrera par la suite).

ITI.- Construction de la tangente en un point d'une focale »

On sait qu'on peut construire avec régle et compas la tan-
gente au point courant d'une focale. Mais au lieu de Jjustifier cette
construction par le gradient, nous 1'établirons plus élémentairement par

la cinématique.

s os . puc 4 e s .
Théoréme 2. 1) La résultante R des vecteurs unitaires, dirigés d!'un point

d'une focale vers ses foyers, est la normale 3 la courbe.

2) S5i la courbe passe par un foyer F, ce point est anguleux.

-5
Soit R' 1a résultante des vecteurs unitaires dirigés de F vers les autres

=
foyers. Alors R! bissecte 1l'angle 2o deg demi-tangentes en F et

: .
%, %, si F_est foyer multiple d'ordre k). (Par définition R'= R )

cos & =

-~
Focale-point. 1) si en un point du plan R = 0,i1l n'y passe pas de focale,

ou plutét la focale se réduit 3 ce point.

2) si en un foyer F 1le R' <](ou R' < k si le foyer est d'or-

dre k), il ne passe pas de focale par F, ou plutdét la focale se réduit 4 ce
point (car on aurait cos @ 2 1).
On reviendra sur ces deux cas.

Démontrons & présent le théoréme 2.

e 4 . . C s s
9Soit MV le vecteur vitesse du point M qul décrit la
focale de foyers A, B, ..; C. Projetons V en A' sur
= — .
1'axe dirigé per AM. Comme MA' est la dérivée de AM

par rapport au temps; la constance de

AM + BM + ... + CM entralne

MA? +.ﬁ%' + ees + ﬁE' =V Ccos U + Veos B + ...+ v cosY =0
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ou

(3) COS & + cOS B + «ua + cOs ¥ =0

- >
@ étant 1'angle orienté (A, MV).
—
La relation (3) exprime que la projection de R sur la

J_%.
tangente MV ect nulle: R est normale & la courbe.

et un point voisin M, et soient
’_i_ 1 .. -'7\ n ‘->
Ui les vecteurs unitaires dirigés de M wvers les foyers et_ﬁ = v1+§gi
. [ X

2) Soient sur une focale un foyer F

la résultante des 5;,

.",.?, .
S £ normale & la courbe en
4
M M. Quand M tend vers F1
sur la courbe, U tend
1
DL, vers le vecteur unitaire
A 2y

: /16 U, qui prolonge la demi-

—
tangente £ en F1 a 1ltarc

BN -

n ~ =5
FM de la focale, et X Ui tend vers R', de sorte que R tend vers un vec-
— el

teur U +'R*, normel & 1'arc FTM en F . Par suite
3 - -
U(U+R') = 1-R'cos(f,R') = O

= 3 1

et cos(t, R') = e

Si F1 est foyer d'ordre k, k vecteurs unitaires visent de M vers F1e
k

On trouve alors de méme que cos(t, R') =R

Remarques. 1) Le théoréme s'étend A la courbe, lieu des points dont la
somme algébrique s des distances & n points fixes est constante, le vec-
Sy

a4
teur unitaire issu de M ayant alors le sens de AM, si la distance AM fi-

gure négativement dans s (exemple: une branche dthyperbole).

-

E)Q}n point également attiré par les fovers et astreint A se

0

déplacer sans frottement sur une focale ne passant par aucun d'eux, a un

mouvement uniforme (car la résultante des forces est normale 2 la courbe).
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IV.— Forme des focales.

I1 est d'abord clair que si la somme focale est assez

grande par rapport & toute distance entre deux foyers, la courbe est

presgue circulaire .

Définitions. Une courbe convexe fermée est un ovale.Nous dirons qu'il

e

st lisse, s'il n'a pas de point anguleux, et n-latére si sa courbure

passe Jjuste par n maxima.

Voici alors un résultat court, simple, générial et non évident :

Théoréme 3. Toute focale est ovale. 5i elle ne passe pas par un foyer,

elle est lisse.

Remargues. 1) Wous verrons que si ses foyers sont alignés, elle peut

dégénérer en un segment de droite.

2) Une focale régulidre (foyers aux sommets dfun polygtne

régulier) ast presque circulairve, si sa somme focale est trés prés

de sa valeur minimale So.

I1 est presque évident que 1la courbe est fermée. Pour démon-
trer quiune focale lisse est convexe, il suffit de montrer qulelle n'ia

pas de tangente double.

-
Soit UA le vecteur unitaire dirigé d'un

b
7*A point M d'un axe tangent t vers le foyer
’ ~—3 >
(A' P A et soit MA' sa projection sur t. Quand
A \ -~ —_—
! 2?\7 M parcourt t dans le sens de cet axe,; MA?
M Al 7 décroft constamment de 1 & -1. Il en est

de méme pour MB', .. , MC?, obtenus en rem-

placant A par les sutres foyers B, .., C. Par suite, la somme

MA' + MB' + ,, + MC?
décroft de n 3 -n et passe une seule fois par la valeur zéro:wg est tan-

gente simple.,

L. 2 — . 5 s
Cela est encore vrai si A est sur t, car alers MA' est égal a 1 ou a -1,
“)‘ g » - i
suivant que sur t le point M précéde A ou le suit. Le théoréme s®applique

A

aussi & une focale non lisse, comme limite d'une homofocale lisse.
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Application. Sur une droite, 1l v a au plus deux points dont la somme

des distances & n points donnés a une valeur donnfe.

Conjecture. Une n-focale lisse est au plus n-latére.

Cette conjecture nous semble probable parce qu'elle est vraie
pour l'ellipse et les nombreuses trifocales que nous avouns tracées, et

qutelle est presque é&vidente pour les focales réguliéres.

Application. Il en résulterait que sur un cercle, on peut avoir de O &
& points, qui ont une sorme de distances donnée 3 trois points donnés.
Car si la trifocale correspondante est au plus trilatére, elle coupe le

cercle en 6 points au plus.

Ve— Proximal de n points du plane

Comme application essentielle du précédant, wnous allons

régoudre pour tout n un probléme de minimum, Important en mathématiques

appliquées, traité jadis par Fermat, pour n=3. Il se pose quand on
cherche le meilleur emplacement d'une centrale pour un ensemble donné de
stations, routiéres, ferroviaires, &lectriques ou adductives ("probléme
du ch8teau d'eau").

Définitions. On appelle proximal de n points Ai dv. plan, le point (s'il

o

. o Ir - B
est unique) dont la distence moyenne “;* aux A, est minimale. On appelle

[

point de Torricelli des Ai le point T (stil existe) tel que la résultante

P

des vecteurs unitaires dirigés de T vers les Ai soit nulle.
On désigne par R' la longueur de la résultante des vecteurs unitaires diri-

é
gés d'un des points donnés vers les autres,

Voici alors un résultat essentiel?

Théoréme 4. Pour n points non alignés du plan, il existe juste un proximal O

Si leur point de Torricelli existe, O est ce point; sinon O est un des points

dormés (celui pour lequel R'< 1, ou R' < k gi 1le point donné est multiple

d%wﬂekg

Nous distinguerons trols cas.

1) Les points donnés A, sont alignés. Si les Ai sont distincts, on voit faci-~
e
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lement que O est un de ces poirts gi n est impair, et qu'il est indé-
terminé sur un segment fermé (0) si n est pair. Il y a le mfme nombre
de points donnés de part et d'autre de O, respectivement de (O); 0 est

le "point médian" des points donnés, (0) est leur "segment médian".

0 (0) (0)
YooK s Xe = - X X
A A’Z A_'I A,’ Al A1 AZ A} Af

1
Il en est de m&me s'il v a des Ai multiples, avec la convention sui-

vantes
on numérote toug les points dans leur ordre de succession sur leur droi-

say An); 0 ou (0) sont

te-support (par exemple By Ayy By = Ay = Agy Agy

3 4
alors "médians" pour le numérotajge.

0
? N

/9'1 MEA A A=A, Az Azp, M Ay As A

2) Les points donnés sont les sommets d'un triangle

Le probléme est alors classique. Dans la premidre moitié
du 17&me siécle, d'éminents mathématiciens 1l'ont traité, notamment Torri-

celli, Cavalieri* et Feymat. Il ¥y a deux cas & distinguer *¥* :

a) les angles du triangle sont inférieurs & 120°. On montre que O est le

point d'om l'on voit les trois c8tés sous le mBme angle: O est donc le

point de Torricelli des sommets.

b) sinon, on montre que O est le sommet de l'angle obtus du triangle,

3) Cas général (n points A, mnon alignés).

* Cavélieri, Exercitationes geometricae (1647)
#%Jean de Biasi, Quelques problémes d'extremum, Bulletin 326 de 1'APMEP
(décembre 1980)
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La focale, lien des points du plan tels que

T, + T, + eee +tr =g
1 2 n

a les points donnés pour foyers. Si s varie, on obtient une famille
d'ovales embattes, car deux homofoczles ne peuvent se couper (un point
du plan détermine un seul s). Ces ovales sont aussi reserrés qu'on
veut.

Si les points donnés ont un point de Torricelli T, la vi-
tesse en ce point n'a aucune direction d'aprés le théoréme 2: la fo-
cale passant par T se réduit nécessairement & ce point, qui est donc
0. 8i T n'existe pas, les seuls points ol la construction par le thé-
oréme 2 pourrait ne pas donner de tangente sont les foyers. Le proxi-
mal O ne peut donc &tre un point autre qu'un foyver (celui pour lequel

R'< 1, ou R' < k si le foyer est d'ordre k).

Construction approchée du proximal.

Les n points non alignés Ai étant donnés, leur proximal est le point
d'évanouissement des homofocales £ qui les ont pour foyers. On dessi-
riera donc avec le traceur des £ de plus en plus petites, en diminuvant

progressivement la longueur du f£fil.

Détermination mécanique du proximal.

= . .
En associant & tout point du plan la résulitante R des attractions uni-
taires sxercées sur lul par n points donnés Ai’ on crée un champ de for-
ceg défini partout, sauf

- aux points Ai, ot R est indéterminé,

. 2
- a1 point de Torricelli des A, (s'il existe), ol R est nulle.

i
On peut déterminer expérimentalement le proximal O des Ai’
par un dispositif de poids égaux facile & imaginer, car si O est uni-

que, il est en équilibre steble dans le champ, et si O est indéterminé

sur un segment (0) (ce qui peut arriver si les Ai sont alignés), il est
en équilibre indifférent sur (0).

Notons que les homofocales de foyers Ai sont les trajectoires

orthogonales des lignes de force du champ, qui concourent d'ailleurs en O.
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VI.- Proximal et surfaces focales de n points de 1:e3pace.

Etendons rapidement 1'étude précédante & 1l'espace.

Définitions.

£y

Soit s la somme des distances d'un point M & n points donnés Ai de 1l'es-
paze. On appelle encore focale, le lieu des M pour s constant. Le lieu

. . ; .
des M d'un plan a s constant est dit focale plane. Les Ai sont les foyers

de la surface focale ou de la focale plane. Le proximal e& le point de
Torricelli sont définis comme pour des Ai coplanaires. On appelle ovoiIde

toute surface convexe fermée.lestdik lisse s'il n'a pas de point conique.

Théoréme 6. Une n-focale dst une nappe d'une surface algébrique, de degré

1 r x
2 en général.

La démonstration du théoréme 1 s'applique ici identiquement.

Théoréme 7. La normale en un point d'une surface focale est la résultante

des vecteurs unitaires, dirigés du point vers les foyers. (on suppose que

le point ntest pas un foyer).
On le démontre aisément a partir de 1l'équation multipolaire.
r, + T, t eee + 1 =5
1 2 n
Notons qu'ici encore la résultante des vecteurs unitaires est nulle au

point de Torricelli, s'il existe, et indéterminée en un Foyer.

Théoréme 8, Si une surface focale passe par un foyer F, on considére la

-3
résultante R' des vecteurs unitaires dirigés de F vers les autres foyers.

Le cBne des demi-tangentes en F est de révolution; son axe est R' et sa

. . k . .
demi-ouverture ¢ est donnée par cos & = %,( ) si F est foyer multiple

d'ordre k).

Théoréme 9. Toute surface focale est oveIde, toute focale plane est

ovale. Si elles ne passent pas par un fover, elles sont lisses,

Comme au théoréme 3, on démontre que la surface focale lisse n'a pas de
tangente double. Une focale plane est ovale, comme intersection d'un plan

et d'un ovolde de mBmes fovers et somme focale que la courbe.
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L'ovoIde focal ne peut dégénérer en segment de droite, que si sa somme
focale est minimale et que les foyers sont alignés et en nombre pair.
Or montre aussi ceci :

Le proximal de n points non alignés est le point d'évanouissement des

ovoIdes homofocaux emboftés, dont ces points sont les foyers. Soumis

& des attractions égales par les fovers, il est en &quilibre stable.

Mais surtout, on démontre comme le théoréme 4, le résultat

LS

capital suivant, inédit & ma connaissance @

Théoréme fondamental 10, Le proximal de n points non alignés du

- plan ou de 1l'espace est leur point de Torricelli, s'il existe;

sinon il est 1'un des points donnés (celui dont R'< 1, ou R'< k

si_le point est multiple d'ordreiQ,

Ce théoréme s'applique sans doute dans l'espace de dimension

quelconque.

VIII.- L'oeuf de poule moyen -

Terminons sur une note un peu plaisante. Si 1l'on dit "ils se
ressemblent comme deux oeufs", on sous-entend que l'oeuf a une forme bien
déterminée, donc géométrique. C'est ce que nous allons justifier.

Dans 1l'Information scientifique , le naturaliste Sire a tracé le

profil moyen statistique de l'oeuf de poule. Dans une note parue dans la
méme revue (décembre 1957) intitulée "L'oeu? de poule a-t-il une forme
géométrique?", nous avons montré que ce profil cofncide (& 1'épaisseur du
trait de crayon prés), avec une trifocale pourun choix convenable de trois

foyers alignés et de la somme focale. L'oeuf moyen a donc une surface trifo-

cale, & l'épaisseur de la coque prés.
I1 se trouve que gi l'on désigne par h la hauteur de cet oeuf, par p
le périmétre de son profil et par e la base des logarithmes naturels, on

a avec une bonne approximation

p = ¢eh

analogue & p = Th pour la sphére.
E. EHRHART, Strasbourg.
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Il ne faut pas se fier aux apparences'!

Exercice 7
Regarde bien le tableau ci-dessous et devine quel nombre il faut inscrire

dans la derniére case. Explique ta réponse .

"2 6 8 M
115 20 Exgé;

LS
réponge

Mo doy agip !
. ‘}Quh.lmbu/.&l 5 "‘ .
d%{«v“# P |,,c.c,’ b i b0 bt gy "L‘“-[Q,nbz‘l-a

v 1"““”’*“91 Lo . '
™ dwk %ﬂt‘vﬂth \MMA‘6~1,54_1;,1?’5W201M

21l v a5 en dessous de 2 de 2 a 6 i1l y a 4 d'intervale 2 vaut 5 et 4 sa
fait 2 fois 15 et sa fait 10 on ajoute cing a dix sa fait 15 on a ajoute
2 qui vaut 5 sa fait 20 j'ajoute 10 et se qui fait 20 + 5 = 25 mail on doit

encore faire de demi de 5 = 2,5 + 25 = 27,5

Exercice 7
Regarde bien le tableau ci-dessous et devine quel nombre il faut inscrire

dans la derniére cas. Explique ta réponse.

2|1 6| 8| 1

5|45 (27,5

reponve

zejf‘éja ¢ aj "047 owfait b a Q Ppocc’ dfé Qa ’IQPO””C

§uvza4f'!0€1'9¢ Lor2 $‘ o 5 On Ppoce de [l Da Keporrceo

S'C/Uzu./' ¥ 0, Poarce que |0@au't' 24 eg// [ 2 ﬂzau" L0 alor g
‘;,'m‘ Pt Lo proctierr

2 est égale 4 5 si on aurrait 4 & la place de 6 la réponse s'errait 10 et

a

si le 12 s'errait & la place de 11 la réponce s'errait 30. Parce que 10

fait 25 est 12 fait 30 alors j'al prit la moitier.



Ces deux raisonnements sont extraits de travaux d'éléves de Se
effectués a 1l'initiative du groupe "Proportionnalité!" de 1'IREM.

En premiére lecture, on serait tenté de dire "en voild qui n'ont
rien compris". En seconde approche ... ils sont parfaitement exacts
et montrent une bonne compréhension du probléme, a défaut d'une
expression correcte. Et en tout cas, ils ouvrent une question:

si tant d'éléves '"ne compremnent pas les math", n'est-ce pas d'a-
bord parce qu'ils ne comprennent pas le frangais et parce que - ce

qui est plus grave - ils ne savent pas 1le parler ?

A. BONNET.

Bibliothéque de 1'I.R.E.M.

CA TOURNE !

Du Ter juillet 80 au Jer Jjuillet 81,
la bibliothéque a pré&té 1020 ouvrages et 240 périodiques.

A cette derniére date, 240 ouvrages circulaient encore.

Cette statistique indique que la bibliothéque de 1'IREM est
considérée comme un outil efficace par un nombre croissant de
collégues (ou qu'un effectif constant de collégues l'utilise

de facon plus ample).

Rien ne vous emp8che de contribuer & une hausse de cette sta-

tistique en venant faire un tour dans ses accueillants locaux.

Mademoiselle BATTISTI y succédera & Madame GEISMAR dont la qua-

1ité de travail est fortement correlée aux résultats cités.

Pour mémoire, la bibliothéque est sise au 10 de la rue du Géné-
ral Zimmer, au rez-de-chaussée, et ouvre, durant 1l'année sco-

laire, du lundi au vendredi, de 8h & 11h45, puis de 14h & 17h.
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Duy nouveau en seconde

LES POLYEDRES

INTRODUCTION

Qu'test~ce que c'est ? "Clest un mexicain vu de dessus".

Comprendre la réponse, clest déja connaitre toute une
(i::) imagerie, & commencer par celle du sombrero, du dessin

en projection, ... En mathématique, c'est un peu la méme

chose. Qu'est-ce que c'est ? Plusieurs réponses peuvent
£ig.1

8tre données. Sulvant le contexte, l'une ou l'autre seu-
le est valide : "hexagone', "contour apparent d'un cube",
"projection d'un  prisme ‘hexagonal ", ... Mais, pour
comprendre chacune de ces réponses, il faut déja avoir

manipulé les objets mathématiques correspondants.

fig.2

En seconde, un chapitre important du nouveau programme se
rapporte a la géométrie dans l'espace. Pour moi, l'essentiel du programme
consiste & faire manipuler des solides et des figures de l'espace et & mon-
trer en quoi leur représentation plane permet de reconstituer les propriétés
de ces solides ou figures. Une bonne wvision dans l'espace est souvent la
clef d'une borme "vision" de théories mathématiques, plus abstraites, comme
les espaces non euclidiens, le corps des p-adiques, les ensembles de car-

dinal transfini ...

DES DESSINS,MAIS PAS N'IMPORTE LESQUELS

La représentation plane d'un objet dans l'espace peut se faire de bien des
faconss citons en vrac: perspective cavaliére, projection orthogonale,
géométrie cbtée, perspective conique, développement, section, coupe, ...
Chacune de ces représentations posséde ses régles, ses avantages et ses in-
convénients. Voici & titre d'exemple quelques figures fausses. Il est diffi-
cile d'expliquer pourquoi elles le sont si on n'a pas manipulé longuement

des solides.
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Fig.3

4

£fig.

5

fig.
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fig. 6

Il m'est difficile d’expliquer en une phrase simple et
correcte pourquoi le dessin du "cube" (fig 3) est faux, mais j'ose
espérer que tous les lecteurs "voient" pourquoi il en est ainsi.

Pour le"tronc de pyramide" & base triangulaire (fig 4),
l'erreur provient du fait que les arr@tes devraient concourir; or
il est facile de voir que les droites (AA'), (BB') et (cC') n'ont pas,
sur le dessin, de point commun.

Par contre, les quatre droites (AA'), (BB'), (cc') et (DD')
de la figure 4 sont bien concourantes. Mais on peut affirmer que soit
les 4 points A, B, C, D soit les 4 points A', B!, C', D' ne sont pas
coplanaires sinon les deux plans ainsi déterminés se couperaient sui-
vant "la droite" (IJKL).

Enfin, pour bien comprendre pourquoi la derniére figure n'est
le développement d'aucune pyramide, le mieux est de découper un tel

"patron" et d'essayer de le remonter. Il n'y a aucune difficulté & as-

sembler deux faces consécutives telles que BS_A et BS2C ... mais pas

1
moyen d'en assembler trois consécutives.

La raison profonde de cette impossibilité provient du fait que lorsqu'on

autour de AB, S5, décrit un arc de cercle

bascule une face telle que ABS 1

1
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N A . N . s A

dlaxe (AB): ercle dont la projection sur le plan (ABCD) est un segment
orthogonal a (AB). Pour que la figure soit le développement d&'une pyra-
mide, il faut que les quatre droites

(81H1) passant par 8, erthogonal & (aR)

<82HE> 1 i 52 ] (BC) ;
(33113) n "8, L (cp),
et (SQHA) " 0 S, " (DA), soient concourantes
L} = L’(

[

en un ‘peint ST gul est la projection orthogoneale du sommet S de la pyra-
mide sur le plah de sa bage. Cependant cette condition nécessalre n'est

pas suffisente; comme le montre la figure 7 ci-dessous.

fig. 7

Q

nelques exemples simples peuvent inciter les é&léves

o0
]

fia

a étudier la géométrie dans liespace. Les seuls résultets importants
qu'ils ont au programme de seconde peuvent se résumer en

1°) dans un plen de Lltespace tout se passe conme dans un plan ordinaire.
20) quand cn change de »lan,l'unité de longueur ne change pas.

3

°) quelques régles d'incidences et le théoréme des trois perpendiculaires.
Je n'ai pas la prétention de croire que cele suffise. De

teute facon, ces trois points impliquent la connaissence de bien d'autres

et je prétends que lYessentiel est que 1'éléve de seconde finisse 1l'année
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en comprenant une figure de géomftrie dans ltespace. Dans ce but,
je vais essayer de montrer cue 1'€tude approfondie du cube et de
quelques sutres polyédres gimples, étude alliant la théorie et la

manipulation, permet d'atteindre ce but.

LE_CUEE

Tl peut sembler qu'en seconde les é&léves aient passé
1'2ge de jcuer avec des cubes. Pourtant, ce sclide élémentaire et
fondamental est souvent encore mal cornu et 11 vaut mieux l'analyser
longuement (position et nombre de faces, d'arétes..a) avant toute
autre manipulation. J'en veux pour preuve l'expérience suivante @
dans une terminale E, jlavais demandé & un éléve de dessiner un

cube par un sommet, une diagonale de bout. Au début, il a commencé

e
=
LA
”

par tracer une cr

avant de rectifier son erreur.

Cela prouve quau cube est associée 1l¥idée de carré ou celle de sy-
métrie d'ordre 4, mais jamais celle de triangle équilatéral ou d'he-
D

xagone régulier. Et pourtant la symétrie C

ternaire existe bel et bien dans le cube A

comme le montre le triangle équilatéral

de la figure 8. On peut profiter de 1ltoc- | DA C

casion pour construvire deux tétraddres ré-

. A P

guliers ayant mémes somnmets que le cube. >
X fig &

Ce résultat est une borme application des régles 1 et 2 énoncées plus

haut.

. 5i-en dispose de cubes en pelystyréne, il peut 8tre intéressant de

les couper par différente plans donnent des sections triangulaires,
cerrées, rectangulaires, pentagonales, hexagonales (en particulier
donnant un hexagone régulier - figure 9-), parallélogrammique ...

Cela met en évidence un certain nombre de théorémes comme 1l'intersection

de deux plaus peralléles par un trolisieme ....



: G
: fig. 9
C
CeE 0 ~|an:'"
D 1
demi- cube ABCPEFGHIJ
. cn peut également étudier 1% -+ au scleil d'un cube et vemarquer

qu’il est impossible dl'obtenir liune des figures ci-dessous.

fig. 10
ce qui est une approche de la projection.

. le développement mfme du cube réserve lui zussi des surprises. Trouver
tous les patrons-possible demande beaucoup dtagilité dtesprit . On ne

pensera peut-8tre pas & celui-ci

et 3 '&tude des patrons est une bonhe

introduction 3 la notion de chemin

le plus court sur un cube .

fig. 11
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VERS DYAUTRES POLYEDRES

. Onn & vu que les zommets du cube peuvent &tre regroupés dans les
sommets de 2 tétraddres; montrons que l'octagdre appareit aussi
dans 1'étude du cube., Pour cela, prenons comme sommets les centres
des faces et Joignons deux sommets par une arfte s'ils correspon-—
dent & deux faces adjacentes. I1 est facile de voir que l'on obe

tient ainsi up polyédre régu-
‘0’!,‘--0“.4-.-‘-.07
» -

lier & 2 faces (d'ol le nom

d'octaddre), 6 sommets et 12

S arftes. Chaque face est un
grern e s by

triangle équilatéral. Si lton
effectue la m8me construction

a partir des centres des trian-

e mmw P
-
T A *

, gles, on retrouve le cube. On

. dit que cube et octaédre sont

R EEEE R R RN

Wew s ue v oPY

K duaux 1'un de lfautre.

!
-
.
*
*
-
*
.
-
.
*
.
.
-
-
*
-
-
-

Hy
RS
[€a}
-
no

s A partir du cube, on peut construire bien d'autres polyédres que
1'on retrouve dans certaines structures cristallinec. Les figures
13 et 14 ci-dessous montrent le cuboctaddre et le dodécaddre rhom-

bique qui sont dueux 1'un de 1l'autre.

fig. 13 ' s

cube octaédre &

1'intérieur L ¢ /. »
d'un cube * L
: :
. :
H .
: :
‘ :
. . //
: :/
: .
L
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dodécaédre rhombigue

fig. 14

. le tableau ci-dessous récapitule quelques dénombrements simples

sur les pelyédres déja vus @

nom nombre de nombre nombre g—-a+f
<ol 3 U -
Jomgets d agétes de fﬁces
tétraédre 4 4 6 2 autodual
cube 8 12 6 2 %
duaux
octaédre & 12 g 2
cuboctaédre 12 24 14 2
duaux
dod., rhombique 14 24 12 2
1 cube de la
fig. 9 10 15 7 2

On peut établir plus ou moins intuitivement la relation g—-a+f = 2
qui semble apparaitre. La méthode la plus habituelle consiste a Ster
une Fface et A étaler le reste sur un plan. Pour &tre bien comprise
1a "démonstration® nécessite le recours & des polyédres convexes,
mais cette relation dite relation d'Euler, s'applique & tous les

polyédres homotopes & une sphére, c'est-a-dire sans trous. Le solide
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ci-dessous vérifie seulement s-a+f = 0

£ig. 15

« Au moyen de la relation d'Buler. et de considérationsg géométriques
gimples, on peut construire tous les polyédres réguliers convexes. Il
suffit de remarquer qu'autour d'un sommet, il faut au moins trois fa-
ces qui, assemblées, forment un coin (angle polyédre). On ne peut donc
avoir que 3, 4 ou 5 triangles équilatéraux,; 3 cerrés ou 3 pentagones
réguliers. En remarquant que s'il y a n faces autour d'un sommet, il
v a aussi n arftes et que si chaque face posséde ¢ cBtés {donc ¢ com-

mets), on & les relations 3

2a = n s chaque arfte détermine 2 sommets et chague sommet
g
! n artes
cf = 23 chage arfte détermine 2 faces et chaque face ¢ arfte
g—a+f = 2 relation d'Euler.

[N

Orn peut alors construlire les cing polyédres platoniciens: tétraéd
1 q bt I

[N

re, Cu-
be, octaédre, dodécaédre et icosaddre. Ces deux derniers sont également

dvaux 1'un de L'autre.



VD

fcosaedre

Tétraedre

Oetaedre

-
{

(&

fig.

Le dodécaddre permet de retrouver le cube
dont nous étions partis. En effet, on peut
regrouper les 20 scmmets de ce polyédre de
facon & placer 5 cubes; chaque sommet appar-

s

Dodécaédre tenant & deux cubes distincts.
wibye

5 cubes dans
un dodécaédre

e

i

“N\




CONCLUSION ET OUVERTURES

Bien d'autres curiosités géométriques peuvent
8tre mises en évidence par 1l'étude des polyédres. Citons les deltaddres,
les flexaédres ... Les bong éléves g'émerveillent devant des dessins
d'hypercube de dimension 4... Tous peuvent chercher des problémes sim-
ples comme ltirvexistence de polyédres convexes & 7 arftes....

Pour tous ceux qui voudralent aller plus loin,

je conseille la courte bibliographie ci-aprés 3

1. Une expérience de travail asutonome en seconde, XOCH, IREM de Strasbourg.
2. Mathématiques, seconde, IREM de Strasbourg, ISTRA.

3. Mcdéles mathématiques, CUKDY, ROLLETT, CEDIC.

4. Excursions into Mathematics, BEE€X, BLEICHER, CROWE, WORTH Publishers.

J«LEFORT.
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LE THEOREME DES 12 COULEURS

Le théoréme des 4 couleurs démontré par Haken et Appel en 1200
heures d'ordinateurs en 1976 est susceptible de bien des générdiisations.
1°) Au lieu de travailler sur un plan, on travaille sur une surface

quelconque (voir Ouvert n®12 - Juin 1977).
2°) Au lieu de supposer les pays connexes (c'est-a-dire en un seul mor-
ceau), on suppose qu'ils ont au plus deux, trois, ..., 0 morceaux.
3°) En combinant les deux hypothéses précédentes on peut s¥intéresser
au coloriage de cartes comportant des pays non-connexes répartis
sur des surfaces quelconques, éventuellement non connexes.

Le plan et la sphére présentant les mémes caractéristiques pour ce
genre de probléme, imaginons que chaque pays (connexe) admette une
seule colonie (connexe). On peut imaginer les pays et les colonies sur
la méme planéte, ou bien sur deux planétes différentes. On peut aussi
imaginer un partage raisonnable pour l'exploitation des anneaux de Sa-
turne.

eesss Combien faut-il alors de couleurs ?

Théoréme. Si chaque pays d'une sphére a au plus une colonie coloriée de

[‘la méme facon que la métropole, alors il suffit de 12 couleurs.

Suivant une méthode habituelle dans ce genre de probléme, transfor-
mons la carte en un graphe de la fagon suivante:
Prenons un point dans chaque région (pays ou colonie); joignons deux points
s'ils correspondent & deux régions contiglies (ayant une frontiére commune).
Le graphe ainsi obtenu sera le graphe Cfqui est tracé sur la sphére.
Soit a son nombre d'arétes, s le nombre de sommets et f le nombre de "faces"
D'aprés le résultat d'Euler, on a @

s —a+f =2

* que l'on appelle aussi graphe colonial C
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Fabriquons maintenant un autre graphe que nous appellerons

graphe impérial G qui consiste & supposer que chaque pays et sa
colonie forment un seul et m&me empire,c'est-a~dire attribuons un seul
sommet & l'ensemble pays-~colonie. Cela revient & identifier dans C
les sommets correspondants au pays et & sa colonie., Le graphe G n'a

aucune raison de pouvoir E&tre tracé sur une sphére.

Exemple:

@
iq

35

la carte le graphe colonial le graphe impérial

Soit k le plus petit nombre de couleurs nécessaire pour colorier
G (on colorie les sommets et deux sommets de m&me couleur ne sont pas
joints par une aréte). Considérons alors un %7 . graphe G' de G nécessitant
égalemen? k couleurs pour son coloriage et tel que G' soit le plus petit
possible. _

Alors en chaque sommet de G' il arrive au moins k-1 arétes (car
si un sommet a moins de k-1 arftes, les autres peuvent &tre coloriés avec
k—1' couleurs et le graphe G' aussi puisqu'il suffira d'utiliser pour le
sommet provisoirement délaissé une des couleurs auxquelles il n'est pas
1ié).

Sowents! et a' le nombre de sommets et d'arftes de G'. On a
évidemment:

(k-1) s* €2 a!
puisqu'une aréte joint 2 sommets.

Mais d'aprés la construction de G', sous-graphe de G, lui-méme
construit a partir de C, on a:

a' La et s £2s'.



De plus pour C (tracé sur une sphére), il faut au moins
3 arétes pour limiter une "face! et 2 "faces" adjacentes définissent

une aréte donc:

3 £ 2a

Nous avons donc les relations:
s —-a+f =2
3 £ £ 2a
a' £ a
s <2 s
(k-1)s' < 2a?

qui conduisent a :
as 3s -6
a's a
s < 2gt
(k-1)s' € 2a°

puis &

al 63! - 6
(k-1)s' < 2a?
soit enfin, tout calcul fait:
(k-1)s' € 128" - 12
et en divisant par s' :
k-18 12 - l%—~< 12
s

ce qui prouve que

k€12 .

Autres résultats

1°) 83 au lieu d'avoir une seule colonie, chaque pays en a 2 Ou 3 .+...
on démontrer qu'il faut alors 18 ou 24 couleurs. Heawood a démon-
tré que si chaque pays admet au plus m composantes connexes, il
faut au plus 6 m couleurs.

2°) Dans le cas du tore, le probléme analogue est démontré pour toutes
les valeurs de m: Il faut et il suffit de ém + 1 couleurs.

3°) Dans le cas des 2§uanéhs ot chaque pays connexe d'une des planétes
a une colonie comnexe sur 1l'autre, il faut 9, 10, 11 ou 12 couleurs,

mais on n'en salt pas plus.
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