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HISTOIRE DES MATHEMATIQUES POUR NOS CLASSES

On trouvera dans cette brochure plusieurs articles concernant 1’histoire des
mathématiques et faits (4 I’exception du dernier sur la quadrature de I’hyperbole) par des
professeurs de lycée et college. Ils ont été réalisés pour partie dans le cadre d’un stage
PAF, pour partie par un groupe de Recherche-Formation de la MAFPEN, mais dans les
deux cas sur le théme : I’histoire des mathématiques comme outil pédagogique. Ils
peuvent donc intéresser les professeurs enseignant les mathématiques et qui voudraient
illustrer leurs cours par quelques aspects historiques. Les articles regroupés ici
concernent essentiellement des questions numériques, dont une part importante pour
I’histoire des logarithmes. Mais 1’on peut espérer que d’autres brochures de ce type vont
suivre, sur d’autres thémes dont certains sont déja préts (nombres négatifs - invention du
calcul différentiel - probabilités).

Jean Pierre FRIEDELMEYER
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Des que I’homme eut conscience des nombres, il lui fallut inventer des symboles pour les
exprimer.
Au début il utilisa une numération concréte : “des entailles sur un morceau de bois, des
noeuds sur une corde etc...”
Puis naquirent, avec I’écriture et la nécessité d’écrire des nombres de plus en plus
grands, différents syst¢mes de numération.
Nous allons parler, ici, de ces systémes et de leur évolution qui ont permis, vers le Xe
siecle, la naissance de notre syst¢me de numération de position.
Qu’est-ce que la numération de position ?
Prenons, par exemple le systtme romain qui n’est pas un systéme de position. Le
symbole C signifie “cent” et ce quelle que soit la position qu’il occupe dans I’écriture des
nombres ainsi dans

MC (1100) il est en derni¢re position

CLXX (170) il est au début.
On rétorquera, avec raison, qu’il peut signifier “moins cent” dans par exemple :

CM (900)
Cette notation est déja une évolution par rapport a la premiére écriture de 900 (DCCCC)
et ¢’est un premier pas vers une numération de position.
On voit tres bien les inconvénients d’une telle notation :
- répétition fastidieuse d’'un méme symbole. (On a dii commettre de nombreuses erreurs
de transcription).
- les opérations sont difficiles a faire (essayez donc de faire une addition !). Ce n’est pas
sans raison que les calculateurs étaient considérés comme investis de pouvoirs

surnaturels.

Dans la numération de position, un méme symbole prend une valeur différente suivant la
position qu’il occupe dans I’écriture des nombres.

Dans 208 le “2” signifie deux cents

Dans 21 il signifie vingt.

Quels étaient les systemes utilisés ? Comment s’est faite I’évolution ? Comment faisait-on
les opérations ?

Nous allons essayer de répondre a ces questions.



L’HISTOIRE DE LA NUMERATION

La numération babyvlonienne,

Les plus anciens documents ont été découverts a Uruk en Mésopotamie et datent de 3000
ans avant J.C. On peut les voir au Musée du Louvre.

“Pour pallier les difficultés soulevées par leurs civilisations orales et pour satisfaire les
multiples besoins crées par leur intense activité économique les Sumériens et les Elamites
avaient pris I’habitude d’enregistrer les résultats de leurs dénombrements sur les petites
tablettes” (1)

On ne va pas s’appesantir sur I’évolution de ce syst¢tme de numération. Nous ne
parlerons que des chiffres cunéiformes.

Deux symboles étaient utilisés :

Y: ! e 4 :10

Les nombres étaient écrits en base soixante, et en base dix dans chaque groupe d’unité,

chacun des symboles étant répétés autant de fois que nécessaire.

Par exemple :
3824 1%3600+3 % 60+44

= 1%602 +3x 60+44

3824 s’écrivait :

Y YYY < YWWY

1% 602 +3%60+4x10+4

Avec ce principe
600 = 10 * 60 s’écrit W et non Y (qui se lit 1)
et 70=1%60+10s%rit Y
Il y a risque de confusion.
De méme :
61=1%x60+1 sécrit Y Y
alors que 2 s’écrit YY

A T’époque de la conquéte d’Alexandre le Grand on utilisait le symbole f pour
remplacer les espaces.

61 s’écrivait alors Y i Y



La numérotation babylonienne fut donc un systéme positionnel. Le symbole 7 indique
60 aussi bien que 1 dans ’écriture de 61.
Mais il n’utilise que deux symboles (il devrait en comporter 59, ou 60).

Avec ce systeme 59 s’écrit (({(( iiii ' ! ' ’ ‘

La numération égvptienne,

Les plus anciens spécimens connus concernant 1’écriture égyptienne datent de 3000 avant
J.C. Ces documents sont gravés sur des pierres, peints sur des vases ou des feuilles de
papyrus.

Pour €crire les nombres entiers, ils utilisaient un symbole différent pour chacune des 7
premieres puissance de dix :

1 l 10000
10 0N 100 000
100 @ 1000 000 -

wisczi v, & FEEE 01!
Ainsi 3624 s’écrivait : & Cee n i\

Cette €criture utilise donc le principe de I’addition, les nombres étant écrits en base dix.
Ces nombres indiquaient par exemple la quantité de prisonniers ou le nombre des
ennemis massacrés.

Ce systeme €tait fort simple mais il pouvait étre source d’erreurs  cause de la répétition
fastidieuse des signes. On imagine aisément le scribe oubliant de noter I’un des symboles
ou, pourquoi pas, en écrire un de trop !

Les Egyptiens utilisaient aussi les fractions unitaires (le numérateur est égal a un), elles
€taient notées de la maniére suivante :

?’%%n

1 L €

10 10 23

B

Les fractions 71 et % avaient des symboles spéciaux



> &

12 2/3
Ce sont les seules fractions qu’ils utilisaient.

Par exemple la fraction 7/10 était décomposée en somme de fractions unitaires.

.i% = ;— + % s'écrivait > 1%

La numération grecque
Les Athéniens utilisaient au 6e siecle avant J.C. le systéme suivant :
IIs disposaient des six symboles :

l r A H X M
1 5 10 100 1000 10 000

ainsi 3704 s’écrivait :

XXX HHHHHHH | | | |
3x 1000 + 7x100 +4

en combinant les symboles I' et H de la maniere suivante [W qui représente 500, ils

ont amélioré leur systeme en évitant la trop grande répétition des symboles.
3704 s’écrivait

XXX HHIN

Mais peu a peu le systeme ionique qui utilisait les lettres de 1’alphabet grec a remplacé le

systéme attique.

A T’aide de leurs vingt sept lettres les grecs symbolysaient les neuf unités, les neuf

dizaines et les neuf centaines. A 1’aide d’apostrophes placées a gauche ou a droite de la

lettre ils changeaient la valeur du symbole.
Ainsi 3 sécrivait Y 3793 s’écrivait donc :

Y RY

)
3000 sécrivait 8

\
1/3  s’écrivait X



La numération chinoise

Il est tres difficile de donner une date plausible aux documents chinois les plus anciens.
Toujours est-i1l que les chinois ont utilisé deux systémes de numération différents. Je ne
parlerai, ici, que de celui utilisé par les mathématiciens et les calculateurs (en 220 avant

J.C). 1ls utilisaient les deux séries de neuf symboles suivants :

ol W T T W mr
1 2 3 4 5 6 7 8 9

et

= |-
<l

.
— e

1

- |
= |\l
o ||

1 L
6 7

Les nombres sont écrits en base dix. On commence a écrire le chiffre des unités tel qu’il
est donné dans la premiére série puis le chiffre des dizaines est pris dans la deuxiéme
série, le chiffre des centaines est pris dans premiére série etc...

Exemples

3764 = TU LA

Ce systeme permet différencier 333 de 3033

333 3
i =\ =

Pour différencier 333 et 30033 ils écrivaient le nombre dans un quadrillage.

033
=\l

W = |lli\

Ce systeme est donc bien un systtme positionnel :

\l prend des valeurs différentes suivant sa position dans 1’écriture du nombre.



L’HISTOIRE DES OPERATIONS

Apres avoir vu différents systemes de numération, on se demande “mais comment
faisaient-ils les opérations ?”

Les babyloniens effectuaient leurs multiplications a I’aide de tables qui avaient sans doute
¢été obtenues par duplications successives.

On sait que les €gyptiens se servaient de tables pour décomposer les fractions en somme
de fractions unitaires.

Les administrateurs _chinois transportaient dans leur sac des barres numériques (en ivoire

ou en bambou) et lorsqu’ils calculaient, un ensemble de barres €tait peint en rouge et
’autre en noir pour distinguer les nombres positifs des nombres négatifs.
Pour additionner deux nombres, on les disposait sur un échiquier.

Par exemple 3229 + 571 4 A
=l |= (T | |=
Wil [ | | L 571 =

T 3800

/"‘7

3229 +

Il

|

\— |-l

Wl
H

T

-7
-
-

Les abaques grecs et romains

Utilisés sans doute depuis le 6e siécle avant J.C. c’était des tables ou des plaques sur
lesquelles étaient dessinées des colonnes. Les abaques servaient a faire les opérations
(voir planche), on placait les nombres sur I’abaque a ’aide de cailloux (calculus en latin)
ou de jetons. On les a utilisés jusqu’a la fin du Moyen-Age en Europe.

Gerbert (940-993) améliora leur utilisation en substituant les jetons d’une colonne par un

seul qui portait le nombre correspondant aux jetons substitués.
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On peut alors se demander pourquoi nous avons mis si longtemps avant d’écrire les
nombres avec notre systeme actuel c’est-a-dire tel qu’il était écrit sur I’abaque.

Une des raisons est qu’il manquait un symbole pour traduire le fait qu'une colonne de
I’abaque était vide, en effet, sans ce symbole 68 4 pourrait représenter 6 804 aussi bien
que 68 004.



LE ZERO

Dans P’antiquité
Nous avons vu (I’évolution de la numération) que les babyloniens avaient un symbole
pour séparer les groupes.

Ce symbole : « f " était aussi utilisé par les astronomes pour marquer I’absence des
unités du ler ordre.
Ainsi :

180 est noté YW* (3 x 60 + 0) sur une tablette conservée au

British Museum.
Pour noter les fractions sexagésimales, ils utilisaient un symbole différent pour indiquer
Pabsence d’unité :

1/60 se notait ﬁ Y (O unité + 1/60)

300602 se noair R L € € (0 unité + 0 x 1/60 + 30 x 1/602)

Les Incas qui utilisaient une numération de position un peu bizarre (histoire universelle
des chiffres) utilisaient également un symbole pour traduire 1’absence d’unités.

Au Moyen-Age

Ce sont les Hindous et les Arabes qui ont donné naissance i notre systeme de
numération. Les Hindous utilisaient un systéme de position. Les nombres étaient écrits
en base dix, ils utilisaient neuf symboles différents et ceci, sans doute, depuis le 5e siécle
avant J.C,

Pour faire leurs opérations ils ont sans doute, au départ, utilisé des abaques mais ils
n’avaient pas besoin de jetons, il leur suffisait d’écrire un de leur neuf symboles dans
chaque colonne.

Il est donc trés tot paru indispensable d’inventer un symbole pour traduire le fait qu’une
colonne était vide. Ce symbole inventé et I’abaque devenait inutile.

C’est sans doute vers le 7e siécle (ou avant) que ce symbole fut inventé. C’était soit un
point, soit un cercle.

Les arabes qui ont traduit de nombreux textes hindous, grecs et latins ont trés tot (au Xe
siecle) €t€ séduits par le systéme de numération hindou et I’ont adopté.

Parallelement les calculateurs chinois, sans doute sous I’influence des bouddhistes
d’origine indienne, ont introduit I’usage du zéro dans leur numération ainsi 30033 (voir
I’évolution de la numération)  s’écrit a présent : Moo=\

10



L’Europe continua a utiliser les chiffres romains. Gerbert qui avait étudi€ dans les €coles
arabes d’Espagne introduisit les chiffres indo-arabes en les écrivant sur les jetons (voir

histoire des opérations) servant aux calculs.

Le “Liber abbaci” de Fibonacci (1170-1250) parle des neuf symboles indo-arabes ainsi
que du symbole zéro qu’il appelle zéphirum. (Les arabes ’appelaient SIFR, c’est-a-dire
vide).
Le Liber abbaci était malheureusement d’un niveau trop élevé pour I’époque. De plus, au
Moyen-Age, les méthodes de calcul indo-arabes ainsi que 1’usage du zéro furent frappés
d’interdit. L’énorme simplification des calculs conféra au zéro un pouvoir quasi
magique. Le mot Zéphirum engloba les dix symboles que ’on appela “chiffres”.
Pourtant le développement du commerce et du syst¢éme bancaire nécessita une
arithmétique simple. “La summa” de Pacioli (1494) reprend dans I’ensemble en le
simplifiant le liber abbaci et le systeme indo-arabe est peu a peu adopté en Europe.
Mais zéro restait un symbole, il n’avait pas le statut de nombre. Les solutions “zéro” ou
“négatives” des équations étaient rejetées.
C’est Alexandre de Villedieu (au 13e siecle) qui, le premier, traita zéro comme un
nombre dans le poéme “Carmen de algorismo”. Ce poeme traite des opérations
€lémentaires sur les entiers.
Chuquet au 15e siecle dit de “z€ro” qu’il ne possede pas de valeur.
D’ailleurs, Plonion, en 1924 dans son livre “Arithmétique” destiné a 1’école primaire,
écrit : “Il y a neuf chiffres 1, 2, ..., 9 et un signe particulier : 0”.
Dans le livre du maitre de D. André cours moyen paru en 1895, on peut lire :

“Que représente Z¢€ro 7’

“Rien. Il prend parfois le sens des mots : aucun, nul”

“Comment se nomme zéro ?7”

“Chiffre non significatif”
Parallelement dans ’enseignement supérieur z€ro avait statut de nombre.(2)

1
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LE TUNNEL DE SAMOS

Vers 530 avant J.C. Eupalinos construisit un tunnel droit a travers le calcaire de la
montagne Castro sur I’fle de Samos, ce tunnel a 1 km de long, 7 pieds de hauteur et 7
pieds de large.

Sa particularité est d’avoir ét¢ commencé par les deux extrémités ; les ouvriers venant de
deux directions, se rencontrérent au milieu avec une erreur d’environ 30 pieds
horizontalement et 10 pieds verticalement, ce qui est une réalisation magnifique. De plus
son tracé est presque rectiligne alors qu’un aqueduc similaire réalisé prés de Jérusalem
vers 1’an 700 était en zigzag et était deux fois plus long que la distance entre les

extrémités.
Comment fit Eupalinos ?

La réponse se trouve dans “Le dioptra” de Héron d’Alexandre (60 avant J.C) Héron
propose la méthode suivante :
Pour tracer une ligne droite a travers une montagne, les ouvertures A et B étant données,

on place un point E arbitraire puis des points F, G, I)i, TetJtels que:
I -

(BE) L (EF) G
(EF) 1 (FG)

(FG) 1L (GH)

(GH) L (HI)

HDH 1L dhH

1) L dJdA)

€ ‘&
Ces points sont obtenus en visant, a I’aide d’un dioptre (appareil permettant de construire

des perpendiculaires), a partir de E puis de F, G, H et I. Pour obtenir le point J, on
déplace le dioptre sur la droite (IJ) jusqu’a ce que le point A soit vu sous un angle droit.
On peut appeler A’ le pied de la perpendiculaire issue de A a la droite (EB).

On peut calculer AA’ a partir de EF, GH et 1J.

De méme BA’ est calculé & partir d,e BE, FG, Hl et JA.

Alors le rapport %% est connu. Héron lui donne la valeur 5

13



ACTIVITE POUR LES ELEVES

En 530 avant J.C., ’architecte Eupalinos est chargé de construire un tunnel sur I’ile de
Samos. Cet acqueduc devait passer sous la montagne de Castro, haute de 228 met a été
commencé par les deux extrémités. On peut reconstruire la méthode pour que les deux

équipes se rejoignent et que le tunnel soit rectiligne, ce qui constitue une belle prouesse.

Eupalinos dispose d’instruments lui permettant: 7T J

— la mesure des distances

— lavisée d’angles droits (le “dioptre” de Héron)

Les points de départ A et B étant fixés,

— o

on mesure les longueurs des segments G
[BE], [EP], [GH], [HI], [IJ] et [JH].
[BE] est choisi arbitrairement, les autres

sont construits perpendiculairement,

comme sur la figure. ok . o
F E

1)  Ces travaux étant terminés, on demande d’exprimer les distances AA’ et BA’ en
fonction de BE, ET etc...

2

2)  Que représente le rapport %%,- ?

3)  On construit les triangles OBO’, rectangle en O et APP’, rectangle en P de facon

que:
00 AA’ PP AA’

OB = BA” ' AP = AR’

a) Déduire de la premiere relation que I’on a : OBO’ = A’BA.
Comment sont les points O’, Bet A ?

b) Déduire de la seconde relation que PAP’ = A’BA.
Démontrer que les points P’ A et B sont alignés.

4) Déduire de ce qui précede que les droites (P’A) et (O’B) sont les directions dans
lesquelles il faut creuser.

14



Ensuite, il construit les triangles rectangles BOO’ et PAP’ dont les c6tés orthogonaux ont
ce méme rapport s.
Les hypoténuses de ces triangles donnent la direction dans laquelle on doit creuser.

Si le tunnel est creusé de cette fagon, conclut Héron, les ouvriers doivent se rencontrer.

I1 a aussi fallu qu’Eupalinos soit capable de déterminer des différences d’altitude.

11 est probable qu’il fit comme Héron en procédant de point en point avec des régles
verticales et une mise horizontale. L’instrument de visée devrait étre un dioptre ; un plan
horizontal était obtenu grace a des tubes emboités.

Bibliographie :
Van der Waedern B.L. Science Awakening (vol. I) Noordhoff, Leyden

Monsieur et Madame CHANTRIAUX
College Vogelsheim - Hardt Nord
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ME THOIDES DE F AUSSE POS I T LIOR

{Apercu sur quelgues exemples)

Marc WOLF
L.E.G.T. Koeberlé - Sélestat

PRINCIPE :

frouvezr la soluiion comme le hasard vous conduit,
Par bonheur & la vérité vous pouver accéder,

U abord procédez 3 la qguesition,
Bien qu'aucune vérité n’'y soit contenue.

Une telle Tausseité est une si bonne bhase,

Gue la vériteé sera vite trouvée.

be beaucoup, enlever beaucoup,
De trep peu, prenez agussi trop ped.

A I'excédent, joignez encore fe irop peu,

£t a trop peu, ajouter trop simplement.

En croix, multipliezr les tvypes contraives,

Four que itoute Je veérité,
A partiry de la faussetd, soit trouvée.

RECORDE : Le fondement de 17art (vers 1540}
(Mathématigues au il des Gges/Gauthier-Villars?:

Simple : il suffisait 4’ v penser!

BDans le cas fort improbable oU ces explications, aussi

Lumineuses qgue poétigues ne suffiraient pas,
sulvent pourraient apporter guelgues précisions.

16
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I I PAPYRUS O I[IDE RHIMNID (Probléme 243
{(Méthode de fausse position simple)

PROBLEME

En ajoutant une quantité & son septiéme, on obtient 19.

RESOLUTION :

Prenons le nombre 7.

Ajoutons-lul son septiéms : on obtient 8

(au lieu de 19 souhaitél.

Divisons 19 par &.

Multiplions le résultat de cette division par 7 :
on ¢btient le nombre chercheé.

FORMAL ISATION DU PROBLEME :

Il 8°agit de réscudre : x + -x = 19

Clest un probléme du type : ax = b

La méthode consiste & choisir une valeur x° = 7 {(pour la
facilité du calcul), puis & calculer b* = ax® = 8
b ax X 19
Le rapport — sera égal 4 — donc 8 — c’est a dire —
b ax’ x* 8

Le produit de x° par 19/8 sera égal a x.

COMMENTAIRE :

fLa méthode de résclution fait appel & une suite
d’ opérations simples ne nécessitant aucun formalisme : e
coefficient 78" par exemple, est complétement occulté, il n’est
pas nécessalire de le connaitre,

PRECISIONS HISTORIQUES :

Le papvrus de Rhind date de 1700 ou 1950 avant J-C.
Les Egyvptiens connaissaient les entiers naturels,
la fraction 2/3
et les guantiémes (fractions de numérateur 17.
Les multiplications et divisions ne se falsaient
guasiment gue par duplication (multiplication ou division par une
puissance de 27,

A la lumieére de ces précisions, on réalise gue les

calculs précéedemment decrits necessitent une surprenante
gymnastigue
x* =7
¥ x 1/7 =1 7Y+ 1 =8
19 = 16 + 2 + 1 (décomposition en puissances de 2}
= 8 x 2 + 8 x 1/74 + 8 ¥ 1/8
1978 = 2 + 174 + 1/8

7 =4 + 2 + 1
d?ou : (4 + 2 + 13(2 + 1/4 + 1/8) = 16 + 1/2 + 1/8.

17



Ii LA HMETHODE DIE DOUBsLE FASlissS e
PO 1T LEOMN (Interprétation géométrigue)

Comme nous le verrons dans 1’exemple du paragraphe Iii,
la méthode de fausse position simple précédemment décrite n’est
pas tou-djours valable.

Lorsgue le probléme est du type : ax + b = ¢, avec b > o,
1l est impossible de réduire les termes constants car les nombres
négatifs sont inconnus.

Cette lacune est trés certainement une des raisons d’étre
de la méthode de double fausse position, qui trouve une
justification géométrigue dans le cas suivant :

Le probléme est du tvpe : ax + b = ¢
On choisit deux valeurs x* et x” respectivement plus

petite et plus grande qgue x pour commetire les erreurs
respectives e’ et e”,

= L )5 ]
Sl R }'
~~~~~ o ;xxg\xjx.jajw g »
ﬂﬂﬂﬂﬂ x‘&kﬁ\n ‘ﬁ\ v \\\\&\\"" w_,,.f’ = e
Lol oot 51 03 SN0 P
PR e
e xwwoale B T
25 s ow o sle ...f.._a"": 2w s % e
R T e e n e e e
N ....“‘.....‘..{aﬁﬁﬁaﬁ/{/ i o
Ble s s s elaede o v x 0 s s s 6 o6 s ons bl /075700
-
1
]

e F

}({:"

La proposition XLIII du livre premier des Eléments
d’Euclide nous apprend gue les rectangies (LNOD) et (OCRP) ont
méme aire.

fHiire (MBRP) = x%e’

Alre (AMHNL } = x’ ¥

Adre (ABCD)Y = x(e® + e}

Aire (ABCD) = Alre (AMNLL) + Alire (MBCOY + Aire (LNOD)
= Alre (AMNLL) + Alire (MBCO) + Aire (OCRP)
= Alre (AMNL.} + Alire (MBRP)

X? e‘.‘? 4 x§§e3

d* ot

.
*
i

e‘}? + e‘l
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RESOLUTION

2000, ... .00, 4B0. 000000 0L 1600
X o= 160 . 200 = )
48 . 98
36
22 . 47
c?o= 9 . 21 172 = ¢*
et = B 12 17200000000 20 1/2 = e

X‘i e.? . xE'lef

La solution est donnée par la formule : x =
e'ﬁ“i - e‘k

On notera 1'apparition de signes -7,

Ce changement de signe est justifié par le fait que dans
cet exemple, les deux erreurs sont commises en Texcédent®,
contrairement au cas précédent.

FORMAL ISATION DU PROBLEME

Le probléme est du tvpe @ ax + b = ¢

La méthode consiste & choisir deux valeurs x° et x* : 100
et 200, puis a calculer respectivement ¢’ et ¢ : § et 21 1/2.
Les erreurs e et e¥ sont respectivement & et 20 1/2.

TE

Hous avons @ ax + b = ¢, ax” + b = ¢’ et ax™ + b = &

C‘X — c C‘.“k — C e"."ﬁ . e'} e‘& e?‘}
d*ou : a = = = = =
x’ - x X7 - x x3 - x? x® - x X3 - x
e".’& e?’s e‘:“}
a = ol 1 ¥ - x = e et 1 x = x¥ -~ —
X - x & a
e xe” -~ a3 -~ e {(x™" - x*}
x = x - =
9'2'} e g? &‘4? - ﬁ'ﬁ
x?’ s X'I
X“X e‘}‘} o X?‘Ze‘%
et x =
ew . &*s

COMMENTAIRE

Selon gue les erreurs scient commises en excédent ou non,
on s’ Jarrange™ au niveau des signes T+ ou - pour éviter les

nombres négatifs.

51 la méthode de fausse position simple ne permet pas de
resoudre les problémes du tvpe : ax + b = ¢, par contre 1la
méthode de double fausse position résoud aussi bien les problémes
du type : ax + b = ¢ gue les problémes du type : ax = b.
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PRECISIONS HISTORIQUES

La méthode de double fausse position est mentionnée dans
les “Neuf chapitres sur I art du calcul®, ouvrage chinois du ler
siecle environ.

POUR 5° EXERCER

Commenti partager 44 ducats entre trois personnes de telle
sgrte que @

La deuxiéme git le double de Ia premiére # 4

Lta troisiéme ait autant que fes deux premiéres + ¢ 7

51 la premiére en recoit 8...
51 la premiére en recoit 6...

EXTENSIOHN

La methode de double fausse position permet également de
calculer des valeurs approchées dans les problémes de degré
superieur a 2.

La méthode revient alors a faire une interpoclation
linéaire conformément a la figure ci dessous

e

1 L

“g jgf

| A

=3 it

i o

m_.n—-*"‘:: e

" e W ar

ELEMENTS DE BIBLIOGRAPHIE
HATHEHATIGUES AU FIl DES AGES GAUTHIER-VILLARS
LES GRANDES INVENTIONS DE | HUMANITE BORDAS

EQUATIONS DU PREHIER DEGRE. METHODE DE FAUSSE POSITION
IRER TOULGUSE
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On trouvera ici successivement :
1° Une version anglaise du texte latin de NEPER photocopiée du livre de STRUIK :
2 Sa traduction (pages de gauche) en correspondance avec des commentaires (pages de
droite)

NEPER

CONSTRUCTION OF THE WONDERFUL CANON
OF LOGARITHMS

1. A logarithmic table [tabula artificialis] is a small table by the use of which we
can obtain a knowledge of all geometrical dimensions ans motions in space, by a very

easy calculation... It is picked out from numbers progressing in continuous proportion.

2. Of continuous progressions, an arithmetical is one which procceds by equal
intervals ; a geometrical, one which advances by unequal and proportionally increasing or

decreasing intervals...
3. In these progressions we require accuracy and ease in working. Accuracy is

obtained by taking large numbers for a basis ; but large numbers are most easily made

from small by adding cyphers (= z€ros).
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Thus instead of 1000000, which the less experienced make the greatest
sine,? the more learned put 10000000, whereby the difference of all sines is
better expressed. Wherefore also we use the same for radius and for the
greatest of our geometrical proportionals.

4. In computing tables, these large numbers may again be made still larger
by placing a period after the number and adding cyphers. ..

5. In numbers distinguished thus by a period in their midst, whatever is
written after the period is a fraction [quicquid post periodam notatur fractio], the
denominator of which is unity with as many cyphers after it as there are figures
after the period.®

Thus 10000000.04 is the same as 10000000+%5; also 25.803 is the same as
25883 also 9999998.0005021 is the same as 999999815§55575. and so of
others.

6. When the tables are computed, the fractions following the period may then
be rejected without any sensible error. For in our large numbers, an error which
does not exceed unity is insensible and as if it were none.. .

Then follow in Arts. 7-15 some rules for accurate counting with large numbers.

16. Hence, if from the radius with seven cyphers added you subtract its
10000000th part, and from the number thence arising its 10000000th part, and
so on, a hundred numbers may very easily be continued geometrically in the
proportion subsisting between the radius and the sine less than it by unity,
namely between 10000000 and 9999999; and this series of proportionals we
name the First table.

2 Sin 90° = 100.0000, hence the radius R of the circle is 10%. The sine of an angle was
always defined as half the chord belonging to the double angle, hence sina = CB =
} chord 2« = $CD[Fig. 4]. The numerical values of the sines therefore depended on the choice
of R. Euler introduced dimensionless sines and tangents by consistently writing R = 1
{1748, see our extract of the Introductio, Selection V.15).

3 The clumsy notation for decimal fractions of Stevin is here replaced by the method of
the decimal point. Napier’s authority made this method generally accepted.
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First table.
10000000.0000000
1.0000000
9999999.0000000
.9999999
9995998.0000001
9999998
9999997.0000003

to be continued up to

9989900.0004950

Thus from radius, with seven cyphers added for
greater accuracy, namely, 10000000.0000000, subtract
1.0000000 you get 9999999.0000000; from this subtract
.9999999, you get 9999998.0000001; and proceed in this
way. .. until you create a hundred proportionals, the last
of which, if you have computed rightly, will be

9999500.0004950.

17. The Second table proceeds from radius with six cyphers added, through
fifty other numbers decreasing proportionally in the proportion which is easiest,
and as near as possible to that subsisting between the first and last numbers

of the First table.

Second table.
10000000.000000
100.000000
9999900.000000
99.999000
9999800.001000

to be continued up to

9995001.222927

Thus the first and last numbers of the First table are
10000000.0000000 and 9998900.0004950, in which pro-
portion it is difficult to form fifty proportional numbers.
A near and at the same time an easy proposition is
100000 to 99999, which may be continued with sufficient
exactness by adding six cyphers to radius and continually
subtracting from each number its own 100000th part. ..
and this table contains, besides radius which is the firsst,
fifty other proportional numbers, the last of which, if you
have not erred, you will find to be 9995001.222927 *

Article 18 has a Third table of 89 columns, from 10*? down by 2000th parts to
5900473.57808.

19. The first numbers of all the columns must proceed from radius with four
cyphers added, in the proportion easiest and nearest to that subsisting between
the first and the last numbers of the first column.

As the first and the last numbers of the first column are 10000000.0000 and
9900473.5780, the easiest proportion very near to this is 100 to 99. Accord-
ingly sixty-eight numbers are to be continued from radius in the ratio of 100
to 99 by subtracting from each one of them its hundredth part.

20. In the same proportion a progression is to be made from the second
number of the first column through the second numbers in all the columns, and
from the third through the third, and from the fourth through the fourth, and
from the others respectively through the others.

* This should be 9995001.224804.
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Thus from any number in one column, by subtracting its hundredth part,
the number of the same rank in the following column is made, and the
numbers should be placed in order as follows.

Here follows a table of “Proportionals of the Third Table,” with 69 columns, the last
number in the sixty-ninth column being 4998609.4034, roughly half the original number
10000000.0000.

21. Thus, in the Third table, between radius and half radius, you have sixty-
eight numbers interpolated, in the proportion of 100 to 99, and between each
two of these you have twenty numbers interpolated in the proportion of 10000
to 9995; and again, in the Second table, between the first two of these namely
between 10000000 and 9995000, you have fifty numbers interpolated in the pro-
portion of 100000 to 99999; and finally, in the First table, between the latter, you
have a hundred numbers interpolated in the proportion of radius or 10000000
to 9999999; and since the difference of these is never more than unity, there is
no need to divide it more minutely by interpolating means, whence these three
tables, after they have been completed, will suffice for computing a Logarithmic
table.

Hitherto we have explained how we may most easily place in tables sines or
natural numbers progressing in geometrical proportion.

99 Tt remains. in the Third table at least, to place beside the sines or natural
numbers decreasing geometrically their logarithms or artificial numbers in-
creasing arithmetically.

Articles 23 and 24 represent arithmetic increase and geometric decrease by points onaline.

95. Whence a geometrically moving point approaching a fixed one has its
velocities proportionate to its distances from the fixed one.

Thus referring to the preceding figure [Fig. 1], I say that when the geo-

metrically moving point G is at T, its velocity is as the distance 7T'S, and when

} 2 3456
T T

T

Fig. 1

[

T
~
O

(7 is at 1 its velocity is as 1§, and when at 2 its velocity is as 28, and so of the
others. Hence, whatever be the proportion of the distances 78, 18, 28, 35, 48,
ete., to each other, that of the velocities of G at the points T.1,2,3, 4, etc.,
to one another, will be the same.
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For we observe that a moving point is declared more or less swift, according
as it is seen to be borne over a greater or less space in equal times. Hence the
ratio of the spaces traversed is necessarily the same as that of the velocities.
But the ratio of the spaces traversed in equal times, T'1, 12, 23, 34, 45, etc.,
is that of the distances 7'S, 15, 283, 35, 48, etc. Hence it follows that the ratio
to one another of the distances of G from S, namely 7'S, 1.5, 25, 35, 45, etc.,
is the same as that of the velocities of G at the points 7', 1, 2, 3, 4, etc.,
respectively.

26. The logarithm of a given sine is that number which has increased arith-
metically with the same velocity throughout as that with which radius began to
decrease geometrically, and in the same time as radius has decreased to the
given sine.

Let the line T'S [Fig. 2] be the radius, and dS a given sine in the same line;
let ¢ move geometrically from 7 to d in certain determinate moments of time.
Again, let b7 be another line, infinite towards ¢, along which, from b, let a move
arithmetically with the same velocity as g had at first when at T'; and from
the fixed point b in the direction of ¢ let @ advance in just the same moments
of time up to the point ¢. The number measuring the line bc¢ is called the
logarithm of the given sine dS.°

T d S

Fig. 2

oo

27. Whence nothing is the logarithm of radius [Unde sinus totius nihil est pro
artificiali]. . .

28. Whenece also it follows that the logarithm of any given sine is greater than
the difference between radius and the given sine, and less than the difference
between radius and the quantity which exceeds it in the ratio of radius to the
given sine. And these differences are therefore called the limits of the logarithm.

Thus, the preceding figure being repeated [Fig. 3], and ST being produced
beyvond 7T to o, so that oS is to T'S as T'S to dS, I say that bc, the logarithm of

the sine dS, is greater than T'd and less than oT. For in the same time that g

is borne from o to T, g is borne from 7 to d, because (by 24) o7 is such a part

of oS as 7'd is of T'S, and in the same time (by the definition of a logarithm)
is @ borne from b to ¢; so that o7, T'd, and bc are distances traversed in equal
times. But since g when moving between 7' and o is swifter than at 7', and

5 In the language of the calculus: let 7S = a (= 107), dS = y; then the initial velocity
(¢t = c) at g is a (see Art. 25), hence the velocity of g at d is (d/dt){a — y) = —dy/dt = y,
hence y = ae~t. When bc = w, then x = at = Nap log y. Hence Nap logy = alnafy, so
that (by Art. 27) for y = a, Nap log e = 0, where In = log,, the natural logarithm. The
familiar rules for logarithmic computation do not apply:

Naplogay = a(lna — Inz — In y).

We should not be confused by the terms “radius” and ‘‘sine’’; what is meant is a line
segment T'S and a section dS £ T'S. When a = 1 the Nap log and the In differ only in sign;
this may have caused the confusion in some textbooks, which insist on calling the natural
logarithms Napierian or Neperian logarithms.
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between T and d slower, but at 1" is equally swift with a (by 26); it follows
that oT the distance traversed by ¢ moving swiftly is greater, and 7'd the
distance traversed by g moving slowly is less, than be the distance traversed
by the point a with its medium motion, in just the same moments of time;
the latter is, consequently, a certain mean between the two former. Therefore
o7 is called the greater limit, and Td the less limit of the logarithm which be

represents.
[¢] T d S

Fig. 3 ¢ g g

99. Therefore to find the limits of the logarithm of a given sine.

By the preceding it is proved that the given sine being subtracted from
radius the less limit remains, and that radius being multiplied into the less
limit and the product divided by the given sine, the greater limit is
produced, as in the following example.

30. Whence the first proportional of the First table, which is 9999999, has its
Jogarithm between the limits 1.0000001 and 1.0000000. ..

31. The limits themselves differing insensibly, they or anything between
them may be taken as the true logarithm. ..

32. There being any number of sines decreasing from radius in geometrical
proportion, of one of which the logarithm or its limits is given, to find those of
the others. )

This necessarily follows from the definitions of arithmetical increase, of
geometrical decrease, and of a logarithm ... So that, if the first logarithm
corresponding to the first sine after radius be given, the second logarithm will
be double of it, the third triple, and so of the others; until the logarithms of
all the sines be known . ..

33. Hence the logarithms of all the proportional sines of the First table
may be included between near limits, and consequently given with sufficient
exactness. ..

34. The difference of the logarithms of radius and a given sine is the logarithm
of the given sine itself . ..

35. The difference of the logarithms of two sines must be added to the
logarithm of the greater that you may have the logarithm of the less, and sub-
tracted from the logarithm of the less that you may have the logarithm of the
greater . ..

36. The logarithms of similarly proportioned sines are equidifferent.

This necessarily follows from the definitions of a logarithm and of the two
motions . .. Also there is the same ratio of equality between the differences of
the respective limits of the logarithms, namely as the differences of the less
among themselves, so also of the greater among themselves, of which
logarithms the sines are similarly proportioned.

37. Of three sines continued in geometrical proportion, as the square of the
mean equals the product of the extremes, so of their logarithms the double of
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the mean equals the sum of the extremes. Whence any two of these logarithms
being given, the third becomes known . ..

38. Of four geometrical proportionals, as the product of the means is equal to
the product of the extremes: so of their logarithms, the sum of the means is equal
to the sum of the extremes. Whence any three of these logarithms being given,
the fourth becomes known . . .°

39. The difference of the logarithms of two sines lies between two limits; the
greater limit being to the radius as the difference of the sines to the less sine, and

the less limit being to radius as the difference of the sines to the greater sine .. .”

Articles 4046 show how to find logarithms.

47. In the Third table, beside the natural numbers, are to be written their
logarithms; so that the Third table, which after this we shall always call the
Radical table, may be made complete and perfect . ..

The Radical Table

First Column Second Column 69th Column
Natural Natural Natural
Numbers Logarithms Numbers Logarithms Numbers Logarithms
10000000.0000 .0 9900000.0000 100503.3 5048858.8900 6834225.8
9995000.0000 5001.2 g895050.0000 105504.6 ... 5046334.4605 68392271
9990002.50000 10002.5 9890102.4750 110505.8 5043011.2932 (844228.3
9900473.5700  100025.0 9801468.8423  200528.2  4998609.4034  6934250.8

48. The Radical table being now completed, we take the numbers for the
logarithmic table from it alone.

For as the first two tables were of service in the formation of the third. so
this third Radical table serves for the construction of the principal Logarith-
mic table, with great ease and no sensible error.

49. To find most easily the logarithms of sines greater than 9996700,

This is done simply by the subtraction of the given sine from radius. For
(by 29) the logarithm of the sine 9996700 lies between the limits 3300 and
3301; and these limits, since they differ from each other by unity only, cannot

& The modern theorem for the logarithm of a product does not hold, since the logarithm
of unity is not zero. Hence Arts. 37 and 38, to express special cases.

7 This is proved by the principle of proportion and of Article 36. This rule is used first in
Arts. 40 and 41 as an illustration to find the logarithm of 9999975.5 from that of the nearest
sine in the First table, 9999975.0000300, noting that the limits of the logarithms of the
latter number are 25.0000025 and 25.000000, that the difference of the logarithms of the
two numbers by the rule just given is .4999712, and that the limits for the logarithm of
9999975.5 are therefore 24.5000313 and 24.5000288, whence Napier lists the logarithm as
24.5000300.

Articles 41 to 45 illustrate the fact that one may now calculate the logarithms of all the
‘‘proportionals” in the First, Second, and Third tables, as well as of the sines or natural
numbers not proportionals in these tables but near or between them.
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differ from their true logarithm by any sensible error, that is to say, by an

error greater than unity. Whence 3300, the less limit, which we obtain simply

by subtraction, may be taken for the true logarithm. The method is necessarily

the same for all sines greater than this.

50. To find the logarithms of all sines embraced within the limits of the
Radical table.

Multiply the difference of the given sine and table sine nearest it by radius.
Divide the product by the easiest divisor, which may be either the given sine
or the table sine nearest it, or a sine between both, however placed. By 39
there will be produced either the greater or less limit of the difference of the
logarithms, or else something intermediate, no one of which will differ by a
sensible error from the true difference of the logarithms on account of the
nearness of the numbers in the table. Wherefore (by 35), add the result, what-
ever it may be, to the logarithm of the table sine, if the given sine be less than
the table sine; if not, subtract the result from the logarithm of the table sine,
and there will be produced the required logarithm of the given sine.

Two examples are given. In the first the given sine is 7489557, the table sine of which
nearest to it is 7490786.6119. The computation gives 2890752 for the logarithm.

51. All sines in the proportion of two to one have 6931469.22 for the dif-
ference of their logarithms [because this number is the logarithm of sine
5000000].

52. All sines in the proporticn of ten to one have 23025842.34 for the dif-
ference of their logarithms.

Article 53 contains a short table of given proportions of sines and corresponding dif-
ferences of logarithms; Art. 54 deals with the logarithms of all sines outside the limits of the
Radical table.

55. As half radius is to the sine of half a given arc, so is the sine of the com-
plement of the half arc to the sine of the whole arc...?

56. Double the logarithm of an arc of 45 degrees is the logarithm of half
radius . . .

8 Only here does Napier begin to introduce angles into the construction of his tables.
Napier proves Arts. 55-57 by geometric principles and the preceding theorems concerning
logarithms. He then often speaks of the logarithms of the arcs, meaning logarithms of the
corresponding sines.



57. The sum of the logarithms of half radius and any given arc is equal to the
sum of the logarithms of half the arc and the complement of the half arc. Whence
the logarithm of the half arc may be found if the logarithms of the other three
be given ...

Article 58 deals with the logarithms of all arcs not less than 45 degrees.

59. To form a logarithmic table.

Here follows a description of the construction of a table of 45 pages, each page devoted
to one degree divided into minutes.

Napier’s table is constructed in quite the same form as that used at present, except that
the second (sixth) column gives sines for the number of degrees indicated at the top (bot-
tom) and of minutes in the first (seventh) column, the third (fifth) column gives the cor-
responding logarithm, and the fourth column gives the differentiae between the logarithms
in the third and fifth columns, these being therefore essentially logarithmic tangents or
cotangents. A few entries follow.

[
T

0% min sines logarithm  differentiae  logarithm sines
0 0 infinitum infinitum 0 10000000 69
1 2909 81425681 81425680 1 10000000 59
2 5818 74494213 74494211 2 9999998 38
3 8727 70439560 70439560 4 9999998 57

+ /-

30° min sines logarithm  differentiae  logarithm sines
0 5000000 6931469 5493059 1483410 8660254 60
1 5002519 6926432 5486342 1440090 8658799 59
2 5005038 6921399 5479628 1441771 8657344 58

44° min
59 7069011 3468645 5818 3462827 7071068 1
60 7071068 3465735 0 3465735 7071068 O
min 45°

Hence log sin 3" = log 8727 = 70439560,
log sin 30° 1" = log 5002519 = 6926432,
log sin 45° = log 7071068 = 3465735; (half of log sin 30°, Art. 56),

also log sin 90° = log 10000000 = O.
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ULRICH Jean Marie

Collége I1lirch I
TRADUCTION

1. Une table logarithmique (tabula artificialis) est une courte table dont I’utilisation
permet, au moyen de calculs trés simples, I’obtention de toutes dimensions géométriques
et mouvements dans ’espace. Elle est extraite d’une suite de nombres progressant de

facon continue.

2. Parmi les progressions continues
- une progression arithmétique augmente par intervalles égaux
- une progression géométrique varie par intervalles inégaux et, croissants ou

décroissants proportionnellement.

3. De ces progressions nous requerrons exactitude et facilit€ d’utilisation. L ’exactitude
est obtenue en choisissant au départ de grands nombres ; or, de grands nombres
s’obtiennent aisément en partant de petits nombres que 1’on fait suivre de z€ros.

Ainsi, plutdt que de choisir 1 000 000 pour plus grand sinus, a 1’instar des moins
expérimentés, les plus savants choisissent 10 000 000. C’est pourquoi, nous aussi,
choisirons ce dernier comme rayon et pour plus grand nombre de notre suite géométrique.

4. Pour les calculs nécessaires a I’élaboration des tables, nous pourrons rendre ces
“grands nombres” plus grands encore en plagant a leur fin une “période” (notée par un
point : .) et en ajoutant des zéros a la suite.

5. Pour les nombres qui se singularisent par une “période”, tout ce qui figure apres
cette “période” est une fraction dont le dénominateur est I’unité suivie du méme nombre

de zéros qu’il y a de chiffres apres la période.

4

Ainsi : 10 000 000.04 est 10 000 000 100
9.999 998.000 502 1 9999 998 021 __
' : est 10000 000

etc...

6 . Les calculs achevés, les fractions suivant la “période” pourront €tre négligées sans
erreur significative. En effet, pour nos grands nombres, une erreur n’excédant pas I’unité

est insensible et peut étre considérée comme nulle.
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ULRICH Jean Marie
College Illkirch 1

Commentaires

1. Le butde Neper était donc d’alléger la tiche, substantiellement alourdie par les con-

tingences du calcul (trigonométrique) des astronomes et navigateurs.

De fait, il mettra en correspondance les nombres d’une table trigonométrique — sinus

d’arcs mesurés de minute en minute — avec leur “logarithme”.

Les tables trigonométriques sont elles-mémes bien plus anciennes. Ptolémée, astronome
et mathématicien grec du Ile sieécle, en élaborait une pour des arcs mesurés de 1/2 degré en
1/2 degré dans I’Almageste [K].

Il se basait sur

1°  une proposition “géométrique’” qui contient nos actuelles formules d’addition :

Dans un quadrilatére inscrit dans un demi-cercle (cf. figure). Le produit des diagonales
égale la somme des produits deux a deux des cordes opposées.

AC . BD = AB . DC + AD

2 La connaissance des cordes sous-tendues par les arcs de 120°, 90°, 72°, 60° et 36°
(correspondants aux triangles équilatéral, carré, pentagone, hexagone et décagone
régulier).

X Une élégante méthode d’encadrement [K - vol. I, PP - 415 - 420].

Le sinus est une invention indienne ; Araybhata, repris par Varahamihira puis par
Brahmagupta [VIe et Vlle siécles] avec des bases (valeurs du rayon du cercle) différents,
construisait une table de sinus en minutes d’arc. [Cf. E.U. Article INDE].
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La regle d’addition des sinus est formulée ainsi dans le Siddhantasiromani de Bhaskara
(XIle siecle) :

Les sinus de deux arcs sont multipliés 1’un par le cosinus de I’autre et chaque produit est
divisé par le rayon ; la somme des quotients est le sinus de la somme des arcs, et leur
différence est le sinus de leur différence.

Soit R. sin (o + eB) =R sin o R cos B+ €eR sin BR cos o

e=+1, -1

Deux mathématiciens danois de la fin du VXle siécle, Wittich et Clavius : de Astrolabio,
suggéraient pour abréger les calculs, I’emploi des tables trigonométriques et de la formule
d’addition

sin Acos B=1/2 (sin [A + B] +sin[A - B]);

2. Les propriétés des suites géométriques : aM*+n =am at (n e N) étaient connues

d’Archimede (Syracuse : - 287 ; - 212) qui les signale dans son “traité de I’ Arénaire” [N]

Chuquet (Lyon = 1500) écrit en son ouvrage : le Triparty en la science des nombre 1484
[N] “qui multiplie I’'ung d’iceux par I’ung des autres (am . al ), et qui déouste les deux
ordres (m et n) esquels sont situés les deux nombres ml’tipliez, il trouve le lieu ou doit

estre le nombre venu de 1a multiplicacion”

Soit : en multipliant deux termes d’une suite géométrique ordonnée, le rang du produit est

la somme des rangs des multiplicandes.

Stifel (1486-1567 : Niiremberg) dans son “Arithmetica integra” 1544, a titre d’exemple de
I’utilité des nombres négatifs encore fort contesté, montrera que les propriétés des suites
géométriques s’étendent a des rangs négatifs

(soit aM+N = gM a0 pe Z).
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3. - 6. Calcul d’erreur et notation décimale ne sont pas encore en usage a I’époque de
Néper ; le cercle trigonométrique ne sera introduit que par Euler au XVIlle siécle.

Pour les besoins des calculs astronomiques, on utilisait des valeurs du sinus comportant 6
ou 7 chiffres significatifs et le rayon du cercle sur lequel on les définissait était donc

choisi égal, suivant les cas, a 106 ou 107.

Les nombres figurant dans les tables de Néper sont donc & comprendre comme €crits a
“virgule flottante” (tout comme dans nos tables actuelles), a 7 chiffres significatifs (pour
les sinus d’arc ...). Pour revenir aux valeurs actuelles, ces nombres sont donc a diviser
par 107.

La “période” qu’introduit Néper, ancétre du point décimal anglo-saxon et de notre vir-
gule, est a comprendre ici comme séparant les chiffres significatifs, qui seuls figureront
dans la table logarithmique, d’une seconde partie qui ne sert qu’a une meilleure précision
des calculs. Nos calculettes actuelles ne fonctionnent pas d’autre maniére, affichant par
exemple 8 chiffres et travaillant avec 11.

16. Donne la méthode de calcul d’une premiere suite géométrique de cent termes : pre-

mier terme a 7 chiffres significatifs a assimiler a 1, raison 0,9999999.
Soit le tableau {107(1 -10 -7) }n = 0 jusqu’a 100 - Voir annexe premiére table -

17. Poursuit les calculs des termes de la progression en prenant toujours le méme pre-
mier terme et s’arrangeant a choisir une raison, satisfaisante pour la simplicité des calculs
et donnant un second terme aussi voisin que possible du dernier terme de la premiére
table.

Soit la table {107(1 -10 -3)" }n = 0 jusqu’a 50 - Voir annexe seconde table -

18. Meéme principe qu’en 17. pour la construction d’une troisi¢me suite de premier
terme 1 - notation actuelle - et de raison telle, que le second terme corresponde le mieux
possible au dernier terme de la seconde table.

Le vingtieme terme est voisin de 0,99. (Table III premiére colonne)

Soit la table {107(1 -10 -2)" }n = 0 jusqu’a 20
19. Construction d’une table de 20 rangées, 69 colonnes - soit 1380 nombres - ou I’on

commence par placer
* dans la premiére colonne, les vingt termes successifs obtenus en 18.

47



Une raison adaptée est : de 99952 10000 et le calcul de proche en proche se

fait en retranchant a chaque étape la deux millieme part du nombre obtenu.
Le dernier nombre obtenu est : 9 900 473.578 08.

19. Le premier nombre de chaque colonne s’obtient du rayon ajouté de quatre zéros et
ces nombres forment une suite géométrique dont la raison doit étre la plus simple et la

plus proche de celle reliant le premier et le dernier nombre de la premigre colonne.

Le premier -resp. : le dernier- nombre de la premiere colonne étant 10 000 000 -resp. :
9 900 473.578 0- la raison la mieux adaptée est de 99 a 100. On déterminera alors
soixante neuf nombres, & partir du rayon, en progression géométrique de raison 99 a 100

qui s’obtienne en retranchant a chaque étape la centiéme partie du nombre obtenu.

20. De la méme maniére, on constituera une suite géométrique de méme raison a partir
du second de la premiere colonne, et passant par les seconds nombres de chaque colonne

et, de méme pour la troisieme rangée, la quatrieme... jusqu’a la vingtieéme.

Le dernier nombre (vingtieme rangée, soixante neuvieme colonne) est 4 998 609.4034

soit, en gros, la moitié du rayon.

21. Aprésent:

— Dans la TROISIEME TABLE vous trouverez soixante neuf nombres interpolés,
dans le rapport de 100 a 99 et entre deux de ceux-la, vous en trouvez vingt autres
interpolés dans le rapport de 10 000 & 9 995.

— anouveau, dans la SECONDE TABLE, entre les deux premiers de ces nombres
(de la 3e table) ; savoir : entre 10 000 000 et 9 995 000, vous trouvez cinquante nombres
interpolés dans le rapport de 10 000 0 a 99 999.

— et finalement, dans la PREMIERE TABLE, entre les deux premiers nombres de
la précédente, vous avez cent nombres interpolés dans le rapport de

10 000 000 a 9 999 = 999. Et puisque la différence entre ceux-ci ne dépasse jamais
I’unité, il est inutile de procéder a de nouvelles interpolations plus minutieuses. En effet,
ces trois tables, apres avoir été complétées, suffiront pour 1’élaboration d’une table

logarithmique.



7.- 15 Donne quelques régles de calcul adaptées aux grands nombres.

16. Ainsi, si du rayon ajouté de sept zéros vous retranchez la dix millioniéme partie,
puis, du nombre ainsi obtenu, sa dix millioni€éme partie et ainsi de suite, vous obtiendrez
fort aisément une centaine de nombres en progression géométrique dont la raison est le
rapport au rayon du sinus qui lui est inférieur d’une unité ; savoir 9 999 999 a 10 000 000
C’est cette suite de termes proportionnels que nous appelons

PREMIERE TABLE

En fait : du rayon, auquel vous aurez ajouté sept z€ros pour plus de précision,

- soit 10 000 000.000 000 - retranchez 1.000 000 0 ;

vous obtenez 9 999 999.000 000 1. De ce nombre, retranchez 0.999 999 9 ; vous
obtenez : 9 999 998.000 000 1.

Itérez le processus... jusqu’a ’obtention du centieéme terme qui sera, si les calculs sont
justes : 9 999 900.000 495 0.

17. La seconde table s’obtient en partant du rayon ajouté de six z€ros, et en calculant
successivement cinquante autres termes décroissants en progression géométrique de
raison la plus simple pour les calculs et, simultanément, la plus proche possible du
rapport du dernier au premier nombre de la PREMIERE TABLE.

Comme les premiers - resp. : derniers - termes de la premiére table, sont 10 000 000 -
resp. : 9 999 900.000 495 - leur rapport conduirait a des calculs difficiles.

Une raison proche et simultanément agréable est celle de 99.999 a 100 000. Les calculs
pourront étre réalisés avec suffisamment de précision en ajoutant six zéros au rayon et il
suffira, a chaque étape, de retrancher du nombre obtenu sa cent millieme partie. .. et cette
table contient, outre le rayon, cinquante autres termes en progression géométrique dont le
dernier, sauf erreur de calcul est : 9 995 001. 222 927.

18. La troisiéme table s’obtient en partant du rayon ajouté de cinq zéros et en calculant
successivement vingt autres termes décroissants en progression géométrique de raison la
plus simple possible pour les autres calculs et, simultanément, la plus proche possible du
rapport du dernier au premier terme de la SECONDE TABLE qui sont

9995 001.222 927 et 10 000 000



22. Il reste, au moins dans la troisiéme table, & mettre en correspondance les sinus ou
nombres naturels décroissants en progression géométrique, avec leurs logarithmes, ou

nombres artificiels croissants en progression arithmétique.

23.- 24. Neper y propose une représentation géométrique sur une droite de “croissance

arithmétique” et “décroissance géométrique” .

25. 1l s’en suit qu’un point se déplacant géométriquement et s’approchant d’un point

fixe a des vitesses proportionnelles aux distances qui le séparent du point fixe.

4 2 3 4

s 3
v

figure : raison 1/3

Ainsi, avec les notations de la figure ci-dessus

— le point part de T et se dirige vers S. Je dis que, lorsque le point se déplagant
“géométriquement” se trouve en T, sa vitesse est proportionnelle a la distance TS,
lorsqu’il se trouve en 1, sa vitesse est proportionnelle a la distance 1S, en 2
proportionnelle a 25 et ainsi de suite. Il s’en suit que, quel que soit le coefficient de

proportionnalité entre les distances successives aux points T, 1, 2, 3, 4... sera le méme.

En effet, nous observons qu’un mobile est dit plus ou moins rapide suivant qu’on le voit
traverser un espace plus ou moins grand pendant des intervalles de temps égaux. On en
déduit que le rapport entre les espaces parcourus est nécessairement le méme que celui
des vitesses. Mais le rapport des espaces parcourus pendant des durées égales T1, 12,
23, 34, etc... est celui des distances TS, 1S, 2§, 3§, 4S8,

Par conséquent, le rapport entre les distances du point mobile a S -a savoir : TS, 18, 28§,
3S, 4S5, ... est le méme que celui entre les vitesses du mobile en T, 1, 2, 3, 4...

respectivement.
26. Lelogarithme d’un sinus donné est le nombre qui a cru arithmétiquement a vitesse

constante durant que le rayon décroissait géométriquement jusqu’a la valeur donnée du

sinus.
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* dans la premiére rangée, les 69 termes successifs de la suite géométrique de premier
terme 1 et de raison 0,99 ; raison fort proche du rapport du dernier au premier terme
de la premiére colonne.

Soit le tableau (107(1 -5 (1- 5500 ] 0<i$20 0<j<68
Annexe : Tableau IIL

20. Pour compléter la table initiée en 19, on acheéve le calcul des termes successifs
d’une suite géométrique :

- de raison 0,9995 pour chaque colonne

- de raison 0,99 pour chaque rangée.

Cette facon de faire assure :

- la connaissance de 1380 termes successifs de la suite géométrique de ler terme 1 et
de raison 0,9995 & un degré d’exactitude remarquable.

- assure, non seulement des calculs relativement aisés - confiés a I’époque a des
“instituteurs” - mais aussi leur vérification - jusqu’a un certain degré - puisque tout
nombre de cette troisieme table s’obtient par deux voies distinctes (suivre d’abord la

ligne, puis la colonne ou vice versa).
21. Résume la situation.

22. Explique le travail qui reste & accomplir ; savoir : faire correspondre aux nombres de
la table qui, comme on I’a vu, sont en progression géométrique de raison 0,9995, ceux

d’une suite arithmétique adéquate.

23-24 Montrent comment on peut représenter des progressions arithmétiques ou
géométriques a 1’aide de points sur une ligne.

25. Néper nous donne a présent son interprétation cinématique d’une progression géo-
métrique. Il n’est pas impossible qu’il en ait été inspiré par un probleme du Moyen-Age,
auquel [N] Chuquet, dont nous avons déja parlé au-dessus, s’était intéressé, trouvant la
solution alors en cours inadaptée mais avouant ne pas étre en mesure, lui-méme, d’y ap-

porter une réponse satisfaisante.
Le probléme du tonneau

Un tonneau se vide chaque jour du dixieme de son contenu, quand sera-t-i1 8 moiti€ vide ?
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Le probléeme du tonneau

Un tonneau se vide chaque jour du dixieme de son contenu, quand sera-t-il & moitié vide ?

La réponse des mathématiciens du Moyen-Age consistait & remarquer que :
- le 6éme jour le tonneau contenait encore (0,9)6 de sa capacité soit : = 53 %

- le 7éme jour le tonneau ne contenait plus que (0,9)7 de sa capacité soit : ~ 48 %

et concluaient par une régle de trois - trés en vogue et remplacée il n’y a qu’une vingtaine
d’années par la proportionnalité et I’interpolation linéaire - qui donne
(53-50)/(53-48)=0,6

soit environ : 6 jours 14 heures 11 minutes ...

Chuquet estimait que ce dernier calcul n’est pas adéquat, I’écoulement (flux) au cours de
la septieme journée ne devant pas €tre supposé proportionnel a la durée - la vitesse n’étant
pas uniforme. De fait la vitesse d’ écoulement devait étre proportionnelle a la quantité
restante.

Solution exacte, en utilisant le calcul différentiel 7

De nos jours, le physicien remarquerait que, si Q désigne la quantité contenue dans le
tonneau (exprimée en tonneaux) et t la durée (exprimée en jours) on a en premiére ap-

proximation :

e AQ : At = oxQ(t) i.e. lavitesse d’ écoulement est proportionnelle a la quantité contenue
dans le tonneau a cette date avec les conditions initiales :
t=0 Or=0=1 e Q1=0-0r=1=0,10;=0

Notant o la constante de proportionnalité et passant a la limite sur (®) il obtiendrait :

%?-zaQ soit g—ngadt

puis, intégrant et tenant compte des conditions initiales

{Q(t) = et
Qr=0- Q=1 =0,10:=0
d onl
{Q(t) = et
Q(1)=¢e%=0,9 =0,90=0

i.e. finalement

Q(r) = (0.9}
Le mathématicien, reprenant les mémes notations et s’ intéresssant d’abord au cas discret

noterait que :

Q0)=1
QO(n+1) =09 .0Q(n) (nentier)



reconnaitrait une suite géométrique et en déduirait que :
O(n) = (0,9)n (n entier)

Prolongeant par continuité a R cet homomorphisme de (N, +) dans R,.) il obtiendrait,
luis aussi :

Q@) =09} (t € R+)

1l resterait alors a résoudre I’ équation

Q(t)=1/12 ie. (09} =1/2

qui donne t =121/ ~6,5788 ... soit environ 6] 13h 53 min ...

La progression géométrique décrite par Néper est, justement, a vitesse proportionnelle &

la distance restant a parcourir (hauteur d’une jauge 7).

25. exprime alors simplement ce que les notations actuelles permettent d’écrire :

¢ “En effet, ... un mobile est dit ... temps égaux”
v = Ax/At
¢ “On en déduit. .. celui des vitesses”

A
vi_2X1 lorsque At] = At
V2 Ax2p

e “Mais le rapport ... est celui des distances...”
11 s’agit ici d’une propriété des suites géométriques.

Rappelons que la suite T, 1, 2, 3, 4... des points sur la droite représente une progression
géométrique de raison, disons : q < 1
Onadonc:

Ti=1 12=q 23=q2 34=¢3...
+oo

TS =2 ql = T-l—
: -q
i=0
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Soit TS le rayon et dS la valeur d’un sinus donné. g se déplace géométriquement de T a d
€n un certain temps.

Soit bl une autre droite, infinie a droite, et faisons se déplacer a, a partir de b,
arithmétiquement et avec la vitesse de g lorsqu’il était en T ; et, du point fixé b dans la
direction 1, faisons se déplacer a durant la méme durée de temps que g jusqu’au point c.

Le nombre mesurant le segment bc est appelé le logarithme du sinus donné dS.

27. On en déduit que le logarithme du rayon est nul.
“Unde sinus totiuss nihil est por artificiali”

28. On en déduit également que le logarithme d’un sinus donné est supérieur 2 la
différence entre le rayon et le sinus donné, et plus petit que la différence entre le rayon et

la quantité qui lui est supérieure dans le rapport du rayon au sinus donné.

Ces différences seront donc a}gpelées les limites du logarithme.
° A Y S
3 b e L

En effet, reprenant la figure précédente et reportant ST & gauche de sorte que oS est a TS
comme TS a dS, je dis que bc, le logarithme du sinus dS est supérieur a Td et inférieur a
To.. Cela résulte du fait que, pendant la méme durée de temps ol g parcourt oT, g
parcourt T et puisque, d’apres (24), oT est construit sur oS de facon que oT est a 0S
comme Td a TS et, par définition du logarithme, pendant cette méme durée, a parcourt

be, ainsi 0T, Td et bc sont des distances parcourues en méme temps.

Mais puisque g, lorsqu'il parcourt oT est plus rapide qu’en T, et lorsqu’il parcourt Td
moins rrapide qu’en T et que en T, il a la méme vitesse que a (§ 26) ; il s’en suit que oT -
la distance parcourue par g, lorsque son mouvement est rapide- est plus grand, et Td -
distance parcourue par g alors que son mouvement est lent- plus petit que bc -distance
parcourue par a a la vitesse moyenne- pendant exactement le méme laps de temps ; la
derniére est donc une certaine moyenne comprise entre les deux autres. Aussi oT sera-t-
elle appelée limite supérieure et Td limite inférieure du logarithme représenté par bc.

29. Donc pour trouver les limites du logarithme d’un sinus donné.
Dans le paragraphe précédent, on a montré que :
— enretranchant le sinus du rayon il reste la limite inférieure
— en multipliant le rayon par la limite inférieure et en divisant le produit par le sinus

donné, on obtient la limite supérieure.
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T1 12 23 1

1272373477 g
S a9 1 1S__gdq _ 1.
1S T [1/1-q]-1"q 28" [g/1-q)]-q q

de sorte que, comme le dit Néper :

-
—
o
-3

S 1S

2S - ‘o

1272371

w

e “Par conséquent, le rapport entre ... est ... vitesses ...”

& oA T1 TS
~W OIS

V2 Axa Axo

(1)- a lire sur la figure

(2) - d’apres la remarque précédente.

26. Définit le logarithme d’un nombre (sinus) donné de la suite géométrique comme le

terme de méme rang d’une suite arithmétique.

27. Immédiat : de la définition du 26.
Donc, avec nos notations et en posant £(x) pour le logarithme ainsi définide x: £(1)=0

28. Essentiel pour les calculs de la raison de la suite arithmétique du 26 et
simultanément, comme on le verra, tres profond.

Néper fournit un encadrement du logarithme - terme de la suite arithmétique - pour deux
“sinus” - termes de la suites géométrique.

Son raisonnement est particulierement clair :

¢ D’abord, avec nos modes de notation actuels, la phrase :

“On en déduit que, ... sinus donné”

e 1 s .. . .
s’écrit: 1-x< LX) < <" 1 (les différences notant ici des distances, la seconde est bien

siir & prendre dans I’ordre inverse a celui indiqué par Néper).
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Par définition de la progression de g sur (TS)on a :
oS _ TS,
TS — dS

Le mobile vient de o passe en T arrive en d sur (TS)
Le mobile vient de C passe en b arrive en ¢ sur (bi)
La vitesse des mobiles g et a est la méme lorsque g se trouve en T.
La vitesse du mobile g s’amortit.
bc = be est le logarithme du “sinus” dS
Ona:
dT <bc<OT
g est “plus rapide” sur [0T] et “plus lent” sur [Td] qu’en T, c’est-a-dire que a.
Or (1) dT = TS - dS “différence du rayon et du sinus donné” ot TS est le “rayon” ou
“sinus total”...
et:
2)OT=0S-TS=TS.OS -TS
TS
et, puisque % = gsg d’apres la relation (*) rappelée en début OT =TS g—ss- - TS

OT est “la différence du rayon et de la quantité qui I’excede dans le rapport ...”

Prolongeons un peu :

1-x

- on vient d’établirque : 1 -x < L(x) <

-posonsx=1- gilvient: e<L(e)<

Choisissons alors deux nombres a et b, b < a et posons :

o

... . l-ba . a-b a-b
—~=x; 1l vient : b/ s0it— < L{b/a) < b

o
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30. Ainsi, le premier terme de la suite géométrique de la premicre table étant 9 999 999,
son logarithme est compris entre les limites : 1.000 0001 et 1.000 000 0

31. Les limites elles-mémes ne différant qu’insensiblement, elles-mémes ou n’importe
quel nombre compris entre elles, pourra €tre choisi comme la “bonne” valeur du

logarithme.

32. Etant donné un nombre quelconque de sinus décroissants en progression
géométrique, le logarithme de 1’un d’eux étant donné, comment trouver le logarithme de
tous les autres.

Ceci se déduit immédiatement de la définition de “croissance arithmétique”, “décroissance
géométrique” et “d’un logarithme”. ...

Ainsi, si le premier logarithme correspondant au premier sinus suivant le rayon est connu,
le second logarithme sera son double, le troisi¢me son triple, et ainsi de suite, jusqu’a ce

que le logarithme de tous les sinus soit connu ...

33. A présent, les logarithmes de tous les sinus figurant dans la premiére table peuvent
étre encadrés entre deux limites voisines et, par conséquent, donnés avec suffisamment

de précision.

34. La différence des logarithmes du rayon et d’un sinus donné est le logarithme du

sinus donné lui-méme ...

35. Ladifférence des logarithmes de deux sinus donnés doit étre ajoutée au logarithme
du plus grand (sinus) pour obtenir le logarithme du plus petit (sinus) et retranchée au
logarithme du plus petit pour obtenir celui du plus grand.

36. Les logarithmes de sinus qui se trouvent dans les mémes proportions sont
équidiftérents.

Cela résulte immédiatement de la définition du logarithme et de celle des deux
mouvements. ..

De la méme maniere, on a le méme type d’égalité pour les différences entre les limites
respectives -a savoir- : les différences des limites inférieures entre elles et de limites
supérieures entre elles, limites encadrant les logarithmes des sinus se trouvent dans des

proportions égales.

37. Soient trois sinus en progression géométrique de sorte que le carré du terme médian

¢gale le produit des deux autres ; alors le double du logarithme du terme médian égal le
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Tenant compte des propriétés du logarithme que Néper établit ultérieurement, on aura :

a-b a-b
a < L(b) - £(a) < b

donc :

()= {0+

l(b)EL(a)H/z{a-'TP + 2 bb}

A A A
= f(a)+ 12 { ﬁ + % } = L(a)+ %3 ou Ab + b = a, donc, comme nous

A
I’écrivons aujourd’hui : £(b) - L(b+ Ab) = %12 soit AL(b) = —513 .

Le logarithme défini par Néper n’est donc autre que I’opposé du logarithme népérien i.e.
le logarithme de base 1/e.
Néper, évidemment, ne disposait pas du calcul infinitésimal qui ne sera introduit qu’un

peu moins d’un si€cle plus tard par Leibniz et Newton.

30-31. Laraison de la suite arithmétique correspondant & la progression géométrique
de la premiére table - raison : 0,9999999 - est le logarithme de 9999999.

D’apres 28. - résumé en 29. - cette raison est comprise entre 1.0000001 et 1.0000000.
(i.e. £(.9999999) compris entre 1.10-7 et 1.0000001 . 10-7) - Neper dit que, ces deux

derniers nombres étant extrémement voisins, on peut prendre n’importe quelle valeur
entre les deux et choisit leur moyenne arithmétique 1.00000005.

32 - 33. Calculs des logarithmes des nombres de la premiere table en utilisant :

L(xM) = nL(x) ou, plus précisément - 33 - en encadrant par : n 1.0000001 < n
.1.0000000

34, L(x)- L(1) = L(x)

35. Sia<balors
L(a) = £(b) + | (@) - Lb) |
L) = £(a) - | £@a) - Lv) |

1.e. “L est une fonction décroissante”
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somme des logarithmes des extrémes. Ainsi, si deux d’entre eux sont connus, les

troisieme 1’est...

38. Soient quatre termes en progression géométrique de sorte que le produit des deux
termes du milieu égale le produit des deux extrémes ; alors la somme des logarithmes des
termes du milieu est égale a la somme de ceux des extrémes. Ainsi, si trois d’entre eux
sont connus, on peut calculer le quatrieme.

39. Ladifférence des logarithmes de deux sinus est compris entre deux limites ; la limite
supérieure est au rayon comme la différence des sinus au sinus le plus petit et la limite
inférieure est au rayon comme la différence des sinus au sinus le plus grand.

40. 46. Neper traitte de quelques exemples de déterminations de logarithmes.

47. On a, dans la troisi¢me table, a faire correspondre aux nombres naturels leurs

logarithmes ; de facon que a troisieéme table que nous nommerons désormais

TABLE RADICALE

soit complétée et parfaite...

1ére Colonne 2e Colonne 69¢ Colonne

Nombres Naturels Logarithmes Nombres naturels | Logarithmes Nombres naturels | Logarithmes

10 000 000.0000 .0 9900 000.0000 |100503.3... 5048 858.8900 6834 225.8

9.995 000.0000 5001.2 9895 050.0000 ]105 504.6... 5046 334.4605 6839 227.1

9 990 002.5000 10002.5 98901024750 110 505.8... 5043 011.2932 6844 228.3

9 990 473.5700 100 025.0 9801 468.8423 | 200 528.2... 4998 609.4034 6934 250.8

4 8. Latable radicale étant a présent complétée, nous ne nous servirons que d’elle pour
obtenir les nombres de notre table logarithmique.

En effet, de la méme fagon que les deux premieres tables nous ont servi a construire la
troisieme, cette table radicale sert pour la construction de la table logarithmique principale,

avec beaucoup de facilité et sans erreur sensible.
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Néper ne saurait utiliser cette terminologie de fonction qui ne sera introduite que dans un
siecle et demi.

36. Sia/b=c/dalors £(a)- L(b) = L(c) - L(d)

La plupart des propositions mathématiques sont écrites, a I’ époque de Neper, en termes

de proportions.

37. Siab,c sonten progression géométrique, alors b2 = ac et
2 (b) “= L(b?)” = L(a) + L(c)
38. Sia,b,c,d sont en progression géométrique, alors :ad = bc et

L(@) + £(d) = L(b) + L(c)

39. Sia>b
2D L) - i) <A

(cf. : 28.)

40 - 46. Pour obtenir les correspondances de la deuxiéme table :

Calculer: £(9 999900) par ’encadrement vu en 28 ; puis utiliser £(x™) = nL(x).
Pour obtenir les correspondances de la troisieme table :

Calculer : £(9 995000) par 28 ; puis compléter ...

47. Montre comment, a cdté des nombres naturels, on écrira leurs logarithmes.
48. Résumé.
49. Méthode déja analysée, basée sur 28.

50. Meéthode permettant de calculer, a partir de 1a table radicale, les logarithmes des si-
nus figurant dans une table trigonométrique.
1.  Interpoler la valeur du sinus entre deux valeurs de la table radicale.
2. Choisir parmi les deux la valeur la plus proche.
Pour suivre les calculs, soit x la valeur du sinus, a et b deux valeurs  successives
qui ’encadrent dans la table radicale :
a<x<b
3.  Choisir comme diviseur le nombre compris entre x et a - resp. : b -, suivant que a -
resp. b - est la valeur la plus proche (on choisira bien entendu une valeur dont le
nombre de chiffres significatifs soit le plus petit possible - nombre a 3 ou 4 chiffres

suivis de zéros rendant ainsi la division “a la main” aisée).



49. Pour obtenir le plus facilement les logarithmes de sinus supérieurs a 9 996 700.
Ceci se fait simplement en soustrayant le sinus donné du rayon compris entre les limites

3 300 et 3301 et ces limites, puisqu’elles ne different que de I'unité, ne peuvent différer
du logarithme correct de fagon sensible c’est-a-dire d’une quantité supérieur a I’'unité. On
en déduit que 3 300, la borne inférieure que nous obtenons simplement par soustraction,
peut étre prise pour logarithme du sinus 9 996 700.

Le méthode est la méme pour tous les sinus qui lui sont supérieurs.

50. Pour trouver le logarithme de tous les sinus contenus dans les limites de la table
radicale.

Multipliez la différence du sinus donné et du sinus de la table le plus proche par le rayon.

Divisez le produit par le diviseur le plus adéquat qui pourra étre :

—  soit le sinus donné

—  soit le sinus de la table qui lui est le plus proche

— soit un sinus quelconque compris entre les deux précédents. D’apres (39) on

obtient ainsi soit la limite supérieure, soit la limite inférieure ou quelqu’autre valeur

comprise entre les deux ; aucune de ces valeurs ne saurait différer sensiblement de la

£y

“vraie” différence des logarithmes, compte tenu de la “proximité” des nombres de la table.

A présent, (35) ajoutez le résultat, quel qu’il soit, au logarithme du sinus de la table si le
sinus donné est inférieur a celui de la table, ou soustrayez le dans le cas ot le sinus donné
est supérieur au sinus de la table et vous aurez obtenu le logarithme recherché du sinus
donné.

Neper donne deux exemples d’ application.

51. Tous les sinus qui se trouvent dans un rapport de 2 a 1 admettent comme différence
de leurs logarithmes 6 931 469.22 (puisque ce nombre est le logarithme du sinus :

5 000 000).

52. Tous les sinus qui sont dans un rapport de 10 contre 1 admettent comme différence
de leurs logarithmes 23 025 842.34.

53. Contient une table de correspondances entre sinus se trouvant dans un rapport

donné et la différence de leurs logarithmes.

S4. S’occupe des logarithmes de tous les sinus se trouvant en dehors du cadre de la
table radicale.



4. Former —X—d—— - resp. g X . (d étant le diviseur)

On aura bien entendu :
X - a X-a X-a b-x b-x b-x

~ <"qg <45 - m’pr <—g < -

-a X-a
de sorte que, avec 39, : Xx < L(a) - L(x) <

a 13 3 . .
q est une “bonne’ approximation de £(a) - £(x).

- resp. : analogue en remplagant a par x et x par b. -

. 1 .. b2-a2 2
I’erreur sera inférieure a b " a

51 - 54.
55. S 51/3/2 = C(;is nilz on reconnait notre formule de duplication.

56. 2L(sin45°) = L(1/2)

57. £(1/2) + £(sin a) = £(sin a/2) + L(cos a/2)

58 - 59.

Remarque :

La propriété fondamentale des logarithmes
L(ab) = L(a) + L(b) L(aM) = nL(a) n’a pas échappé a Néper - cf. : 37 et 32. de
méme que : L(a/b) = L(a) - L(b) -cf.:36.

Simplement, dans les mathématiques rhétoriques de I’époque, ces propositions - particu-
lierement simples a écrire avec nos notations algébriques - , sont énoncées en termes de

proportions, équidifférence ...

Prolongements

Briggs - qui était en contact étroit avec Néper - construira la premiere table de logarithmes

décimaux.
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55. Le demi-rayon est au sinus de la moitié d’un arc donné comme le sinus du

complémentaire du demi-arc au sinus de I’arc complet.

56. Le double du logarithme d’un arc de 45 degrés est la logarithme de la moitié du
rayon.

57. Lasomme des logarithmes d’un demi-rayon et d’un arc donné est égale a la somme
des logarithmes du demi-arc et du complémentaire du demi-arc. Ainsi le logarithme du
demi-arc peut étre calculé si ’on connait les trois autres.

58. S’occupe des logarithmes des arcs supérieurs a 45 degrés.

59. Comment former la table logarithmique.



Sa démarche est originale et s’appuie sur les remarques suivantes :

1)

2)

3)

4)

Tout nombre naturel se décompose en produit de nombres premiers ; compte-tenu
de la propriété fondamentale des logarithmes, il suffira de connaitre les logarithmes

de ces nombres premiers.

Les nombres premiers €tant rares, la connaissance des logarithmes des 25 nombres
premiers inférieurs a 100 suffira a élaborer un treillis assez dense que 1’on pourra

compléter par interpolation.

Lorsque o est petit, \/ 1+a=1+0/2 de sorte que :
silog(1+o)=a alorslog (1 +0/2)=(1/2)a.

Si p est un nombre premier, si A est une “bonne” valeur approchée de

2n
log"Vp = A, alors log p =2"A.

Briggs pose alors :
logl=0 log10=1
Par extraction des racines carrées successives de 10, il construit le tableau de

correspondances :
Nombre A Logarithme du nombre A

1 0
10 1

V10 0,5

o 0,25
] L
[ ] [ ]
o o

254 1
V10 54

Pour chaque premier p inférieur a 100, il proceéde alors a I’extraction de racines carrées

successives jusqu’a ’obtention d’une valeur s’insérant entre les dernieres lignes du

tableau.

Une interpolation lui fournit alors :

21’1
A =log “p et donc log p.
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C’est G. de Saint Vincent XVlIle siecle (cité par N.) qui fera le lien avec ’hyperbole
équilatere. (Voir K. Volkert)

Il remarque en effet, dans son ouvrage - 1647 - (cf. N)

“Si les abscisses d’une hyperbole équilatére croissent en progression géométrique, alors
les aires des surfaces découpées par les ordonnées correspondantes croissent en progres-

sion arithmétique” .

N. Mercator éditait le premier développement

2 3 x4
In(1+x)=x-7+ % -Z+... (1668) [Logarithmotechnia]
Newton et Leibniz connaissaient et utilisaient :

dx dx
dlnx=—x— et —X—zlnx (1665)

Dans un manuscrit, proobablement rédigé en 1667 (cf. Newton Mathematical Papers vol.

IT p. 184-189 cité par [Edwards]) partant de I’hyperbole # :y = (x> - 1) Newton

x + 1
calcule I'aire et (x + 1) située sous H et délimitée par intervalle [0 ; x]
- Resp. : I’opposé de cette aire lorsque - 1 <x <0 -

Une division suivant les puissances croissantes lui fournit :

x2

y=m=l~x+x2~x3+x4-...7

et une intégration terme a terme :

X2 X3 X4
(NW) ﬂl(1+x)=x-7+§———4~+...

Il ne parle pas de A(1+x) en tant que logarithme mais en reconnait les propriétés
logarithmiques, mettant en relation les valeurs de 1’aire 4(1+x) la suite arithmétique - et

les valeurs des abscisses (1+x) - la suite géométrique - (il est probable qu’il se soit inspiré

ici de I’ceuvre de Saint Vincent).

Il remarque en outre que :

Al (1+x)(1+y) 1 = 4 (1+x) + A(1+y)

}%] = A (14x) - A1 +y)

Se basant sur ces propriétés, il élabore une courte table de logarithmes d’entiers.
. Posant x = £ 0,1 ; £ 0,2 dans (NW) il calcule une valeur approchée de 4(0,8),

A4(0,9), A(1,1), A(1,2) avec 57 !!! chiffres significatifs.

12x1,2 1,2x2
Il remarque alors que : 2 = ——— | = et |
a a 0,8 x 0,9 0.8
2 x 2 C
5=“6T ; 10=2x5 ; 11=10x1,1...; 100 = 10 x 10 qui lui



permettent, compte tenu des propriétés caractéristiques, d’achever les calculs de :
a(2), A(3), A(5), 4(10), a(11) et A(100).

. Posant x =% 0,02 ; + 0,001 dans (NW), il détermine 4(0,98), 4(0,999), 4(1,02),
A4(1,001) qui Iui permettent le calcul des “logarithmes” de 7, 13, 17 du fait que :

_[100x 0,98 . [100x 1,001 . [100x1,02
T=\ 5! 18_\/———~—7X11 o 7=\

Pour vérifier le bien fondé de ses calculs, Newton calcule 2(0,9984) de deux maniéres
différentes :
- d’abord, en remplagant x par - 0,0016 dans (NW)
: 28x3x13
- ensuite, en remarquant que 0,9984 T 48

et note (avec un plaisir évident) la concordance de ses résultats a plus de 50 décimales.

Une synthése complete sera due a Euler (1750) qui en reconnaitra :
- les propriétés d’homomorphisme de (R, .) sur (R, +)
- les propriétés différentielles et géométriques

- le lien avec les fonctions trigonométriques (prolongement au plan complexe) ...
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39
40
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47
44
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S50

PGP
999998
FIIII97
99994, OOOO0
PIFIIIE. OOGOO0 ]
FIIFIR4, GOOO0T
IFIIII. OQCOOE
FIFIFIR, OOOOOE
F999991 . 000004
FIFFII0, QOGO0S
PFP9989. 0CG0004
PRFF88. QOOQOT
FIFF287. Q00008
9984, OOOOOF
FRFFPES. 00001 1
2999984 . 000012
PEIFIEZ. OO001 4
FIIFFFR2. OO0014
2999981 . 000018
FEIFFFE0, QOO0
9997 . OO00Z1
PR99978. Q00024
GRRIGTT7. 000024
FRIIFTH. QQOOZE
FFIFPT7T. QOO03L
FRIIP74, QOO0OIE
FIIFIT I 000034
FPFFIT2. OQO0OER
FIRIIT71.000041
FFIIFT0O. 000044
FRFIIELET . GO004T7
FRIFIILB. OOO0S
FERFFIIELET .. OOO0OT4
FFIGFEE . QQO05T7
PIFIRET . OO004
FRFIFL4L . OOQ064
PFIIFEI. QOCOET
FIFFIELE2. Q000071
FIIIIEL . QOQOT7E
FIFIFE0, QOOOTS
FIIFIIEI. O000BT
FFIIFFEGE. OOOOET
FFFFYST7. 000091
FEFIFES. QQOOIE
FIFFIET. QO0]L
FR99954 ., 000104
FIIIFEEL 000109
FFIFIE2. 000114
PFIFIFITL1. 000119
FIFIRF[TO, OOO124
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FRIIFE4T . Q00129
9999248, 000134
FERIRL4T . QOGS

39997944, 000144
FFIIFLE. 00015

FIFI44, 000155
FIIII4E. 000161
FRIFIL2., DO01&6T
999941 . 000172
FGIFILE0, 00178
PEYFITI?. 000184
FIFIFIIB. 00019

9IIIFET7 .. QGOLI97
FFFIFIL. QOO0
999935, 00021

FPP9934. GQ0214
FRGIFII. 000223
FRFFFIZ. 000229
999931, 000236
FIIRRI0.,. OO0OT4T
FRIIFFLEF . 0002

999728, 000257
9999927 . 0002464
FPEIR2E. QUORTR
FGGIFFLT. OQOZTT
FRGI924. QQOZBT
YR99925. GO0294
FRIII2Z. OOOTZO2
FFIIF21. 00031

9999920, OO03Z18
FIIFFLIF.QGO3I2

9999918, 000334
F999917.000342
FRGIF1 6. Q0035

FFGIFLE. OO0O35EQ
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Klaus VOLKERT

LA QUADRATURE DE L’HYPERBOLE
ET LES LOGARITHMES

Introduction

Dans le texte suivant je vais exposer la méthode de Grégoire de Saint Vincent pour
effectuer la quadrature de I’hyperbole. Dans la premiére partie on trouve les idées de
Grégoire formulées dans un langage moderne. Je n’ai pas donné de citations, parce que le
livre de Grégoire est treés rare (il existe un exemplaire a Strasbourg) et difficile a
comprendre (le livre est écrit en latin et sans usage du symbolisme moderne). J’ai donné
quelques indications historiques. Pour le contexte historique on peut consulter des livres
sur I’histoire de I’analyse (par exemple EDWARDS 1982, VOLKERT 1988, ou PEIFFER-
DAHAN DALMEDICO 1986). J’espére que la méthode de Grégoire est praticable a 1’école
ayant I’avantage d’€tre plus intuitive et plus convaincante que les méthodes en usage
aujourd’hui. Dans la deuxieme partie de mon texte je vais démontrer les propriétés les

plus importantes de la fonction logarithme en essayant d’€tre aussi intuitif que possible.
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I. PARTIE

1. En principe, il y a deux possibilités pour I’introduction de la fonction logarithme :
on peut commencer par la fonction exponentielle et définir la fonction logarithme comme

la fonction inverse de la fonction exponentielle. Je ne parlerai pas ici de cette possibilité.

On peut commencer aussi par la fonction logarithme et définir la fonction exponentielle
comme fonction inverse de la fonction logarithme. La fonction logarithme elle-méme est

obtenue par une intégration : elle est la fonction primitive de la fonction f(x) = X

(géométriquement parlant c’est I’hyperbole). C’est une idée qut est bien située

historiquement :

“Le principe fondamental est le suivant : la source adéquate de l’introduction des
fonctions nouvelles est la quadrature des courbes connues. Cette maniére convient d’une
part, comme j’ai démontré, aux faits historiques, d’autre part aux procédés dans les

mathématiques supérieures”.

KLEIN, 1924, 168

Je vais citer un livre d’école allemand (classe 12 = classe terminale) pour faire voir la
réalité scolaire de cette possibilité (WORLE/KRATZ/KEIL, 1981 ; 265-269). On définit la

X

. dt P
fonction L(x) = j < eton observe les propriétés suivantes :
1

1) L(x) est I’aire sous I’hyperbole entre les bornes 1 et x par conséquent on a L(1) =0

2) L'x)= % (Conséquence directe de la définition et du théoréme fondamental de

I’analyse).

, 1 1
3) L(ax)—ax.a--X
C’est-a-dire que les fonctions L(ax) et L(x) ont la méme fonction dérivée. D’ou s’ensuit
qu’il existe une constante C avec L(ax) + C = L(x) (c’est une conséquence du théoréme

des accroissements finis). Pourx =1lona:L@)+C=L1)=0
C=-L(a)
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c’est-a-dire L(ax)d.(a) = L(x)

Pour x = b on obtient I’équation caractéristique :

L(ab) = L(a) + L(b)

4y OnalL@)=L(a. ... .ay=L@)+...+L{)=n.L(a),d ol s’ensuit
q . L(aP/9) = L(aP/a-9) = L(aP) = pL(a)
ou L(aP/a) = g L(a).

Il faut postuler la derniére égalité pour toutr e R :

L(x") =r.L(x)

3)et4) sont les propriétés caractéristiques de la fonction logarithme (je vais les discuter
dans la deuxiéme partie de mon texte). Le miracle est parfait : un jeu avec des symboles
mene a un résultat étonnant. Les éléves ne sont pas convaincus par cette démonstration :

parce qu’elle ne donne aucune idée intuitive.

2. Je veux esquisser maintenant une alternative. L’idée derriere cette alternative est
simple : a un certain moment dans 1’histoire des mathématiques, quelqu’un a trouvé le fait
que les aires sous 1’hyperbole sont données par des logarithmes dans leur définition

originelle, celle de Neper., qui a longtemps ét€ la seule utilisée.

Par exemple voici la définition donnée par d’ Alembert dans I’Encyclopédie.

“Logarithme : nombre d’une progression arithmétique, lequel répond a un autre nombre
dans une progression géométrique.

Pour faire comprendre la nature des logarithmes, d’ une maniére bien claire et bien
distincte, prenons les deux espéces de progression qui ont donné naissance a ces
nombres ; savoir, la progression géométrique, et la progression arithmétique ; SUppoSons
donc que les termes de I’ une soient directement posés sous les termes de I’ autre ; comme

on le voit dans I’ exemple suivant :

124816 32 064 128
01234 5 6 7

en ce cas, les nombres de la progression inférieure qui est arithmétique sont ce que I’on
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appelle les logarithmes des termes de la progression géométrique qui est au-dessus, ¢’ est-
a-dire que 0 est le logarithme de 1, 1 est le logarithme de 2, 2 est le logarithme de 4, et
ainsi de suite. Ces logarithmes ont été inventés pour rendre le calcul expéditif, comme on

le verra plus bas”

Comment est-on passé de cette idée des logarithmes a celle donnée aujourd’hui sous

forme de primitive de X ? 11y a 1a une hypotheése sousjacente, a savoir : La situation de ce

mathématicien est comparable a la situation ou se trouvent nos éleves aujourd’hui. La
maniere dans laquelle on a attaqué (et résolu) un probléme dans 1’histoire est souvent la

maniére la plus intuitive et la plus concréte.

Ce passage a été réalisé par un mathématicien appelé Grégoire de Saint Vincent (ou
Gregorius a San Vincento), un jésuite belge qui a vécu de 1584 jusqu’a 1667. (Pour la
vie de Grégoire on peut consulter : Dictionary of Scientific Biography, volume XII ; 74-
76 par J.E. HOFMANN ou BOSMANS, 1911/13. Pour la bibliographie des écrits sur
Grégoire il faut comparer VAN LOOY, 1980).

Grégoire est presque oublié aujourd’hui, mais il était un savant bien connu a son époque.
II a écrit un tres grand livre : I’Opus Geometricum (paru & Anvers en 1647, mais écrit
dans les années 20). Ce livre, qui est composé de 1250 pages contient une méthode
d’exhaustion nouvelle et beaucoup de résultats intéressants sur les coniques.(Pour ’Opus
Geometricum on peut consulter KASTNER, 1796-1800 (Bd-H), Boprp, 1907 et
HOFMANN, 1941).

La nouvelle méthode était appliquée par Grégoire a des problémes sur les aires des
coniques (on y trouve un livre sur le cercle(Liv III), sur la parabole (IV), sur I’Ellipse (V)
et sur I’hyperbole (VI).)

Elle est oubliée maintenant (je suppose qu’il n’y a plus personne aujourd’hui qui connait

le contenu de I’Opus. C’est un vrai devoir pour un historien des maths.!

Mais le livre de Grégoire contient aussi un livre dix : “De ipsa circuli quadratura” . Dans
ce livre, on trouve une quadrature (fausse bien entendu) du cercle seulement a I’aide de la
regle et du compas. Cette présentation grégorienne était fortement critiquée (par exemple
par Huygens qui a écrit un livre fameux - son chef d’ceuvre en maths - sur la quadrature

des coniques, par Fermat, Descartes et d’autres). Il y avait aussi une critique de Mersenne

1 En passant je veux remarquer que Leibniz a étudié les idées de Grégoire. Elles étaient une des sources
de son calcul infinitésimal.
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dans ses “Réflexions physico-mathématiques” (tome III, 1647). La Mersenne proposera
imprudemment I’idée suivante : pour résoudre la quadrature du cercle il suffit d’achever la

construction suivante :

“Connaissant trois grandeurs quelconques, rationnelles ou irrationnelles et le logarithme

de deux d’entre elles, en déduire le logarithme de la troisiéme”.

Ce probleme, qui n’est pas du tout équivalent a la quadrature du cercle (construction a la
regle et au compas), étaient résolu deux ans apres par un ami de Grégoire : Alfons
Antoine de Sarasa (1618-1667) dans son “Solutio. problematis a R.P. Marino Mersenno
Minimo Propositi” (paru & Anvers en 1649.)1  On n’est pas sir du role de Grégoire a
propos de cet ouvrage : Sarasa était un prétre bien connu (jésuite comme Grégoire et
Cavalieri), mais un mathématicien médiocre. On ne peut pas exclure la possibilité que
Grégoire lui-méme était I’auteur de la réponse a Mersenne. Dans I’ouvrage de Sarasa on
trouve une formulation qui constate explicitement un lien entre les aires sous 1’hyperbole
et les logarithmes. Bien entendu, ce lien se trouve aussi dans 1’Opus, mais il n’est pas

explicité ; Grégoire ne parle jamais des logarithmes !.

3. Maintenant je veux esquisser la quadrature de 1’hyperbole chez Grégoire.
L’hyperbole était définie chez les anciens (par exemple chez Appolonius) comme une
conique, c’est-a-dire comme intersection d’un plan et d’un céne (double). C’était une
définition géométrique et synthétique qui n’était pas du tout commode pour des calculs
(souvenez vous de la quadrature de la parabole par Archiméde !). Il est trés intéressant
que Grégoire use d’une sorte de coordonnées (dans les années vingts - “La Géométrie”
de Descartes est parue en 1637) : étant donné une hyperbole (équilatére), il considere ses
asymptotes. Les abscisses (vient de “abscindere” qui signifie “couper”) sont les

morceaux d’une de ces asymptotes, qui sont limitées par des paralleles a ’autre

asymptote E
o, Hﬁ ?@?L&QQM
A Senoe C
N~ —
ok 508 e

Y Pour la personne de Sarasa, on peut consulter la Biographie nationale Belge (article par Bosmans), son
ouvrage est décrit dans Kdstner, 1796-1800 (Bd.3)).
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C’est un systeme de coordonnées canonique qui dépend de la courbe. Maintenant

Grégoire peut caractériser I’hyperbole par une propriété analytique :

Pour tous les points sur I’hyperbole le produit de I’abscisse et de 1’ordonnée (il parle de la
parallele) est constant (par exemple égal a 1).

L’inverse est vrai aussi :

Si deux points sont tels que le produit des abscisses et des ordonnées donne toujours le
méme nombre, ces deux point se trouvent sur une hyperbole.:
(Grégoire parle des rectangles qui sont formés par les abscisses et les ordonnées).

Intuitivement parlant, Grégoire a trouvé la propriété suivante : si on augmente 1’abscisse
d’un point sur I’hyperbole, on diminue son ordonnée dans la méme mesure ! Dans notre
langage moderne, Grégoire a découvert la caractérisation de I’hyperbole h(x) par une

équation fonctionnelle. Pour tous les x et y, on a

xhx) =y h(y) (=1)

Une conséquence immédiate de cette idée est la proposition suivante : Soient x1, Xoet x3

. . 2.3 . . ( .
trois abscisses et R| Ry les rectangles qui sont formés par les ordonnées et les abscisses

des points sur I’hyperbole correspondants a ces abscisses.

4 —— ’ / T —
h | R :
> Y 7 3/7 T
//’//,////fzz .
*a X3 X3
1 1
Ona R%:(X2-><1)-X—2=1-‘;g~ R§=(x3—x2).g=1-§-§-



. . . . . X1 X
Les aires des rectangles R% et Rg sont égales, si et seulement si les fractions —X—é et -)-(% sont
égales, c’est-a-dire si et seulement si les trois abscisses x1, x2 et x3 forment une

progression géométrique.

4. Maintenant nous avons trouvé la clé pour la quadrature de I’hyperbole. C’est

I’exhaustion par des suites géométriques. Considérons les rectangles curvilignes

X2 X3
AXl et AX2
limit€s par des abscisses xj et xp ou xj et x3 leurs ordonnées et la courbe. Un coup
d’ceil nous meéne a la conjecture suivante. On a
X2 X3
AXl = AX2

si et seulement si X1, X7 et X3 sont en progression géométrique.

Cette hypothese est le contenu des propositions 109 et 130 du dixie¢me livre de 1’Opus
Geometricum. Ici nous nous occupons seulement de I’énoncé. “Quand les abscisses

croissent en progression géométrique, les aires croissent en progression arithmétique’
(Prop. 109)

Démonstration :

Il suffit de considérer deux aires. Le reste se fait par induction. Soient x1, X7 et X3 trois
abscisses en progression géométrique, et soient
X2 X3
AXI et Ax2
les rectangles curvilignes. Nous avons vu plus haut, qu’on a dans cette situation I’égalité
2 . < P
R1 = Rg. Entre x1 et xp nous intercalons la moyenne géométrique VX1 x2 /entre X7 et X3

nous intercalerons la moyenne géométrique Vx7 x3 . Les quatre rectangles qu’on obtient
ainsi sont tous égaux. Maintenant on peut itérer ce processus. Nous construisons ainsi
une exhaustion des deux aires cherchées par des rectangles aux contenus égaux. Par

conséquent les aires cherchées sont égales.
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L [ : [ X3 £ N X2
D'ou s'ensuit que 'aire Ax1 estégale a 2 Axl C.QED.

Commentaires :

1° On peut généraliser ce théoré¢me facilement de la maniere suivante :

. X X .

Sionai= (J-)l(,on a aussi :
X2 X3

X2

A “=k.A

X3 X2

X3

2° D’un point de vue moderne, il faut mentionner qu’on suppose dans la démonstration
donnée en haut I’existence des limites. Mais le reste de I’argument donné en haut est trés
simple ; parce qu’on a deux suites qui sont identiques aussi (une suite convergente ne

peut avoir qu’une seule limite).

5. Mais quelque chose qui transforme des suites géométriques dans des suites
arithmétiques, est (du point de vue des anciens) un logarithme. Sarasa dit : (dans la
proposition 10) : “Donc ces aires peuvent servir de logarithme” . Pour comprendre mieux
cet argument, il faut se rappeler la définition des logarithmes usitée par les anciens et
donnée au début.

L’idée de définir les logarithmes comme des exposants ne se trouve pas avant Euler.
C’était lui qui I’a donné dans le paragraphe 102 de son célebre - Introductio in analysin
infinitorum - (1748).

D’un point de vue moderne il parait souhaitable de caractériser les logarithmes par

I’équation fonctionnelle

L(xy} =L(x) +-L(y)

(pour le développement des équations fonctionnelles comparez DHOMBRES, 1986). On
ne trouve pas de telles considérations ni chez Grégoire ni chez Sarasa (la présentation de
cette histoire qu’on trouve chez EDWARDS, 1982 ; 154-158 et chez VOLKERT, 1988 ; 78-
81 est une reconstitution moderne). La raison en est simplement qu’on ne s’intéressait
pas a cette équation a I’époque de Grégoire. Mais on peut déduire facilement I’équation

désirée a I’aide des outils grégoriens.
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6. Il faut établir d’abord un lemme.
Lemme : Soient x,y deux abscisses et x un nombre réel plus grand que ou égal a 1. Alors

ona:
A = A
% /-‘Q’C/
Y LR
P S Y X ey
Démonstration :

Nous commencgons 1’exhaustion de 1’aire Ai par le rectangle indiqué au-dessus.Son aire

ry y
est (y - x) %z - '3 L’exhaustion de Arx = Ax est commencée par le rectangle indiqué
avec 'aire(ry - rx) 1%
Yoy Ty

Les aires des deux rectangles sont égales. Maintenant on insére les moyennes
géométriques entre X et y et entre X et ry. Ainsi nous trouvons quatre rectangles égaux.

Et ainsi de suite.

7. Maintenant nous pouvons démontrer 1’équation caractéristique de la fonction

logarithmique. Soit L(x) la fonction A)l( (c’est-a-dire I’aire sous I’hyperbole entre 1 et x.
Nous calculons L(xy) :

Wy x xy o

4
L(xy) AV AT+AY =T AT+A) W L + L(y)( (1) par définition, (2)

additivité des aires, (3) par notre lemme).
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Indiquons en passant que Jean Dhombres a donné une autre maniere d’arriver a
I’équation caractéristique (DHOMBRES, 1986, 144/145), qui est plus élégante, mais aussi
moins intuitive.

Soient donnés x et y. On a

Vxy AF ! (Ay + Al)

e R , .
X Yxy ou A7 - A=A A d’ou s’ensuit

En particulier, on obtient pour x = 1, y = x I’égalité

AF:%A’{

(x) étant un nombre réel quelconque plus grand que ou égal a 1).
IIsuitque A1* +AY=2Aq VXY = AqXY C.QFD.

8.  Une conséquence immédiate de 1’équation caractéristique est la formule
Lx)=n.Lx) (ne Z2)
Si on veut, on peut démontrer cette équation aussi d’une maniere plus géométrique.

Comparez la figure suivante :

N\
% \M
ﬁ % I !
A X x* x! x ™
Ona
A) "
Loty 8 A Al

3 \
E AT+ AT+ +AT=n AN n L)

((1) par définition, (2) additivité des aires, (3) par le lemme) C Q.F.D.



Les suites géométriques sont vraiment un outil universel dans le cas de I’hyperbole !
La généralisation au cas des exposants négatifs n’est pas difficile ; il suffit d'adapter
toutes les considérations données a I’intervalle]0,1].

On peut généraliser cette formule au cas des exposants rationnels : soient p et q des
nombres entiers. Alors on a:

L&%z%L@)

Démonstration ;

q.Lhﬁ=L&q§=L&ﬂ=pJAm C.Q.ED.

Maintenant il faut postuler la validité de la formule en haut pour tous les exposants réels.

9. Nous avons vu que la fonction L(x) = A est caractéristique des propri€tés

suivantes :

Lxy) = L(x) + L(y)

L(x™) = L(x)

Une telle fonction est appelée une fonction logarithme. Si les éléves connaissent les
logarithmes comme opération inverse de ’exponentiation, on peut démontrer que la
nouvelle fonction logarithme L(x) est en effet une fonction logarithme dans le vieux sens
de ce mot (voir n° 2). Dans la deuxiéme partie de cet exposé je veux étudier quelques
propriétés de la fonction L(x).
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II PARTIE

10. On peut déduire immédiatement de la définition de la fonction L :
L(1) =0, L(x) >05si x> 1 et L est une fonction strictement monotone croissante.

11. Ona L(§ )= L(x) - L(y).

C’est un corollaire de ’équation L(xy) = L(x) + L(y) :

x. X X
L(x):A’{:A1 y=A]+ A¥=L(y)+l_{1>yi) C.Q.F.D.
12. L’équivalence des nouveaux logarithmes et des vieux logarithmes est démontrée de

la maniére suivante :
Supposition : Soient x et B deux nombres réels et positifs. Alors il existe un nombre réel

o avec : x = [
Le nombre o est appelé “logarithme de x dans la base P ““ et noté IOgBX. On a I’équation

suivante : x = ploggx

Nous appliquons la fonction L a cette équation :

L(x) ,= L (Bloggx) = (loggx) . L (B)

c’est-a-dire que la nouvelle fonction & gauche et la vieille fonction logg* ne se distinguent
que par la valeur constante L(B). Il semble trés naturel de chercher un nombre B tel

qu’on a I’équation simple L(x) = logg)o(.

C’est le cas si et seulement si L(Bg) = 1. On sait qu’un tel nombre Bg existe, parce que la
fonction L prend la valeur 1 (L est continue - nous allons démontrérga tout de suite ; L
croissante strictement monotone et L. n’est pas bornée supérieurement). Nous allons
calculer le nombre Bg dans le numéro 15.

13. Lafonction L est différentiable et on a L’(x) = < C’est une conséquence immédiate

du théoreme fondamental de 1’analyse, mais on peut démontrer cette proposition aussi
d’une maniére plus directe).
Ona:
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im Lx+#K-Lx) lm 1 ( k)
= =L{l+—
k-0 k k—0k X

B {1} khilo (%L(il -*_)1(())

"R m“(h(nz))

(X [—0\ [

_(1 lim 11 + - L(1)
“x) -0 [

* On a posé [:xk

On constate : L est différentiable en x si et seulement si L est différentiable en 1.

Pour démontrer la différentiabilité de la fonction L pour x = 1 nous usons de la figure
suivante :

D’ou s’ensuit ;

L Ao on LA -LAM)_

1+ b= 1+ [

Pour [— Oon obtient :
Hm _L < Iim L(1+0-L() <1
[—0 1+ 10 [

ou

| lim LA+ 0L

[—0 [ = L)
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(Il existe ici une petite difficulté, parce que nous n’avons usé que des valeurs plus
grandes ou €gales a 1 pour les variables x, y etc... C’est-a-dire que nous avons démontré
seulement la différentiabilité a la droite en 1. Mais il est assez simple de compléter notre
argument.)

Résultat:ona L’(x) =%

14. Nous voulons déduire maintenant une formule pour le calcul des valeurs de la

fonction L. Nous partons de la généralisation suivante de la figure plus haut :

77 SN

!
} b e \\\\‘\3
x;‘\'\ i B .
)(C. x{,u
Ona:
1 Xit1 1
— XX <A < — [x X
Xt { i+1 1) X; X; ( 1+1 1}
ou
-0 g AN Ri
Xi+1 ST X

Soit x le point dont la valeur est a calculer. Nous usons d’une suite géométrique pour

n -
subdiviser U'intervalle [1,x] : xj= Vx! (i=1, ..., n).

Les xj forment une suite géométrique parce qu’on a :

Sl =100
1+
Vx
D’autre part on obtient de la définition de la fonction L :
AN Tk <
X; (Xi) ' i

1
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Nous obtenons ainsi un systeme d’inégalités :

Xi N L N < Xitl
I- Xirl < L(xj+1) - L(xp £ X; 1

ou
- 1 < L(xie1) - Lx) < Vx- 1 (=1,...n-1)
Vx
La somme de toutes ces inégalités est :
1
Vx

Maintenant il faut vérifier trois choses :

n(l- —)< L&-LO<n(Vx - 1)

1 . .
. n(l-—) croissante strictement monotone enn ;
n
Vx
n . .
. n(¥x-1)  décroissante strictement monotone en n et

. leur différence est une suite qui tend vers zéro.

Ce sont des conséquences du fait que

lim D
Vi

Remarque pratique :
On choisit pour n une puissance de 2, parce qu’on peut ainsi utiliser la touche “V” sur la
calculatrice de poche. Si on prend n = 210 ¢t si x est un nombre de 'intervalle [1,10], on

obtient les valeurs de L(x) avec une erreur plus petite que 0,0052.
15. Pour terminer nous voulons déterminer la valeur de Bg. Nous partons de 1’équation :

oy 1 Im x k
H(X)_fk-eoEL(H;)

.. . X ) .
Pour k— 0 nous choisissons la suite 5 (avec x constant), qui tend vers z€ro si n tend vers

I’infini. On obtient ainsi :

tove-L o)

D’ou s’ensuit
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Parce que la fonction L est continue et strictement monotone (et a fortiori injective), on a

L(lim (1+1~>)=1
n 0 n

c’est-a-dire que la valeur cherchée By est la limite
lim 1”
a1+ D)

Nous avons trouvé que Bg est le fameux nombre d’Euler, qui est symbolisé par e

aussi
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