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NOTRE COUVERTURE :
TABLE D’ADDITION DE LOGARITHMES

Le développement depuis plus de 15 ans des calculatrices
et des ordinateurs a rendu caduc 'usage des tables numéri-
ques. Pourtant ces tables avaient atteint un tres haut degré
de technicité pour épargner le maximum de calcul & leurs uti-
lisateurs. On trouve ici un extrait d’une table d’addition de
logarithmes : comment calculer log(a + b) connaissant loga
et logb? En posant log 2 = log b—log a (en supposant b < a)
alors log(a+b) = log a+log(1+4 ). La table donne log(1+ )

en fonction de log z.

On remarquera la présence de “parties proportionnelles”
(P.P.) permettant d’interpoler a vue et d'une colonne “diffé-
rences” (Diff.) donnant la différence entre la premiere valeur
tabulaire d’une ligne et la derniere de la ligne précédente.

Cette page est extraite des “Tables de logarithmes & six
décimales et tables de navigation” de G. FriocourT, 17¢
tirage (1925). Cet ouvrage, en usage & l'école navale et
réglementaire (!) pour les examens, contient en outre une
table des différences (log(;2=) en fonction de logz), des
tables de mesures de distances et de hauteurs (pour la
navigation en mer) ...etc ...en tout plus de 400 pages de
chiffres.
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BRAVO L’A.P.M.E.P.

On a trop tendance a oublier que ‘L’Ouvert’ est aussi le porte parole de
la régionale A.P.M.E.P. d’Alsace car de nombreux lecteurs ne sont pas membres
de cette association! En tant qu'enseignants, ces lecteurs manquent quelque chose
d’'important!

L’APMEP. (*) cest 7000 professeurs qu'un meéme intérét pour les maths
rassemble de la maternelle a I'université, méme si, et c’est normal, les enseignants
du secondaire y sont la majorité.

L’APMEP. c’est un réseau associatif dans toutes les régions, c’est une
multitude de bénévoles préts a aider; A PM.E.P. ce sont des commissions de
travail qui réfléchissent collectivement pour préciser la position de Iensemble des
professeurs de mathématiques sur telle réforme ou tel projet. MERCI L’A.P.M.E.P.!

L’A.PMEP. ce sont des dizaines de brochures, outils indispensables pour
la formation continue des enseignants. Connaissez-vous les brochures “MOTS” ?
Non! Mais alors quelle attitude adoptez-vous quand vous enseignez la “ v 7 Etes-
vous bien sir que vous dominez exactement toutes les notions que vous voulez
transmettre a vos éleves? Connaissez-vous les brochures “EVAPM”? “EVAPM?2”
vient de sortir grace a un groupe qui n'a pas dii prendre beaucoup de vacances :
des milliers d’éleves testés pendant 1'année scolaire go—g1 et une brochure qui est
parue est décembre pour vous permettre de mieux cerner les connaissances de vos
secondes. BRAVO L’A.P.M.E.P.!

L’A.PM.EP. c’est aussi l'occasion de se rencontrer, d’échanger, grace au
congres annuel. Fin octobre, les 24-25-26, c’est Strasbourg qui accueillera les pro-
fesseurs de mathématiques de la France entiere et de I'Europe. Ce sera 'occasion
de mettre un visage sur des noms connus, de rencontrer tel ou tel spécialiste, en
histoire des maths, en didactique, en géométrie, ...de partager les expériences en
informatique, en travail interdisciplinaire, en pédagogie, ... d’étre enfin & 1’écoute
d’autrui et non plus celui qui posseéde seul le savoir dans la classe! Tout cela sera
possible grace a des conférences et a des ateliers. BRAVO la régionale A.P.M.E.P.

d’Alsace!

Bravo! Alors continuez a encourager le travail de tous ces hénévoles en vous
inscrivant a ’A.P.M.E.P. et en participant au congres de Strasbourg.

J. LEFoRrT.

(*) Vous trouverez un Bulletin d’adhésion & la page 48.



TOPOLOGIE DES NEUDS (*)

Vladimir TOURAEV

I.— INTRODUCTION

La notion de nceud apparait a la fin du 19 siécle sous la forme de dessins.

(. T L
A / "
Exemples : \/ i { ) Al
e \M// \&M m»ﬁ@m,// ;’ "-~~f} Mj
neeud de trefle neeud trivial neeud de huit

Du point de vue topologique, chaque nceud est un cercle dans R*. Deux ou plusieurs
cercles disjoints constituent un entrelacs.

Exemples : @:) C C

entrelacs de Hopf entrelacs trivial

Définition : on appelle isotopie d'un nceud dans R® toute déformation du neeud,
sans “intersection” supplémentaire; on dit qu'un nceud est un objet flexible, ¢’est-
a-dire défini a une isotopie pres.

ST

R . s . e P o

Exemple : autre représentation / { " Tk
L

du neeud trivial : {\\.,/ N \w/
/"Msg

II.— ETUDE DESCRIPTIVE DES NGEUDS
1. Réflexion par rapport & un plan

L'image d'un nceud dans une réflexion par rapport 4 un plan est un nceud: selon

les cas les deux nceuds sont isotopes ou non. ~ o
P
/ A7
ﬁ\ ’\a / \ /f i
fov/ | /
X LV
Exemple 1 : le noeud de trefle N E\"“'/

on constate que les deux nceuds
ne sont pas isotopes

(*) Conférence IREM de Strasbourg - Régionale APMEP d’Alsace prononcée le 18/12/91, d’aprés
les notes de H. SILVESTRE.

© L’OUVERT 66 (1992)
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TOPOLOGIE DES NEUDS

Exemple 2 : le nceud trivial, son image est un nceud isotope

Exemple 3 : le nceud de huit, son image est un nceud isotope

S

%
g’ / ,} [t et

@
\”\:{?’ \v/

Suite d’isotopies d'un nceud de huit aboutissant & son image par une réflexion par rapport a un
plan.

A

P

2. Orientation d’un nceud

Orienter un nceud c’est distinguer I'un des deux sens de parcours possibles sur le
noeud. Pour un neeud donné, les deux orientations peuvent conduire a des nceuds
1sotopes ou non.

Par exemple, le nceud de trefle et le nceud de huit conduisent par renversement
de l'orientation & des nceuds isotopes. Pour obtenir des nceuds non isotopes il faut
qu’ils aient au moins huit intersections apparentes.

(Rotation d’axe A)
Dans la symétrie axiale d’axe A le
nceud de trefle orienté n® 1 a pour
transformé le nceud de trefle orienté
n° 2, visiblement isotope au n° 1 orienté
en sens contraire.

%

;o\
N

(1) A (2)
3. Coeflicient d’enlacement (ou coefficient de Gauss)

Pour un entrelacs dont les deux composantes sont ordonnées et orientées, on définit
le coefficient de Gauss a partir des points d’intersection apparents pour lesquels la
composante n° 1 est au-dessus de la composante n° 2; il y a deux cas de figure (a)
et (b), on leur fait correspondre respectivement les nombres +1 et -1. La somme
de tous ces nombres ainsi obtenus est le coefficient d’enlacement.

n®1 < 12 n®2 n®1
\\"\ p / \\ /x/
figure a : /\ +1 figure b : ///‘/\\ -1
4 A / %,
S,
ooy VN



V. TOURAEV

Exemples :
entrelacs de Hopf entrelacs trivial
- < ] r i 5 !
n° 1 / () n°2 & )
\ N / —
N\ s —
N e
S
coeflicient -1 coefficient 0

4. Propriétés du coeflicient d’enlacement

a. le coefficient d’enlacement est invariant par isotopie.
Conséquence : I'entrelacs de Hopf et 'entrelacs trivial ne sont pas isotopes.

b. On note Ik (L, L,) le coefficient d’enlacement des deux composantes ordonnées
et orientées Ly et Lo; on a :

th(L1, =Ly) = —lk(L1, Ly) [L, et —L, désignent la composante
Ik(—Ly, Ly) = —1k(Ly, Ly) n° 2 orientée avec les deux orientations

Ik(Ly, Ly) = 1k(Ly, Ly) possibles.]
III.— DIAGRAMMES

1. Définition : pour étudier la théorie des nceuds on les identifie & leurs dia-
grammes; il s’agit d’une représentation plane formée d’intervalles consécutifs for-
mant une ligne brisée fermée, chaque point d’intersection apparent correspondant
a une cassure de 'un des intervalles (l'intervalle est coupé en deux quand il passe
en dessous).

diagramme d’un neeud trivial diagramme d’entrelacs

=] S

2. Retour sur Pisotopie et les entrelacs

On considere les quatre transformations de base décrites par leurs diagrammes :

[ | ‘ |
e [ |

@ ®@ ® @

Par définition deux diagrammes sont isotopes si on peut passer de 'un & l'autre &
l'aide d'une suite (finie) de ces transformations ou de leurs inverses.

4



TOPOLOGIE DES N@EUDS

Un entrelacs est un diagramme considéré a une isotope pres. Il est facile de vérifier
que le coefficient de Gauss est un invariant dans les transformations 3 et 4
par suite c’est un invariant par isotopie.

IV.— POLYNOME BRACKET ET POLYNOME DE JONES
1. Polynéme bracket

b

a. Définition : a chaque diagramme D on associe un polynéme a coefficients
entiers, aux indéterminées 4, A71; on 'appelle le polynéme bracket de D et on le
note <D >.

Par exemple : <D > = A75 4 473 — 2 4 410,

b. Calcul : pour déterminer < D > on utilise les trois propriétés
P <0 >=1;
P <DLO> < D> x(- 2.

[D L O désigne le dlagramme D auquel on a ajouté un cercle]

Py < >=A< >4+47 < >
[autrement dit on “rectifie” les points d’intersection

apparents par et par .

c. Exemple : calcul du polynéme bracket d'un entrelacs de Hopf

a/
ot ”w\ - %
0 C )
/ i\ {‘. / f
St % M/ w// E\.../
rectification de o par et par -
e, P %
. // x ‘,f § £ i
d’apres P :< / f//,f t >= A< Cﬂ >4+ 471 < /{ \f-/ > (1)
é,,zw/f L K/
AW ' Yan!
. . /A -
rectification de 3 par [ (_ | et par (\,/ﬁfu!

rectification de v par f - et par Y
g&“/’f (% (\d[ &\/

galité (1) devient alors successivement
T > = 4(4<w%>+41<g\w; J+ AT A< O >+A7 <00>)

Lé

< e

< 5%21/ >= A -4 — A7)+ 14+ 1+ A72(A72 — 4?); finalement
<

d.

L
PRt

%/{\i/j > ‘4 4

Propriétés du polynéme bracket : Pour tout diagramme, le bracket existe
et il est unique. Le polynéme bracket est invariant pour les transformations 1

3 . 4 (cf Ille)



V. TOURAEV

2. Polynome de Jones

a. Définition : Le polynome de Jones est défini pour les entrelacs orientés. En
chaque point d’intersection apparent on observe la composante du dessus, il y
a deux cas de figure (a) et (b). On leur fait correspondre respectivement les
nombres +1 et -1. La somme de tous ces nombres ainsi obtenus en tous les points
d’intersection apparents est noté w(D).

3 ¢
Y4

/
\f

h4
figure a : a4y 1 figure b /N -1
gure a g/ \ + gure / Y

Le polynome de Jones est par définition :

(=AY Dy « D>

b. Exemples : Pour le noeud de tréfle D on a:

i/"m%
/
w(D)=3
D <D>=—-A"— 4734 A7
polynome de Jones : A™4 4 A~12 — 4716,
L’image de D dans une réflexion par
D’ rapport a un plan est D'; on a :

w(D') =3
(D) > =—A"5— A3 L AT
polynome de Jones = A* 4 412 — 416,

Remarque : pour le nceud trivial le polynome de Jones est égal & 1.

c. Propriétés : Le polynome de Jones est invariant par les transformations 1
2 ., 3 , 4 (cf III2). Il constitue un moyen simple de distinguer les nceuds
ou de reconnaitre leur trivialité.



PLAIDOYER POUR UNE DIDACTIQUE EXPERIMENTALE
DES MATHEMATIQUES

Georges GLAESER

Nous publions ici le texte d’une conférence prononcée par G. GLAESER en 1990 a Puniversité

du 3% dge de I'Université Louis Pasteur de Strasbourg.

C'est en 1971 que je me suis lancé dans 'aventure que je vais relater. Pour
différentes raisons, j’'ai été conduit a accepter le poste de directeur de I'Institut
de Recherche sur I’'Enseignement des Mathématiques. Je n’ai accepté ce poste
qu’a la condition qu'il s’agisse réellement de Recherches sur Penseignement des
mathématiques car depuis trés longtemps j’avais un certain nombre de doutes
sur la justesse des idées que des journalistes et d’autres personnes encore moins
compétentes proféraient sur la facon d’enseigner les mathématiques. Comment
se forme et se construit chez enfant ou chez l'adulte la compréhension des
mathématiques? Voila I'énigme qui m’a toujours intrigué au cours de ma vie et que
je voulais aborder autrement que par du bavardage et des opinions toutes faites.
En matiere de sciences, j’ai horreur des opinions. Que des gens disent : “Je
crois que...” et cela ne m'intéresse plus; par contre, s’ils ont des raisons de penser
ainsi ou des preuves ou des arguments & avancer, alors je suis prét i écouter. Quand
Madame Rika ZaARrAI nous dit qu’elle a une opinion sur la maniere de traiter le
sida, je m’en fiche!

Ce n'est pas par hasard que je cite cet exemple, parce que je veux, pour introduire
mon sujet, faire un rapide paralléle entre la médecine et la didactique, entre la
santé et l'enseignement.

Il'y a 200 ans, la médecine n’était qu’un énorme corpus de “connaissances” écrit en latin, bien sur,
et les personnes qui réfléchissaient réellement sur les différentes questions se rendalent compte
qu’il y avait des choses justes et des choses fausses. Mais on n’avait pas les moyens de faire
vraiment le tri. Cet état de fait a duré jusqu’a la Révolution Pastorienne. Alors seulement
on a commencé & savoir avec des preuves expérimentales qu’elles étaient les causes de certaines
maladies; on a découvert les microbes, ... Tout cela a donné un coup de fouet au progres médical.

Et si nous sommes loin aujourd’hui d’avoir résolu tous les problémes médicaux, il faut reconnaitre
que la Révolution Pastorienne a accompli un bond considérable,

Depuis tres longtemps, des gens étudient et enseignent les mathématiques. Il est
certain que quand un professeur intervient aupres d’un éléve, c’est towjours pour
l'aider a comprendre; mais parfois il commet des maladresses qui empéchent
I’éleve de comprendre. Cela est malheureusement fréquent (de méme qu’il est
fréquent qu’en médecine il y ait des médicaments contre-indiqués). Mais il arrive
encore plus souvent que lorsque le professeur explique, 1'éléve croit comprendre

© L’OUVERT 66 (1992)
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G. GLAESER

alors qu’il ne comprend pas réellement. Les connaissances se perdent dans un
brouillard et le bilan final s’avere globalement négatif.

Nous en étions la en 1971. Malgré les travaux de I'école de Geneéve, nous en avions
assez des opinions de personnes souvent incompétentes (ou compétentes dans
d’autres secteurs que 'enseignement des mathématiques ou que les mathématiques
elles-mémes). Nous avons alors entreprit un travail de pionniers. Nous avons
cherché & poser des questions intéressantes et & y répondre non par des opinions,
mais par des preuves capables de trancher les débats.

Nous avons été les premiers surpris des résultats obtenus. Il y a d’abord les
questions de difficulté et de facilité : il y a des points enseignés qu’éleves et
professeurs estiment faciles. Sur d’autres points, ils disent : “C’est difficile”, mais
personne ne sait pourquoi.

On peut demander a des instituteurs qui enseignent depuis de nombreuses années
une certaine question a des éleves de méme age, dans les mémes conditions, si telle
notion passe bien ou non. Mais méme dans ce cas, le résultat n’est pas fiable. Il est
donc nécessaire de s'interroger sur ce qu’est et ce qui fait la difficulté ou la facilité
d’une question et comment on peut étre stir du résultat obtenu.

La deuxieme question porte sur le “je sais faire”. Vous interrogez un éleve qui vous
annonce : “Ca y est, je sais le farre”. On pourrait croire que sur la question, son
apprentissage est terminé. A-t-il raison ou non? A ce sujet je vais vous donner un
exemple d’une expérience faite a I'LR.E.M. auprés d'un groupe de parents d’éléves
qui a suivi pendant une année, un cours hebdomadaire sur les mathématiques
dites modernes. Ces parents se sont plaints de ce que leurs enfants ne savaient
plus calculer alors qu’euz avaient appris et savaient! A PLR.E.M. nous avons donc
organisé une petite séance ou nous avons donné vingt minutes pour compter un
nombre d’objets inférieur & cent. Il s’agissait de compter le nombre de triangles de
la figure ci-dessous. Sur la quarantaine de parents présents, personne n’a trouvé
et les résultats étaient tres dispersés.

Dénombrer des objets n’est pas toujours facile! Il ne

faut pas compter deux fois le méme et il ne faut pas
en oublier. Sur cet exemple un mathématicien “voit”
que le résultat est un nombre divisible par 5. Or, de
nombreuses réponses ne satisfaisaient pas & ce critére!

Tres souvent, quand on demande & un professeur si les éleves savent telle notion,
la réponse est du type : “Ouwi, je le leur ai appris”. Mais comment savoir si un
apprentissage est achevé, si un acquis est stable, c’est-a-dire si dix ans apres il en
restera quelque chose? On sait bien que sur la masse des connaissances que tout
un chacun a appris, certaines notions sont entrées par une oreille et sorties par
I"autre.
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Proposez a un enseignant de soumettre tel exercice a ses éleves et demandez
lui d’estimer, a priori, la durée de la résolution chez ces éléves. En dehors des
problemes que les enseignants ont déja donné, ils ne sauront pas répondre ou
répondront au hasard. Tout simplement parce que lendroit ot se trouve la
difficulté n’est pas le méme pour 1’éléve et pour le professeur.

Ce que plusieurs années de recherches nous ont appris, c’est que les apprentis-
sages sont extrémement longs (en tout d’ailleurs et pas seulement en mathéma-
tiques). Un apprentissage dure en général vingt ans. On passe un bac sur une
question, avec une excellente note, sans avoir compris le fond de la question. Tout
le monde n’a que des connaissances partielles plus ou moins approfondies. Je me
suis livré personnellement a une introspection pour me rendre compte que javais
commencé a comprendre la notion de racine carrée vers sept ans en lisant Jules
VERNE et que je n’avais pas tout a fait fini de la maitriser vers trente-cing ans. Il
est vrai qu’il y a beaucoup de choses que j’ai apprises en les enseignant, ce qui est
le cas général.

Il y a un autre phénomeéne que nous avons découvert et qui est contraire & toutes
les intuitions : c’est le phénomene de 'incubation. Par exemple, a la fin de I'école
primaire on apprend & faire des multiplications. On en fait encore des révisions
en 6° Puis en 5% en 4° en 3° on ne fait plus d’apprentissage systématique de la
multiplication; les éleves en font au hasard de leurs besoins en mathématiques ou
ailleurs. Or, on a remarqué que, si sur un test en 6° la réussite a la multiplication
est ridiculement faible, sur ce méme test en 3¢ la réussite est pratiquement totale!
Cette expérience met en évidence le réle du temps nécessaire a la digestion des
notions enseignées.

Je voudrais maintenant vous présenter quelques aspects du genre de recherches que
nous effectuons a 'LR.EM.. Bien que nos travaux aient concernés et concernent
lenseignement des mathématiques du primaire au supérieur, pour me faire bien
comprendre de I'assistance d’aujourd’hui, je vais parler d’'un ensemble de travaux
de recherches qui portent sur un sujet que l'on enseigne au tout début de I'école
€lémentaire et qui semble ridiculement facile 4 un adulte éduqué. 11 s’agit de ce
qu’on appelle les problémes additifs. Un probleme additif est bati sur le modele
suivant : il y a deux données (des entiers de un ou deux chiffres) et la solution
s'obtient soit en les additionnant, soit en les soustrayant. Par exemple : “J’avais
tant de billes, j'en gagne tant, combien en ai-je?...”. On pourrait croire que ce
genre de probleme est de résolution immeédiate. Eh bien, I'analyse qui en a été
faite initialement par une équipe de chercheurs parisiens sous la direction de G.
VERGNAUD et qui a été reprise par bien d’autres équipes, a apporté des résultats
tout a fait inattendus et on est loin d’avoir résolu toutes les difficultés afférentes &
ce type de probleme.
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Voici quelques uns des exercices proposés :

1.— Isabelle a des billes dans sa main
gauche et dans sa main droite.

En tout, elle a 13 billes dans ses mains.
Dans sa main gauche, elle a 2 billes.
Combien de billes a-t-elle dans sa main
droite?

2.— Denis joue une partie de billes.
Avant la partie il avait 5 billes.
Durant la partie il perd 2 billes.
Combien de billes a-t-il apres la par-
tie?

3.— Dominique joue une partie de
billes.

Apres la partie il a 14 billes.

Durant la partie il a gagné 3 billes.
Combien de billes avait-il avant la par-
tie?

4.~ Florence a des billes dans sa main
gauche et dans sa main droite.

Dans sa main gauche, elle a 1 bille.
En tout, elle a 3 billes dans ses mains.
Combien de billes a-t-elle dans sa main
droite?

5.— Serge joue une partie de billes.
Durant la partie il perd 11 billes.
Avant la partie il avait 13 billes.
Combien de billes a-t-il apres la par-
tie?

6.— Bruno joue deux parties de billes.
Il joue une premiere partie puis une
deuxieme.

A la deuxieme partie, il perd 7 billes.
Apreés ces deux parties, il a gagné en
tout 3 billes.

— Que s’est-il passé a la premiere
partie?

7.— Christophe joue une partie de
billes.

Au cours de la partie il gagne 12 billes.
Apres la partie il a 15 billes.

— Combien avait-il de billes au début
de la partie?

Ce dernier exercice est considéré comme difficile, mais le plus difficile qui n’est
pas résolu par des éléves de troisieme, est le n° 6. A titre d’anecdote, au cours
d’un repas auquel assistaient des collegues agrégés d’allemand, on m’a demandé
la nature de mes travaux; je les ai expliqués en donnant cet exercice qu’ils n'ont
pas su résoudre, mais c’était & la fin d'un repas bien arrosé!

Ces problemes ont pourtant l'air d’étre tous batis sur le méme modele. Je vais
donc maintenant tacher d’expliquer ce qui rend leur difficulté tres variable.

Les différents nombres qui interviennent correspondent soit & des états (E), soit a
des transformations (T'). Il y a des problemes du type E;.T.E £, un étet initral suivi
d’une transformation (“il gagne ou il perd”) suivi d’un état final. Les questions du
premier type qui demandent E; connaissant F; et T sont les plus faciles et sont
résolues des 7 ans. Les difficultés augmentent si on donne Ej et T et qu'on demande
E;. (Au bout d'un ou deux ans, on n’observe plus de différences de difficultés.)

10
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Il y a maintenant des problemes du type .E.E.E.. Par exemple : “Dans mes deuz
mains j'ar diz billes, j’en ai trois dans la main droite, combien en ai-je dans la
main gauche?”. Enfin, il y a des problémes du type .T.T.T., par exemple : “J ai
des billes, a la premiere partie j'en ai gagné 5, a la deuxiéme partie j’en ai perdu
3, combien en ai-je gagné en tout?” Ce dernier probleme est tres difficile et arréte
les enfants car ils disent : “Je ne peux pas faire, je ne sais pas combien il y en
avait au début (!)”. Les enfants ont beaucoup de mal & imaginer la situation car
ce ne sont pas des billes qu’ils ajoutent ou retranchent mais des transformations
(des gains ou des pertes) de billes.

On pourrait d’ailleurs compliquer a loisir ce type de probléme en inventant quelque
chose du genre .T.T(T').T, ou T(T) est une transformation de transformation, du
style : “A la deuxieme partie, il a gagné 3 billes de plus qu'a la premiere ...”
Ces problemes treés concrets sont cependant d’un niveau d’abstraction que seuls
quelques rares éléves peuvent atteindre en college. On comprend alors la nécessité
d’étre bien au fait de ce type de résultats pour pouvoir proposer des exercices
gradués aux éleves.

Je voudrais maintenant vous présenter 1'une des premieres théses qui fit date car
ses conclusions infirmaient radicalement les opinions courantes. Elle fut soutenue
par Jean-Paul FISCHER en 1979. Dans sa thése, il s’adresse & des enfants qui entrent
en CE 1 et qui n’ont jamais étudié la soustraction en classe. Il fabrique pour eux
trois types de problemes; dans deux des cas il s’agit du type E;.T.E ¢ et il faut
trouver soit E (le probleme est alors noté E.T.E;), soit E; (et on le note E.T.E;)
dans le troisieme cas il s’agit du type E.E.E.

)

Pour la passation de ces tests, il y avait 128 éléves qu’on a interrogés individuelle-
ment en deux séances et auxquels on lisait 'énoncé aussi souvent que nécessaire.
L’éleve disposait de matériel, billes, cartons ... pour répondre. L'expérimentateur
prenait d’autres précautions pour que chacun des éleves soit dans les mémes condi-
tions de passation et le plus a 1'aise possible . .. 18 problemes ont été posés & chacun
en croisant selon les groupes 'ordre des problemes. Cela a nécessité deux apres-
midi en début d’année.

Une partie des résultats est présenté sur le tableau page 12. Une case noire
représente une réussite a 'exercice. Chaque ligne représente un élove et les éleves
ont été classés d’apres le nombre total de réussites. La réponse juste est toujours
la différence des deux nombres indiqués au haut du tableau et on remarque que
chaque exercice apparait toujours sous deux formes suivant 1'ordre dans lequel sont
introduites les données.

Dans la partie inférieure du tableau, une cinquantaine d’éleves qui n'ont obtenu
aucune réussite. Dans la partie supérieure, une structure triangulaire met en
évidence la difficulté croissante des exercices de type ET.E¢, E.EE.. ET.E;,
et a l'intérieur de chacun de ces types, 'augmentation des difficultés avec la taille
des nombres qui interviennent.

11
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Bien stir, il peut y avoir des réussites usurpées (I'éleve répond juste par hasard),
mais cela n’enleve rien a l'existence d'une hiérarchie trés nette : tout éleve qui
réussit un exercice ou on recherche 1’état initial, réussit au moins un exercice de
chacun des deux autres types, et tout éléve qui réussit un exercice ou il n'y a pas
de transformation réussit un exercice ot I'on recherche 1'état final.

L’expérience n’est cependant pas finie. Six mois apres, les éléves ont étudié
en classe la soustraction et c’est pourquoi FISCHER reprend la méme expérience
(des problemes analogues et certains identiques). On constate alors un progres
général; certains éleves font des sans-fautes et 1’on peut observer que 'acquisition

de la résolution se fait dans 'ordre ETEy - EEE — ET.E.

Ce fut la premiere expérience ou des esprits critiques parmi les plus sceptiques
a priori reconnurent que FISCHER avait administré une preuve. C'était aussi la
premiere fois ou l'on faisait une expérience diachronique : la hiérarchie mise
en évidence est non seulement une hiérarchie de difficultés mais aussi une
hiérarchie temporelle, qui marque l'ordre ou s'obtient le progres.

A partir de cette expérience on a pu annoncer aux instituteurs qu'ils pourraient
évaluer leurs éleves sur des bases trés précises. Certes c’est un point tres particulier,
mais néanmoins important car reposant enfin sur une véritable démonstration
pédagogique.

Depuis, bien d’autres travaux ont été menés a différents niveaux, sur la propor-
tionnalité au college par exemple, et on s’est rendu compte de I'extréme richesse
des difficultés. Il y a des problemes qui ne semblent différer que par un infime
détail et pour lesquels on observe de trés grandes différences de performance.

La place intermédiaire des exercices EEE est tout a fait imprévue. La plupart des
nstituteurs interrogés a priori sur le pronostic de I'expérience se sont trompés la
dessus.

En conclusion, j'observe avec tristesse les réformes de Uenseignement qui se
succedent, en aboutissant régulierement & des échecs.
Tel fut aussi le sort de la santé publique, lorsque

“la médecine consistait ¢ introduire des drogues qu’on connaissait mal,

dans des corps qu’on connaissait plus mal encore’
{comme I’écrivait plaisamment VOLTAIRE).

Le progres pédagogique ne peut résulter que de I’élimination des opinions
gratuites, réfutées par des expériences conformes aux exigences pastoriennes, et
de la découverte des phénoménes qui accompagnent la compréhension de
ce que l'on veut enseigner.
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DU DIFFERENTIEL AUX EQUATIONS LINEAIRES

Jean-Francois BONNARD

1.— ADDITIONNEUSE DIFFERENTIELLE A CREMAILLERE ET
ENGRENAGE

1) Aspect mathématico-mécanique

Soit un cercle (C') de centre
1 O et de rayon R tangent a
deux droites paralleles ( Dy )
(D) et (D,) astreintes a conser-

ver une direction fixe, celle
(C) du vecteur unitaire 2 . Les

R droites et le cercle roulent
sans glisser les uns sur les

<z autres.

Dans un repere lié a O, toute rotation de (C') d’'un angle ¢ entraine une translation
de —ch? pour (Dy) et de +Rc,97 pour (D,).

S1 au contraire on lie le repere a (D, ), une rotation de (C') d'un angle ¢ entraine
une translation de O de —Rap? et une de (Dg) de —QRgo?. Une autre fagon de

. . . . - ~
le voir est de dire que dans un tel repere une translation de O de [ 7 entraine une

translation de (Dy) de 207 (en méme temps qu’une rotation de (C') de (%) ).

Considérons maintenant un repere fixe (2, ¢, j ). Si (D3) ne bouge pas une
31 -
7

translation de s; 7 de (D7) entraine une translation de 2+ ¢ de O, puis dans cet

. . g “ .
état une translation de s, 1 de (Dj), (D;) restant fixe, entraine une translation de

22 4 de O. Finalement O se déplace de 51—”2&—“51 ¢ quand (Dy) et (Dy) se déplacent

respectivement de sy et s,.

Remarque : Les angles dont il est question sont des angles de la mécanique et
non des angles de vecteurs définis a 27 pres.

(© L’OUVERT 66 (1992)
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2) Application & un mécanisme additionneur

4 -— 4

Figure 1 :
Meécanisme différentiel a crémaillere
et engrenage pour sommation
de deux nombres

La crémaillere 1, animée d’un mouvement de translation dans un guidage fixe
A — A, engreéne avec la roue dentée 4 qui, a son tour, engréene avec la crémaillere
2 animée d’'un mouvement de translation dans un guidage fixe C'. La crémaillere
3 engrene avec la roue dentée 5 tournant autour d'un axe fixe D et constitue
un couple de rotation B avec la roue 4. Le premier nombre a additionner est
proportionnel au déplacement linéaire s; de la crémaillere 1. Le deuxieme nombre
a additionner est proportionnel au déplacement linéaire s, de la crémaillere 2.
Le déplacement linéaire s3 de la crémaillere 3 est proportionnel a la demi-somme
des nombres a additionner s; et so introduits a 'aide des crémailleres 1 et 2,

c’est-a-dire :
81+ 82

2

it

S3 =

Le mécanisme donne la somme des nombres a additionner, en enregistrant l'angle
w5 de rotation de la roue 5 égal a

S3 1

.

s = 5l = 5}{‘(81 + 39),

ou R est le rayon du cercle primitif de la roue 5.
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3) Généralisation pour la somme de 3 nombres

Figure 2 :
Mécanisme différentiel a engrenage
et crémaillére pour sommation
de trois nombres

La crémaillére 2, animée d’un
mouvement de translation
dans un guidage fixe A, en-
grene avec la roue dentée G
qui vient en prise avec la
crémaillere 3 se déplacant
d'un mouvement de trans-
lation dans un guidage fixe
C'. La crémaillere 7 engrene
avec la roue 5 tournant au-
tour d’un axe fixe D et consti-
tue un couple de rotation
E avec la roue 6. La roue
dentée 8, solidaire de la roue
5 (*), vient en prise avec la
crémaillere a double face 9
animée d’'un mouvement de
translation dans un guidage
fixe I. La crémaillere 9 en-
grene avec la roue 10 qui
engrene, a son tour, avec la

crémaillere 4 animée d’'un
mouvement dans un guidage
fixe N. La roue 10 constitue
un couple de rotation F avec
I’élément 1 animé d’un mou-
vement de translation dans
un guidage fixe M.

Le premier nombre a additionner est proportionnel au déplacement linéaire s, de la
crémaillere 2. Le deuxiéme nombre & additionner est proportionnel au déplacement
linéaire s3 de la crémaillere 3. Le troisieme nombre a additionner est proportionnel
au deplacement linéaire sy de la crémaillere 4. Le déplacement linéaire s; de la
crémaillere 1 est proportionnel a la demi-somme des nombres & additionner s,, s3
et sy introduits a 'aide des crémailleres 2, 3 et 4, c’est-a-dire

S92 + 83
—

S7 = Sg =

875 81 =

§1 =

Sg

n
W

+ 84

S

(*) Les nombres de dents z5 et zg des roues 5 et 8 sont liés par le rapport zs = 2z5. La somme
des nombres a additionner figurera sur une échelle spéciale (non représentée sur la figure) qui
enregistre le déplacement de I’élément 1.
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2.— LE DIFFERENTIEL SPHERIQUE
1) Principe

Figure § Figure |

Sur les figures ci-dessus, a tout déplacement rectiligne s;,s,s, on peut faire
correspondre une rotation proportionnelle, respectivement 1, @, s autour d’un
axe (A) situé a la distance R du plan (7).

si=Re1; s=Rep; sa=R .

Les roues 1 et 2 d’axe de rotation A roulent sans glisser sur le planétaire 4.
L’axe OB de ce planétaire tourne de I'angle ¢ autour de A. La piece 3, appelée
porte satellite tourne également de I'angle ¢ autour de A par rapport au bati.
(Remarque : 4 reste libre en rotation autour de son axe par rapport & 3.) Voir
figure 4.

S$1 + s9 + o
_ 19 9:@:@19@9‘

Lt L

2) Représentation schématique

La figure 5 représente schématiquement Parchitecture d’un différentiel d’automo-
bile. L’axe (A) autour duquel tournent les solides 1, 2, 3 est horizontal. Il comporte

17
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2 satellites (repere 4) ce qui ne change rien au principe cinématique mais permet
d’équilibrer les efforts.

N; désignant le taux de rotation du solide ¢ autour de (A) par rapport au bati
(non représenté),
]V] ~+ N2 =2 N3

pignon d'attague

SateHHes

auille de
differentiel

J—

planétaires

arbre de roue

grande couronne

Figure &
Différentiel

Figure 6 Fegure 7
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Figure 8
Mécanisme denté destiné & résoudre
un systeme
d’équations algébriques linéaires

3.— MECANISME DENTE POUR LA RESOLUTION D*EQUATIONS
LINEAIRES

1) Explication de la figure 8 :

Le systeme comporte six différentiels sphériques. Par rapport a ce qui précede, la
“coquille de différentiel” ou porte satellites (notée I pour I'arbre supérieur) au lieu
d’envelopper les arbres des planétaires, passe & I'intérieur de 'un d’entre eux.

La comparaison du schéma original partiel en vue extérieure (fig. 6) avec le schéma
cinématique en coupe (fig. 7) précise les possibilités de rotation des différents
solides.

2) Fonctionnement
a) Principe :

Etant donnée une position de repos quelconque du mécanisme :

Si les arbres d’entrée horizontaux II, IV et VI tournent respectivement des quan-
tités -, <2, S alors les arbres verticaux tournent respectivement des quantités
T, Y,z
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b) Vérification :
e Notations et relations de base :

Notons ¢; la rotation angulaire de l'arbre i. Les rapports de réduction i7 g —
t9,10 — 11,12 sont, par construction, respectivement égaux a a;,as,az; on a donc
les relations :

Y9 P11
— I

- ay ; = dy

bt 2 2o (1)
P8 #10 Y12

De méme, les rapports de réduction 113,14 — 115,16 —17,18 sont choisis respectivement
égaux a 0,5by ; 0,5b; ; 0,5b;. (Le signe des rapports dépend de la position des
deux engrenages.)

D’ou les relations :

-901—3:0,51)1; 3—93320,5522 99_11:0,563 (2)

Y14 ¥16 ¥18

Par ailleurs pour chaque différentiel on a une relation du type (cf. fig. 7)
P2+ o1 =207

e Synthese :

Pour 1’arbre horizontal SUuy érieur. de 'a,uche é dI‘OitG on dédui’c des r@lations
P ’ g "
P I‘(’?’, C é dent es !

C
(3)  p2tor=2pret prt iy =201 =2

d’on
a7 €1

w2 7 = 3(‘5‘ - ¥13)

avec :
(1) ¢r=aips

soit

w2 +a1es + 2013 = ¢
avec

5 by .

(2) P13 = (5 )eus.

D’ou finalement
Y2 +arps + by = ¢

un raisonnement analogue conduit a :

Y4+ a2010 + bap1s = €2

6 + azprz + b3pis = c3.
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Comme d’autre part les rapports de réduction 1y 5,73 4 et 75 ¢ valent 1 et que les
engrenages 1, 3, 5 sont solidaires de ’axe x, les engrenages 8, 10, 12 de l'axe y et
14, 16, 18 de 'axe z, les trois équations précédentes s’écrivent aussi :

T+ ay+biz =
T+ ayy + bz = co
x4 azy + b3z = c3.

Références :

Figures 1 -2 - 8 :
Les mécanismes de la technique moderne, Tome 3, par I. ARTOBOLEVSKI aux
éditions de Moscou (MIR).

Figure 5 :
Dictionnaire encyclopédique LAROUSSE.

GAGNEZ UN ABONNEMENT GRATUIT POUR UN TIERS

Les mesures anglo-saxonnes réservent bien des surprises. Il est assez naturel
de mesurer la grosseur des aiguilles & tricoter par leur diametre en millimetres.
On pourrait penser que les anglais utiliseraient des huitiemes de pouce, a la

rigueur; mais non!

L’appareil ci-dessous permet la conversion des mesures millimétriques en
mesures anglaises et vice-versa, en introduisant et en coingant l'aiguille dans
la fente oblongue. Chaque type de mesure est donné sur 'une des deux faces
de 'instrument.

Trouvez une formule mathématique simple permettant de passer d'une des
mesures a l'autre.
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LA GRANDE SAGA DES CALENDRIERS

Jean LEFORT

7.— UN SYSTEME ORIGINAL : LES CALENDRIERS MAYAS
1) Généralités

I est bien naturel que le Soleil ou la Lune, voire les deux a la fois réglent le
temps. Ce sont les deux astres les plus voyants et leur divinisation dans toutes les
civilisations en faisait facilement des gardiens de Iordre du monde, souvent mari
et femme. Batir un calendrier sur leur cycle somme toute assez régulier, était et
est dans 'ordre des choses. Mais on sait que d’autres astres ont été divinisés. Nous
avons vu le role de 1’étoile SIRIUS dans le calendrier vague égyptien. Nous croyons
que tous les lecteurs ont des notions suffisantes du panthéon gréco-romain pour
savolr que toutes les planetes visibles a 1'ceil nu ont recu chacune les attributs
d’un dieu ou d'une déesse. Le mouvement presque erratique des planétes dans le
ciel ne pouvait que leur concéder des qualités surnaturelles; planéte vient du grec
TAaveTes qui signifie “errant”. Dans une civilisation reposant largement sur une
économie agricole et vivant sous un ciel clair, on pourrait imaginer que n'importe
quelle planéte puisse étre & la base d’un cycle du calendrier. Seul le cas de Vénus,
chez les mayas et les azteques, s’est vu confier un tel role parallélement & une année
scolaire de 365 jours et une “année religieuse” de 260 jours.

La civilisation maya s'épanouit entre le 4° et le 10° siécle puis déclina jusqu’a
Parrivée des espagnols, tandis que la civilisation aztéque ne commence vraiment
qu’au 13° siecle. Il est donc fort probable qu’il ¥ a eu emprunt des aztéques aux
mayas, d’autant plus que lors du déclin de la civilisation maya, la période dite
mexicaine des 11° et 12° siecles se caractérise par une forte interpénétration avec
les cultures tolteques et azteques. Nous nous contenterons d’étudier ci-aprés les
calendriers mayas. Rappelons que ceux-ci utilisaient une numération de base vingt
avec un zéro. La numération est presque de position et c’est pourquoi nous écrirons
les nombres sous la forme 11.5.2 pour signifier 11 x 202+ 5 x 20 + 2 = 4502 chaque
fois que nous aurons a donner un exemple concret tiré de I'archéologie maya.

2) Le calendrier religieux

Il est basé sur deux cycles, 'un de 13 'autre de 20 jours, ce qui donne & ce
calendrier une durée de 260 jours pour “I'année religieuse”. Le cycle de 20 jours
est matérialisé par les 20 noms de jours suivants qui sont des noms du panthéon
maya au symbolisme tres complexe :

© L’OUVERT 66 (1992)
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LA GRANDE SAGA DES CALENDRIERS

1 IMIX 6 CIMI 11 CHUEN 16 CIB

2 IK 7 MANIK 12 EB 17 CABAN
3 AKBAL 8 LAMAT 13 BEN 18 EZNAB
4 KAN 9 MULUC 14 IX 19 CAUAC
5 CHICCHAN 10 OC 15 MEN 20 AHAU

Le cycle de 13 est matérialisé par les nombres de 1 a 13, 13 étant un nombre sacré
car dans la mythologie maya il y a 13 cieux.

S1 X est un des 20 noms et « un élément du cycle de 13, toute date de 'année
religieuse s’écrit «X. On note x le numéro associé a X tel qu’il ressort du tableau
ci-dessus (1). Augmenter la date d’un jour revient a augmenter «, le coefficient, et
r le numéro de jour, d’'une unité, modulo 13 et 20 respectivement.

o

@
: ﬁ Exemples de dates
i
®
13 CHUEN 4

dans le calendrier religieux

Dans le fond, le cycle de 20 jours fonctionne un peu comme notre cycle des 7
jours de la semaine, le coeflicient correspondant au quantiéme du mois; la grande
régularité du calendrier religieux maya permettant d’éviter de préciser le nom du
mois; c’est comme si il n’y avait qu'un vendredi 13 par an, toujours & la méme
place!

3) Le calendrier vague :

Il est basé sur 18 “mois” de 20 jours, le tout complété par 5 jours, ce qui donne un
J ) 1 J » €€ q

total de 365 jours. Les jours de chaque mois sont numérotés de 0 & 19 (et de 0 & 4

pour les 5 jours complémentaires). Les mois se succédent dans 'ordre suivant (on

donne entre parentheses la date du premier jour du mois dans notre calendrier,

pour une année ordinaire, au moment de la conquéte espagnole) :

1 POP (16.7) 8 MOL (3.12) 15 MUAN (22.4)
2 U0 (5.8) 9 CHEN (23.12) 16 PAX (12.5)

3 ZIP (25.8) 10 YAX (12.1) 17 KAYAB (1.6)
4 ZOTZ (14.9) 11 ZAC (1.2) 18 CUMHU (21.6)
5 TZEC (4.10) 12 CEH (21.2)

6 XUL (24.10) 13 MAC (13.3) 19 UAYEB (11.7)

7 YAXKIN (13.11) 14 KANKIN (2.4)

Chaque mois avait une signification trés précise, les 5 jours I’UAYEB étant des
jours “fantomes” maléfiques. Sans entrer dans la symbolique et la mythologie

(1) Alors que I'année religieuse commence le 1 IMIX, les noms des jours étaient associés aux
nombres de 1 & 13 en partant de CABAN et en allant jusqu’a MULUC.
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mayas, pas toujours entierement élucidée, remarquons que 'on n’a jamais trouvé
de représentation d’UAYEB car ces jours de malheur ne devaient pas étre nommés.

Une date dans le calendrier vague s’écrit 3 You £ est un entier de 0 & 19 (de 0 &
451 Y est UAYEB) et ¥ le nom d’un “mois”. On note y le numéro associé a Y
(comme dans le tableau ci-dessus). Le principe est donc analogue & celui de notre
calendrier, ot l'on écrit “25 janvier” (f Y') ou bien 25.01 (8 vy).

4) Le cycle calendaire

Les mayas eurent l'idée de réunir I'année religieuse et I'année vague. Une date
quelconque s’écrivant alors aX Y (« est le coefficient, X le jour, # le quantieme
et Y le mois). Le plus petit commun multiple de 260 et 365 étant 18980 = &35_3_6_5_7

on obtient ainsi un cycle calendaire de 52 années vagues ou de 73 années religieuses.

8 ﬂ " { 7o
ﬂlg A :Hl % Exemple de date

854 YB dans le cycle calendaire
13 AHAU 18 CUMHU

Il est clair que parmi toutes les combinaisons aX Y seule le cinquiéme d’entre-
elles sont possibles. L’ensemble de ces combinaisons possibles est déterminé par la
donnée d’une seule, l'origine du cycle calendaire, par exemple. Pour vérifier que
deux dates aX3Y et o’ X'S'Y" sont compatibles, il suffit de vérifier que :

2’ — 2 =p6"— B modulo 5.

En effet, z et § prennent tous les deux vingt valeurs différentes en augmentant
d’une unité chaque jour. Les différences z' —z et 5’ — A sont identiques modulo 20
(donc modulo 5) tant qu’on ne franchit pas les 5 jours néfastes ’UAYEB. Mais
ces 5 jours ne modifient pas la congruence modulo 5.

De fagon tres symbolique, en raison des significations divines attribuées aux quatre
mots qui composent cette date, le jour 4 AHAU 8 CUMHU (2) a été retenue
comme origine des temps et donc d'un cycle calendaire. Il est alors intéressant
de calculer les dates du calendrier religieux qui correspondent au premier jour
de chaque année vague du cycle calendaire. Comme il faut ajouter 17 jours & 8
CUMHU pour obtenir 0 POP (12 jours & CUMHU et les 5 jours 'UAYEB), on
obtient en représentation numérique : ([8+ 1713 [20+17]20) = (8,17), c’est-a-dire
8 CABAN 0 POP. Si maintenant nous ajoutons 365 jours pour trouver 'année
suivante, comme [365]15 = 1 et [365]50 = 5, il suffit d’ajouter 1 au coefficient et 5

(2) Dans la mythologie maya, les nombres sont divinisés. Nous avons vu que AHAU est associé
a 4 et il représente le soleil. CUMHU est associé au mais, or, le mais est représenté par le dieu
“8”. N’est-ce pas l& un choix hautement symbolique sur les sources de la vie?
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au jour pour obtenir la succession des “porteurs d’année” :

8 CABAN 0 POP
91IK 0 POP
10 MANIK 0 POP
11 EB 0 POP
12 CABAN 0 POP
13 IK 0 POP...

En partant de CABAN et en comptant les jours de 5 en 5 on n’obtient que ceux
indiqueés, a savoir CABAN, IK, MANIK, EB. Ces 4 jours sont d’ailleurs ceux
associés au premier jour de chaque mois, mais bien sir avec des ccefficients «
différents.

5) L’ére maya

Le cycle calendaire joue un role analogue a celui de nos siecles. Encore faut-il choisir
une origine des cycles calendaires. Comme tous les peuples, les mayas choisirent
une origine tres lointaine dans le passé, environ 3100 ans avant notre ére.

Depuis cette origine tres reculée, les mayas comptent non pas les années mais

les jours regroupés en “année de compte” de 360 jours. N’oublions pas, pour

comprendre ce fait, que les 5 jours d'UAYEB ne doivent pas étre nommés, mais

que cela ne les empéche pas d’exister. Au demeurant ceci ne doit pas tellement

nous choquer puisque chez nous, les financiers utilisent une année réglementaire

de 12 mois de 30 jours. Une date dans I'ére maya sera donc écrite, par exemple :
8.14.3.1.12 1 EB 0 YAXKIN (3)

qui est lue : 8 baktuns, 14 katuns, 3 tuns, 1 uinal, 12 kins.

N’oublions pas qu'il s’agit d’une numération en base 20: le nombre des “années de
compte” est donné par les trois chiffres : 8.14.3. soit 8 x 202 + 14 x 20 + 3 = 3483,
auquel il faut ajouter 1.12 c’est-a-dire un “mois” et 12 jours, ce qui conduit & un
total de 3483 x360+1x20+12 = 1 253 912 jours. On peut vérifier que ce décompte
est compatible avec une origine située lors d'un 4 AHAU 8 CUMHU pour aboutir
alEBO0O YAXKIN :

1253 912 =66 x 18980 + 1232
= 66 cycles calendaires et 1232 jours

1232 =3x365+137

= 3 annees vagues et 137 jours.

Par ailleurs 4 AHAU 8 CUMHU et 1 EB 0 YAXKIN s’écrivent numériquement
4;20;8;18 et 1:12;0:7. Nous pouvons négliger les cycles calendaires qui ne modifient

(3) Cette date a été choisie comme exemple car c’est la plus ancienne date attestée dans la
civilisation maya.

o
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pas la date; ajouter 3 années vagues revient & augmenter le ccefficient de 3 et le
jour de 3 x 5 (modulo 13 et 20 respectivement) d’ou :

4;20:8;18 + 3 années vagues = 7;15;8:18.
Pour ajouter les 137 derniers jours, remarquons qu'il manque 12 jours pour
atteindre UAYEB et 5 jours supplémentaires pour atteindre le début de I'année
vague (0 POP) soit au total 17 jours; on peut donc écrire :

7;15;8;18 + 137 jours = 7;15;8;18 + 17 jours + 120 jours
= [24]13; [32]20;0; 1 + 120 jours
= 11;12;0; 1 4+ 120 jours
= [131]13;[132]50; [120]20; [1 + 120/20]
=1;12;0;7.

Il est regrettable pour 'archéologie que les mayas n’aient pas gardé cette facon
de compter mais l'aient progressivement abrégée, d’abord en supprimant les
“baktuns”, I'unité la plus élevée, puis les “katuns”, ce qui était la situation a
Varrivée des espagnols. Ne jetons pas la pierre & cette civilisation, nous écrivons
bien 2-2-92 au lieu de 2 février 1992 ce qui est une abréviation qui correspond a
la méme démarche.

6) L’intervention de Vénus

La révolution synodique de Vénus, c’est-a-dire le temps nécessaire pour que Vénus
et la Terre se retrouvent dans la méme position relative par rapport au Soleil est
de 583,921 376 jours. Dans la pratique cette durée oscille entre 580 et 587 jours
en raison de l'excentricité des orbites.

La valeur moyenne de 584 jours est une bonne approximation et les mayas ont di
étre frappés par la coincidence extraordinaire de ce nombre avec leur calendrier
584 x 65 = 37 960 = 2 cycles calendaires
c’est-a-dire que tous les deux cycles calendaires, non seulement Vénus reprend la

meme position dans le ciel mais encore le fait-elle & la méme date.

Cause ou effet 7 Il se trouve que la date 1 AHAU du calendrier religieux est associée
au lever héliaque de Vénus, aussi les mayas voudront-ils prévoir le retour du lever
héliaque de I'étoile du berger a cette méme date. Ayant remarqué que la durée de
584 jours est un peu trop forte, ils aboutirent & une correction de 24 jours en 301
périodes de 584 jours, ce qui donne la valeur moyenne de 583.920 266 jours pour la
révolution synodique de la planete. C'est une valeur excellente. Ces 24 Jours sont
répartis de la facon suivante :
Comme 61 x 584 = 137 x 260
et 57 x 584 - 8 = 128 x 260

les mayas vont oter 4 jours quatre fois de suite toutes les 137 “années religieuses”
puis ils oteront 8 jours au bout de 128 “années religieuses”. Il apparait ainsi un
nouveau cycle de 676 “années religieuses” soit de plus de 480 années vagues.
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Toute la civilisation maya reposait sur une conception cyclique du monde. Deux
cycles calendaires c’est plus d’'un siecle ce qui est déja long pour une vie humaine.
Or, les mayas utiliseront une période de 18 cycles calendaires soit 341 640 jours
(pres de mille ans). Ce nombre de jours est & la fois multiple de :

260 durée de “l'année religieuse”

365 durée de I'année vague

584 durée d’une révolution synodique de Vénus

360 durée de 'année de compte

780 durée de la révolution synodique de Mars
9 nombre des dieux de la nuit (4).

Comme toutes les civilisations, les mayas avaient voulu construire un calendrier
aussi rigoureux que possible afin de défier le temps.

8.— CONCLUSION

Arrétons-nous dans notre périple a travers les temps et les peuples. D’autres
pourront compléter ce qui semble leur manquer, en particulier sur le calendrier
chinois traditionnel (5). Mais si nous reprenons notre survol, nous voyons que
chaque civilisation a voulu construire un calendrier qui défie le temps, d'une part
en faisant souvent remonter son origine le plus loin possible dans le passé et un
passé la plupart du temps mythique, d’autre part en assurant une concordance la
plus exacte possible avec le mouvement des astres. La mise en évidence de cycles
a influencé plus ou moins chaque culture. Souvent la complexité I’a emporté pour
asseoir le pouvoir des dirigeants religieux ou civils (ce furent souvent les mémes)
sans que cette complexité apporte un réel bénéfice a ’échelle d’une vie humaine.

Les mesures astronomiques actuelles montrent bien 'inanité de la recherche d’'une
régularité ultime, les mouvements au sein du systéme solaire étant chaotiques a
I'échelle du million d’années. Mais cela n'empéche pas ’homme de toujours essayer
de prévoir son avenir et force est de constater que c’est par la volonté d’obtenir une
mesure du temps de plus en plus rigoureuse que I'accumulation des observations
au cours des millénaires a permis d’établir des valeurs trés précises de diverses
“constantes” astronomiques : année sidérale, année tropique, révolution synodique
des planetes, saros, ...et c’est justement parce que ces divers calendriers ont été
é¢tablis sur des millénaires que les observations ont pu servir d’une civilisation &
Vautre concourant ainsi a I'évolution globale de la pensée humaine.

(4) Ce nombre de 341 640 jours correspond aussi & 11 569 lunaisons de 29,530 640 jours ce qui
est une excellente approximation du retour des phases de la Lune.

(5) Le calendrier chinois traditionnel est un calendrier luni-solaire oti I’on répartit 7 mois
supplémentaires en 19 années qui ont 354, 355, 383 ou 384 jours. Les années et les jours sont
regroupés en cycles de 60. Se superposant & ce rythme mensuel des sections de saisons, les TCHIE-
TCHI (alternativement un TCHIE et un TCHI) correspondant & 24 points du soleil régulierement
réparti sur ’écliptique. Un mois peut comporter de 1 & 3 tchiéchi, un mois supplémentaire ne
pouvant pas comporter de tchi.
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Peut-étre que demain, les hommes s’installant de facon plus ou moins temporaire
sur d’autres planétes, une nouvelle maniere de mesurer le temps deviendra néces-
saire. N'ayons pas la prétention de croire que notre calendrier ou méme notre
civilisation immortels, mais sachons que nous avons notre place dans la construc-
tion de l'avenir de I’humanité.
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LA DIVISION EN BASE b

Raymond SErROUL

Soit b > 1 un entier quelconque. On sait que tout entier z > 0 s’écrit de maniere
unique sous la forme :

(1) T=T,b" T BV g
si ’on impose les conditions

(2) 0<z;<b pour 1=0,...,n et z,#0.

Par la suite, nous noterons ¢ = T,&,—1 - &o l'égalité (1).

Soient # = TpZnp-1- - To €t Y = YpUp—1 - Yo deux entiers (2, # 0, yp, # 0). On
sait qu’il existe un unique couple (g, ) d’entiers qui satisfait

T =qy+r, 0<r<uy.

Nous avons tous appris, dans notre premiere jeunesse, un algorithme qui détermine
les chiffres de g et r a partir de ceux de z et y. Comparé aux algorithmes de
I’addition, de la soustraction et de la multiplication, cet algorithme est complexe
et nécessite une certaine dose d’expérimentation; d’ou sa mauvaise réputation.
Quiconque a essayé de programmer 1’algorithme de la division en base b a éprouvé
de nouveau ces difficultés. Nous allons donc décrire en détail cet algorithme et le
démontrer. En outre, nous verrons quels problemes se posent lorsque 'on passe a
la programmation.

1. La regle du jeu

Nous supposerons que nous ne connaissons que les tables d’addition et de
multiplication en base b. En clair, cela signifie que :

» nous savons effectuer des additions, des soustractions et des multiplications en
base b;

« par contre, nous ne savons pas effectuer de division. Au stade ou nous en sommes,
tout ce que nous nous savons faire, c’est effectuer la division d'un nombre ayant
au plus deux chiffres par un nombre a un chiffre (en ‘lisant a 'envers’ la table de
multiplication).

2. La division en base b

Commencons par nous rafraichir la mémoire. Nous travaillons en base dix. Il s’agit
de diviser z = 1562693 par y = 237.

© L’OUVERT (1992)
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£ y
P N,

r— 1562693237
qy— 1422 . 6593
51 — 1406 TTT7
@py— 1185 . 9192 43 G4
Sq — 2219
g3y — 2133 .

33 — 8 6 3
quy — 711

Ty — 15 2

Division de x = 1562693 par y = 237.

« On recherche d’abord le plus petit entier £ > y formé avec les premiers chiffres
de z. On trouve £ = 1 562.

« On détermine la partie entiere de £/y en posant la question : en 1562, combien
va-t-il de fois 287 % Comme nous ne connaissons que la table de multiplication,
nous ne savons pas répondre & cette question. Nous supprimons alors deux chiffres
4 la fin des deux nombres et nous remplacons la question précédente par la
question : en 15, combien va-t-1l de fois 2 ¢ La réponse ¢; = 7 est trop forte puisque
7 x 237 = 1659 > 1562. On diminue donc ¢; d'une unité; comme 6 x 237 < 1562,
on sait que q; = 6 est la partie entiere désirée.

o On calcule r; = £ — qyy = 140, puis on abaisse le chiffre suivant de z, ce qui
donne s1 = 1406.

o On détermine la partie entiere de s;/y par le méme procédé : dans 14, combien
va-t-1l de fois 2 ¢ La réponse qu = T est trop forte : 7 x 237 = 1659 > 1406. On
diminue donc ¢ d’une unité pour constater que ce n’est pas encore la bonne
réponse : 6 x 237 = 1422 > 1406. Il faut donc recommencer pour obtenir la bonne
partie entiere : ¢ = 5.

o On calcule ry = 81 — gay = 221, puis on abaisse le chiffre suivant de = pour
obtenir s, = 2219.

o On détermine la partie entiere de 2219/237. La question : en 22, combien va-t-il
de fois 2 £ donne une réponse trop élevée pour un chiffre. On commence donc avec
g3 = 9, qui est d’ailleurs la bonne réponse.

o L’algorithme se poursuit : r3 = 5 — ¢3y = 86 et s3 = 863, puis ¢4 = 3.

o La division s’acheve avec ry = $3 — quy = 152.

3. Justification de Palgorithme

L’algorithme de la division euclidienne consiste donc a définir deux suites

récurrentes 7y, ..., Tma1 €6 Sy, ..., Sm ¢
3) Te = Sio1 — Y,
N
S; = bri + Tm—1i, (SO = g)v

ou £ = T, T, est le plus petit entier > y formé avec les premiers chiffres de «
[si—1/y], le crochet désignant la partie entiere.

et ou ¢,
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S0
e i
T~ Tp " Tm Tm—1 """ Top | Y
(7= o
S = brl + Tim—-1
{ Ty = 81 =~ q2Y g = [si—1/y]
S92 = br? + Tm—2

{ "m = Sm—1 — mY
Sm = brm + zg

Tm+4+1 = 8m — gm+1Y

Description de la division en base b.

Théoreme 1.— L’algorithme de la division détermine correctement les chiffres du
quotient. ‘
Quelle information pouvons-nous déduire de (3)? En multipliant par b™~* P'égalité

ri =bri + Tm—iy1 —qy pouri =m,...,0,
b™ r1=§—-qy
pmt Ty = b?‘] + Tm-1 — G2y

b Tm = brm_1 + 21 — qmy

1 Tm+1 = brm + Lo~ dm+1Y

et, en ajoutant membre a membre, on obtient
(4) = (0™ + {/2bm~1 o e )Y+ Tm-1-

Si les ¢; sont des chiffres (c’est-a-dire si 0 < ¢; < b)et si0 < rppaq < y, nous savons
que Pécriture du quotient dans la base b est g7 G-
Commengons par prouver que l'on a

y <& <by.

Posons ¢ = T, " Tmy1, de sorte que € = b + x,,. Vu la définition de £,
nous avons ( < y, ce qui sénonce encore ( < y — 1. Il en résulte que
E<by—1)+b—-1<by—1<by.

La double inégalité y < £ < by montre que ¢, = [¢/y] est un chiffre différent de 0.

Puisque £ = ¢+ 1, nous voyons que 0 < r; < y. De Uinégalité s; = bry + 2,1 <
bly—1)+b—1=by — 1, on déduit aussitét que g, est un chiffre. Une récurrence
facile permet de conclure. []
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déterminer £ = Ty - T ;
q =yl = -y
for : := 1to m do begin

§; = bT‘i + T ;

i1 = [8i/y] ;

Tit+1 = Si — qi+1Y
end ;
end ;

Algorithme de la division (version idéale).

4. Estimation eflicace des parties entieres

Pour estimer la partie entiére [u/v] (en u, combien va-i-il de fois v ?), nous n’avons
droit qu’a la table de multiplication. C’est pour cette raison que nous remplagons
q = [u/v] par une estimation ¢ obtenue en changeant de question.

Décrivons de maniere précise ce changement. Soient u et v deux entiers qui vérifient
0 < v <u < by, de sorte que ¢ = [u/v] est un chiffre différent de zéro.

e Siu et vont le méme nombre de chiffres, soit @ le premier chiffre de u. Si w a un
chiffre de plus que v, soit @ le nombre formé des deux premiers chiffres de w.

« Soit v le premier chiffre de v.

Pour simplifier 'exposé, introduisons quelques notations :

U = Unp+4+1Un " " Ug, V= Up Uy,

(Si v et v ont le méme nombre de chiffres, on a u,41 = 0.) Nous avons donc
U= Unpt1Un et © = v,. Posons encore B = b" et

jdi]

Up—1 Uy, V= TUp_y-" g,

de sorte que u = Bu+uetv = Bv+vavecu < Betv < B.

En ne disposant que de la table de multiplication, tout ce que nous pouvons faire
c’est estimer ¢ = [u/v] par le nombre

(5) (]zmin{b——l, [%}}

Plusieurs théoremes vont préciser la validité de cette estimation.
Théoreme 2.— On a toujours q < q.

DéTTLO?ZStICLtZ'OTL. i Sl g=b~—1 C,GSt t(il’ﬁlillé‘ SU))OSODS alors g = [u/vi. Nous
s
pouvorns écrire

EmBﬁ+ﬁ<Bﬁ+{)—1.

v Bo+ov — B%
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Vu la croissance de la fonction partie entiére, la démonstration sera terminée si
nous prouvons que la partie entiere de (Bu + b — 1)/(B?) est ¢. Pour cela, il suffit
d’établir les inégalités
- Bu+b—1
1= "B

L’'inégalité de gauche est immédiate

<g+1

u Bu Bu+b-1
v Bv Bv

[

eyl

Pour prouver 'inégalité de droite, partons de [u/?] < ¢+ 1, ce qui s’écrit encore
u < (g4 1)v — 1. A partir de la, on a
Bi+b—1<B((g+1)v—1)+b—1
<B(+1)5—1<B(G+1)

sib— B <0, ce qui est vrai lorsque n > 1. Lorsque n = 0, on a v = jug = u,
v=uyvy =0 et B =1, ce qui entraine

DT g

v v

q<

Puisque nous savons que l'estimation ¢ donnée par la formule (5) est une
majoration, nous pouvons reformuler de maniére plus réaliste 'algorithme de
la division : on démarre avec ¢ := ¢, puis on diminue ¢ jusqu'a ce que l'on
obtienne u — ¢ x v > 0. Nous trouvons ainsi ’algorithme que 'on apprend aux
enfants.

déterminer £ = T, T |
so:=¢;
for 1 := 1 to m do begin
g; := estimation(s;_1,y) ;
Ty Sie1 — QY
rectifier(r;, ¢;)
S 1= bri T Tm—i
end ;
Gm+1 = estimation(s,,,y) ;

Tm+1 = Sm — m+1Y
1‘€Ct1ﬁ€1"(7'm+] s dm+1 )

Algorithme de la division (version réaliste).

Cet algorithme utilise la fonction estimation définie par la formule (5) et la
procédure rectifier :
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procedure rectifier(var 7, ¢) ;
begin
while 7 < 0 do begin
lri=r+y;¢:=q-1
end

end ;

La procédure rectifier.

Cependant, ce nouvel algorithme est particulierement inefficace car 'estimation ¢
de ¢ est parfois catastrophique. Lorsque ¢ = 99 et y =19, 0ona g=9et ¢=35. Ce
phénomene n’est pas particulier a la base dix.

En base b, si nous posons 8 = b — 1, 'exemple = = 100 = b et y = 18=2b—-1
montre que ¢ ~ b alors que ¢ >~ -%—b si b est grand. Si nous travaillons avec une
grande base b, il est donc possible que la boucle de la procédure rectifier soit
sollicitée environ % b fois!

Ce sont les tentatives de programmation de la division qui font prendre conscience
de ce probléme. Tant que nous travaillons en base dix, nous utilisons simultanément
'estimation (5) et notre intuition, ce qui nous permet de trouver rapidement la
bonne réponse. Par exemple, pour u = 1462 et v = 237, nous avons ¢ = 6 et
g = 7. Cependant, nous sentons que ¢ = T est une réponse incorrecte. Aussi, nous
essayons tout de suite ¢ = 6, sans passer par ’étape ¢ = 7.

Heureusement, il est possible de départager les bons cas des mauvais :
Théoreme 3.— S1 le premier chiffre de v dépasse —;—b, alors ¢ — q < 2.

Démonstration. — Nous allons démontrer la contraposée
§—q>3 = v<ib
Les inégalités v — B = Bv 4+ v — B et v < B — 1 montrent que
v— B < B.

Nous savons que v > B. Mais v = B implique ¢ = ¢. Par conséquent, nous avons
v—DB>0.

La définition de ¢ montre que ¢ < u/v < (Bu)/(Bv) < u/(v — B). De maniere
analogue, nous avons u /v < ¢+1. En combinant ces deux inégalités, nous obtenons :

u U L1
v— B v

3<q—¢q<

ce qui s’écrit encore

2<14- B <u B _u
v

vva";Bf)-B

1
v— 1
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Sachant que u < bv, nous obtenons enfin

ce qui s’écrit encore o < 3 (b—1). []

Que faire si le premier chiffre de v n’est pas assez grand? Une solution consiste a
remplacer u et v par éu et dv, en espérant qu'un multiple convenable év de v ait
un premier chiffre assez grand. En procédant ainsi, on ne modifie pas le quotient.
Seul le reste est multiplié par 6.

Théoreme 4.— Posons § = [b/(v + 1)]. Alors év a autant de chiffres que v et le
premier chiffre de év est plus grand que % b.

Démonstration. — Tout d’abord, ¢ n’est jamais nul puisque v < b. De la définition
6 <b/(v+1)< b+ 1letdev < B, on tire

bBv LB
vw_*_ h Y
1+0o 140

Sy = 86(Bv+70) <

ce qui prouve que éy a autant de chiffres que v. Il en résulte que le premier chiffre
¢y de v est de la forme

¢1 = 60U + retenue éventuelle provenant de 0.

Cela nous permet d’écrire

c1 > 6v > <_
v 41

5. Le bon algorithme

Si nous prenons la précaution de préparer x et y (ce qui signifie remplacer z et y

par 0z et oy de maniere que le premier chiffre de §y soir plus grand que % b), nous

sommes surs que ¢ = ¢, ¢ + 1 ou ¢ + 2. La boucle de la procédure rectifier sera

traversée au plus deux fois.
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§:=1;
if 2y, < bthen begin
§:=0bdiv (1+y,);
ri=6bx; y:=0dy
end ;
déterminer £ = T, - T ;
sg =& ;
for 1 := 1 to m do begin
q; := estimation(s;—1,y) ;
Tii=Sic1 — iy
rectifier(r;, ¢;)
Si = Z)Ti + Tm—i;
end ;
Gm+1 -= estimation(s,;,,y) ;

"m+1 = Sm — (m+41Y ;
rectifier(rpm41, Gm+1) ;
if 6> 1then r,,41 =2 —qy

Algorithme de la division (version définitive).
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MAXIMALISATIONS D’AIRES DE POLYGONES

(suite)

Albert LENTZ

Rappel :

Les polygones envisagés ont des cotés dont les longueurs sont fixées dans ordre.
Nous nous posons la question suivante : les polygones étant “articulés”, comment
les déformer pour rendre leur aire maximale sil y a lieu?

Nous avons établi précédemment que (voir ‘L’Quvert ' n°63)
1. Un quadrilatere articulé a une aire maximale s'il est inscriptible.

2. Un polygone a donc une aire maximalisée si chaque quadrilatere qu’il définit,
est inscriptible donc si le polygone est lui-méme inscriptible.

3. S’il existe un polygone a n cotés, de longueurs respectives ay, as, . .., a,, alors il
existe un polygone inscriptible dont les cotés ont méme longueur respectivement.

Nous nous sommes posé les questions :

Pour un polygone donné, le procédé de maximalisation fait-il nécessairement avoir
v 3

pour limite un polygone inscriptible? L’aire d’un polygone inscriptible (dont nous

avons prouvé l'existence et 'unicité) est-elle le maximum absolu ?

L’AIRE DU POLYGONE INSCRIPTIBLE EST L’AIRE MAXIMALE

La difficulté vient du grand nombre de variables : les n angles du polygone, liés
essentiellement par la relation de leur somme. Nous ramenerons les polygones
quelconques a des polygones dont 'aire dépend d'un seul angle.

Procédons par récurrence :
L. Le quadrilatére d’aire maximale est le quadrilatére inscriptible.

2. Supposons que l'aire maximale du polygone articulé ayant n — 1 cotés, de
longueurs respectives ay, ay,...,a,-1 est atteinte s’il est inscriptible.

Démontrons qu’il en est de méme pour le polygone articulé ayant n cotés de
longueurs respectives ay, as, .. .. ay.

Soit A1 A4, ... A1 A, ce polygone. Soit x la mesure de l'angle 4, 4,4,_;.
Le polygone A1 A4, ... A,_; a des c6tés de longueurs respectives aj, ao, ..., d,—o

et a(z), o a(x) est la longueur de Ay A4,—1. Il peut étre rendu inscriptible par
hypothese. Son aire est alors fonction de z uniquement.

© L’OUVERT 66 (1992)
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Soit P(x) le polygone A1 A, ... Ap—1 A, dans lequel le polygone A1 Ay ... A, est
rendu inscriptible.

Son aire S est donc une fonction de la seule variable z. S(z) représente donc 'aire
maximale d’'un polygone articulé A; A4, ... A, dans lequel on a fixé ’angle x.

L’aire S(z) est une fonction continue de z : en effet, si O est le centre du cercle
circonscrit au polygone A; A, ... A,—1, la mesure y de 'angle A;OA,, 1 est une
fonction continue de = car on a :

AVAL | = A AR 4 AL AR —2x AjA, X Ap_1 Ay cose

et
AlAi_l = A102 -+ AnmlOz — 2 X AlO X An_lOCOSy.

Mais z varie dans un intervalle fermé [z, ; 2»] inclus dans [0 ; 7]. Donc S(z) a
un maximum qui est atteint pour une valeur z,.

Le polygone ainsi défini est-il inscriptible? Oui! Sinon le quadrilatére A, A, A4, _1 4,
n’est pas inscriptible, donc il peut étre déformé pour I’étre. Mais alors x prend
une autre valeur z'. Son aire prend une valeur supérieure a la précédente, et
S(z") > S(z,) ce qui est absurde.

Il est donc établi que ’aire du polygone inscriptible est 'aire maximale du polygone
articulé.

GENERALISATIONS : CONTOURS NON POLYGONAUX
1. Contour souple

Appelons ainsi une ligne fermée, sans recoupement, de longueur fixée, mais
déformable.

Quelle forme faut-il donner a la ligne pour qu’elle soit la frontiére de la surface
d’aire maximale?

Il suffit de considérer la ligne comme la limite d'une ligne polygonale de méme
longueur, a n cotés (égaux) ou n tend vers I'infini.

La surface d’aire maximale est alors le cercle!
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2. Contour mixte “polygonal-souple”

Appelons ainsi une ligne fermée, sans recoupement, de longueur fixée, composee
de segments de droite et de portions souples. Le résultat s’impose :

portions souples

3. Contour articulé rigide non polygonal, etc

La généralisation compléte pose des problémes physiques de comportement aux
“angles”, a étudier cas par cas.

Appelons “cotés”, toute partie rigide articulée et “corde”, le segment joignant les
extrémités d’un arc.

Si, par exemple, le polygone formé par les arcs ne recoupe pas les arcs, l'aire sera
maximale si le polygone des arcs a une aire maximale. En effet chaque arc définit
avec sa corde un domaine dont l’aire est constante.

Exemple :

corde
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RETOUR SUR LE PROBLEME 14

Ce probleme, qui avait été proposé par D. DuMoNT fait décidément couler

. 2 . * . n
beaucoup d’encre. Il s’agissait de montrer 1'égalité des séries 3. L

n>1 1527 ©F

2n41)?nt? C s s , . .
Y om0 ( ?fl)n —, ce qui a été résolu dans le numéro 62, mais surtout de comparer
les vitesses de convergence de ces deux séries et de voir comment croit la somme

S(z) quand z tend vers 17,

Dans le numéro 63, M. KRIER démontrait la double inégalité

(14+2)%(1—2) s Sle) s (1+a)(1—2a)

Dans le numéro 65, D. DUMONT, reprenant la méme idée que M. KRIER, aboutis-
. 2
. . N . P 1 —_ . 5 .
salt, sans aucune rigueur, a S(z) =~ Ersor en 17, Cependant, il s’interrogeait

toujours sur la nature des restes R,(x) de chaque série pour z fixé.

C’est un plaisir que d’avoir requ pour le présent numéro de ‘L’Quuvert’ cette
démonstration de E. KERN qui acheve presque la résolution de ce probleme.

Soit 0 < z < 1. Posons

. L2 ,
fal=sh+im+t = ga=th+mt
n , n—1)z?"=!

Fale) = g bt B ga(e) = e Bl
ra(z) = f(x) = fa(z) Ry(z) = g(a) — gn(2)

(L(x):m+2x2+--- b(17):;17+3:£3+~--
ap(z) =2z + -+ +na® bo(z) =2+ 4+ (2n — 1)1
ap(2) =a(x) — ap(x) Bulx) = bla) = by(x).
On a

1 ; o

i—m—o‘n(l) Sralz) < an(r)

donc
rp(n) ~ ap(z) quand n — +oc.
Oran(z)=a2(l+22+4+ - -+nz" H=axcd(z)avececp(z) =142+ - +2" =

1"‘1‘”+1

~—, d’ou
ne"tl —(n 4+ 12" +1

(1—x)?

cdn(z) =

© L'OUVERT 66 (1992)
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et par suite

T

an(a:) = m[l e (n + 1).17n -+ 77r.'l7n+1] — -(—]i-—-—x—g[? = (L(.Z')
donc aussi
T zntl ;
an(z) = m[(n +1)2" —na"*] = m[(n +1) — na]
et par suite
g nat!
ro(a) ~ ap(x) ~ S
quand n — +oo.
On a aussi .
Bn(x) < Rp(z) < T 71 % Balx)
donc
R, (z) ~ fn(z) quand n — +oo.
Or ,
bo(z) = %(an(r) — asn(~2)) (partie impaire de as,(2))
b(z) = i(a(z) — a(—z)) (partie impaire de a(a))

donc 3,(z) = %[02,,(:1:) — agp(—a)] = —(1’—3%-2'[(271 + 1) — (2n — 1)2?] et par suite :

n ’2n+1
Rn(x) ~ (Bn(:v) ~ %
quand n — +o0.
Supposons maintenant —1 < z < 0.
On a
T 323 (2n — 1)x2n! 22 4zt 2na
an(T) = + e + +-+
fle) = (s vt e ) Tt e 1+ a2
= —gn(]z]) + 2fn(1'2)
donc ron(z) = —Ryu(|z]) + 2r,(2?). Or
2n 5 2ng?ntl
Ry(|x]) ~ — el =2«
o I 1‘2n+2 mn 1,21)—%1
21, (22) ~ - -
() 1—a? 1— 22
et comme x + 1 # 0 on a aussi
2n pintl 2n p2ntl
ran(2) ~ — 5 (1+a)=—— -
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Par ailleurs on a

2n z*"
ron—1() = [Ty + ron(2)
of 2n+1
; 2n " 5, z
ron(®) ~ ——— =2n 2°" X
1—ua 1—ua
et )
2n x°"
- ~2n 2% x 1
14 a=n
- o
et comme 2= + 1 # 0 on a aussi
9 2n (2n — 1) 2n
r nx 2n T
2n =~
ron—1{x) ~2n 2 (1+1_x)= I

. . +1
En conclusion, si |z| < 1 on a r,(z) ~ “1’2!

Pour g(z) (si =1 < < 0) on peut écrire :

. || 3|a)?
aglar) — — . — s
9 = T m T T+ ap
yoio) = -7 (2n = Djepr!
n T ) = e s 0 4 4 e
g 1+ ] 1+ [z]2n1

et on peut alors écrire

1
7 : < b < _— /- T
'(371(’T[) _Rn(t) - 1+[:l:]2n+1 ﬂfl([Tl)
donc )

2n|z[Pntl 2n g?ntl

1— 22 11— g2

Ry(x) ~ “,Bn(l;l‘,}) ~ —

. . 9 In41
En conclusion, si [2| <1ona Ry(x) ~ 2t

Pour terminer, quelques mots a propos de la conjecture de DUMONT :

Pour démontrer cette conjecture, il suffit de montrer que la fonction h(z) =

(1- :r)Q[ﬂ;ﬂ] possede une limite quand # — 1 — 0 et cette limite est alors égale a
2 \
5 (regle de 'HospITAL).

Un tracé sur micro-ordinateur du graphe de cette fonction donne une fonction
positive décroissante sur [0,1] ce qui démontrerait la conjecture. Toutefois une
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tentative de démonstration de la décroissance de h(z) risque de réserver quelques
surprises.

Signalons enfin que, en utilisant f(z) = g(z), on montre aisément que ’on a

1

S[F(@) + f(=2)] = f(a?)
et on aurait donc

2

flz) ~ 13 % e quand z — 1 -0

et

72 1

flz)~ —— X ——— quand 2 — —1 + 0.

24 (142)?

RETOUR SUR LE PROBLEME 17

Nous avions posé la question de savoir si on pouvait trouver une partition de N*
en trois parties A;, Ay, Ag avec 4;{[ka;]/k € N*}. Nous avons recu la réponse
négative suivante de A. TROESCH :

Solution (de M. TROESCH) :
Il n’existe pas de partition (4, B,C) de N* telle que

A = {[nd]ln e N*}, B = {[nb]|n € N*},C = {[nc]|n € N*}

ou a, b, ¢ sont des nombres réels strictement positifs.

On peut procéder comme dans la démonstration géométrique de M. ADELMANN
pour les partitions en deux sous-ensembles :

a) En posant a = %,B = %,7 = '15 et Ay = (ka, k3, kv) on montre ainsi que
k€A <= 3neN"tel que [Af, Arsq] rencontre le plan X = n

k€ B <= dn € N* tel que [Ay, Apyq[ rencontre le plan ¥ = n
k€ C <= 3n e N tel que [4x, Ag11[ rencontre le plan Z = n.

Il en résulte encore que & (resp. 3, resp. v) est la densité asymptotique de A (resp.
B, resp. C') et par conséquent que a + 3+~ = 1si (4, B,C) est une partition de
Nx. L’ensemble des («a, 8, v) pour lesquels (A, B, C') est une partition est donc un
sous-ensemble du triangle Ty :

X+Y+Z=1,X2>0,Y>0, Z>0.

b) Considérons le cube fermé Crin,p de coté 1, dont les faces sont paralleles aux
plans de coordonnées et dont le sommet le plus proche de 'origine est (m, n, p). Le
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plan X +Y +Z = m+n+p+2 coupe ce cube selon un triangle Ty, , ,. Sila droite
t — (ta,tf,ty) rencontre ce triangle alors [Ay, Amynipt2[ coupe m plans X =z,
n plans Y = j et p plans Z = [, 1,7,[ étant entiers. Il en résulte que le segment
(A1, Apmtntpta] est contenu dans une réunion de m +n + p + 1 cubes C; ;;. Par
conséquent il existe k € N* k< m +n+p+2tel que Ay et Apy; appartiennent
a un méme cube et par suite k n’appartient ni a A, ni a B, n1 a C.

(m+1np+1)  (mn+1p+1)

En ramenant par homothétie de centre O les triangles T, ,, dans le plan
X +Y + Z = 0 on constate que ’ensemble des («, 3,7) correspondant a une
partition de N* est le complémentaire dans Ty de la réunion des ensembles F
suivants :

Fr = U Tr,n,n,p

m>0,n>0,p>0,
m-+n-+p+2=k

s, I : . P ~
ou Ty, , , est le triangle ayant pour sommets

1 m+ 1 1 m 1 m + 1
e 5 n , . 5 n-4+11, ) n+1
m+n-t+p+2 P+l m-+n-+p-+2 p+1 m+n+p+2 P

. ; k . .
Pour terminer montrons que | J;,_, F; contient le triangle T}’ de sommets

1 1 1 1 1 k-1
1

k41 E_1 E4+1 1 k41

(Ce triangle tend vers Ty lorsque & tend vers 'infini.) C’est vrai pour k = 2 : dans
ce cas le triangle se réduit au centre de gravité du triangle constituant F.

Supposons que ¢’est vrai pour k et montrons-le pour k+ 1. D’apres I'hypothese de

récurrence seuls les triangles de Fj.; ayant un sommet sur le bord de T, seront

utiles (triangles externes). Nous allons montrer que les triangles externes de I}, et
1

o sl
Fiy1 recouvrent T} -
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Considérons Ty, Ty 1, T{, Fi. et Fry1 en projection dans le plan Z =0 :

Y
. - : ey Hachures : F} (k=4)

S | Tirets : Fryq

Les sommets de T} , sont dans les triangles de Fj4; situés dans les coins. Pour
les autres triangles, par exemple le long du bord Y = 0 les positions relatives des
triangles de T}’ ; et de T} sont les suivantes :

avec d > (-,1; - ;Llﬁ) = TIL%?T)

et d' > 7;-(7;1;_3-)—

Doun=d > k(k1+1) 2 (k+1)](k+2) - ’1:1[1‘ B "'iz
et { =d~ iy 2 e 2 T R

Le résultat en découle étant donné la symeétrie du
probleme :

k+1
T]il_*_l C U Fi.
=2

7 (s @] . . . ;. .
Par conséquent | J;_, Fi contient tous les points intérieurs du triangle Tp. Cet
ensemble contient aussi les points rationnels des cotés du triangle ce qui est
cohérent avec le résultat concernant les partitions en deux sous-ensembles de N*.

PROBLEME 18
Enoncé (proposé par Ph. ARTZNER)

Aux instants 1, 3, 5, ..., 103, on retourne successivement les 52 cartes (26 noires
et 26 rouges) d’'un jeu préalablement battu. On a le droit de déclarer au plus une
fois, a I'un des instants 0, 2, 4, ..., 102 : “Je parie que la prochaine carte sera
rouge’. On gagne si elle l'est effectivement, on perd sinon — ou si 'on n’a choisi
aucun instant. Quelle stratégie maximise la probabilité de gain?
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Solution

Nous avons re¢u deux solutions, une de I'auteur et une de M. Krigr. Celle que
nous présentons ici fait la synthese des deux : elle emprunte & la premiere une idée
permettant de supprimer tous les calculs et a la seconde un langage dans lequel la
présentation est grandement facilitée.

Commengons par quelques définitions. Une suite sera un mot (éventuellement
vide) formé a l'aide des deux lettres R et N, figurant chacune au plus 26 fois. Une
suite est complete si elle a 52 lettres (26 lettres R et 26 lettres N). Une stratégie
S est un ensemble de suites tel que toute suite complete s’obtient en rajoutant des
éléments a la fin d’une et une seule suite de S. Jouer la stratégie S consiste &
laisser retourner les cartes jusqu’a ce que la suite des cartes apparues figure dans
S et a annoncer alors “rouge”. (Si cette suite est complete, on parie apres avoir
vu la derniere carte, c’est-a-dire que 'on ne parie pas du tout.)

Le résultat est le suivant : toute stratégie formée de suites non complétes
est optimale, et donne une probabilité de gain égale & un demi. En effet,
une telle stratégie S étant fixée, la probabilité de gain est Y .o p(s) g(s) ol p(s)
est la probabilité qu’a le tirage de débuter par s et g(s) la probabilité de gagner
en annongant “rouge” une fois la suite s apparue. Il serait facile d’expliciter p(s)

o __26—7(s) R : -
et g(s) (par exemple g(s) = m), mais il est plus simple de remarquer
que g(s) est aussi la probabilité, une fois la suite s apparue, que la derniére carte
du paquet soit rouge. La somme Y sesP(s)g(s) s'interprete done aussi comme la
probabilité d’avoir une carte rouge en derniére position, et vaut 1/2.

PROBLEME 19

Enoncé

Soit C' un ensemble convexe borné, fermé du plan. Peut-on construire un parallélo-
» P b
gramme P inclus dans C' tel que I'aire de P soit supérieure ou égale & la moitié de

Vaire de C'?
Indication

On peut toujours choisir le parallélogramme de facon que ses quatre sommets
solent sur le bord de C.

PROBLEME 20
Enoncé

Calculer

P
S
— nl(p —n)!

et en déduire > . Z-2",

n>0 e
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PROBLEME 21
Enoncé (proposé par D. DUMONT)

Soient 2n écolieres qui partent en promenade quotidienne en rang deux par deux
et souhaitent changer de voisine chaque jour. Trouver un algorithme qui fasse en
sorte qu’en 2n — 1 jours chacune ait eu pour voisine chacune des autres une fois et
une seule. (Ce probléme s’apparente au probleme dit “des écolieres de Kirkmann”.)

Congrés “MATh.en JEANS”
les 11, 12,13, 14 avril 1992, au Palais de la Découverte

organisé par PAssociation “MATh.en JEANS”
et le Palais de la Découverte

Mdéthode d'apprentissage, “MATh.en. JEANS” met en place un microcosme de recherche
mathématique dans les établissements d’enseignement secondaire, en prenant en comple toutes les
dimensions des métiers de la recherche.

o les éléves panticipent, sans sélection préalable ;
@ ils cherchent, découvrent, prouvent et démontrent, communiquent ;
& Pactivité de recherche, favorisée par 'enseignant, est dirigée par un ma thématicien professionnel.

Pour la 3™ année d’existence de “MATh.enJEANS”, les lycéen(ne)s et collégien(ne)s, de France
et de I'étranger, présenteront leur travail pendant quatre jours : expositions réalisées sur place, dans
des stands (sur le modéle des exposcientes), courtes “conférences”, discussions avec des
mathématiciens et le public.

Samedi 11 avril : une Conférence inaugurale Sujets traités par les “équipes” de recherche :

présentera Pactualité mathématique de quatre Des animaux et des maths,
themes géométriques ; le conférencier, Automates et langage,
M. Marcel Berger, Directeur de 'Ecole des Brachistochrone,
Hautes Etudes Scientifiques (IHES) est un Cabri-Géometre,
brillant popularisateur des mathématiques. Constructions mécaniques,
Dimanche 12 avril : afin de donner au public Empilements de sphéres,
la possibilité de voir les éleves en situation de Espaces a plusieurs dimensions,
recherche, une simulation sera effectuée par une Euler-Poincaré,
dizaine d'éleves : un sujet de recherche leur sera Géométrie du pixel,
proposé en début de journée, et un bilan sera tiré Hydres,
en fin de journée. Pendant la joumée, le public Infini,
pourra assister (en direct-live ) au travail des Maths et musique,
éleves. Nombres p-adiques,
Lundi 13 avril - réservé aux congressistes (le Polyedres,
lundi, le Palais est fermé au public). Rigidité structurelle,
Mardi 14 avril : les mathématiciens de Sommes de carré€s,
“MATh.en JEANS” se joindront aux éléves. Tablettes babyloniennes, etc.

Pour tout renseignement complémentaire sur le Congres, pour vous y inscrire, contacter 'AMel :
AMel / Lycée Racine / 20 rue du Rocher / 75008 Paris ou & AMel : (1)42 003229
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