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NOTRE COUVERTURE :
Heinrich WEBER, portrait extrait du livre qui lui est consacré a
I'occasion de son soixante-dixieme anniversaire (Festschrift -
5 mars 1912).
Voir l'article de N. ScHappacHER et K. VOLKERT qui ouvre ce
numeéro.




EDITORIAL

Un responsable de 1'education nationale frangaise constatait récemment 1’¢tat de delabrement de
I"éducation nationale et affirmait la necessite de repenser " enseignement des sciences.

Je voudrais a mon tour m’inquiéter de la montée de |'mcuiture scientifique, parfois jusqu aux plus
hauts sommets. et souhaiter la revalorisation de la formation scientifique, initiale et continue.
Indiquons quelques objectifs souhaitables de cette formation scientifique. notamment en
mathématiques, au travers de quelques exemples.

Cette formation doit étre une formation 2 la rigueur. Cette rigueur exercée dans la classe de
mathématiques. doit pouvoir étre utilisée hors la classe de mathematiques, dans des situations non
mathematiques.

Récemment un responsable du systéme éducatif évoquait un taux d’absentéisme de 12% chez les
enseignants. Pour excuser cette information inexacte déclarée dans un établissement public, devant
des cameéras de télévision, le responsable répondait qu’elle avait été faite dans un cadre privé. Ce
méme responsable indiquait plus tard, dans un émission radiophonmique publique, que les enseignants
du primaire avaient été revalorisés de 180% et ceux du secondaire de 100%. Il faut donc dire et
redire que la rigueur ne se divise pas . elle ne se limite pas a certains domaines, quelques spécialités
scientifiques ou a la classe de mathématiques en laissant le manque de serieux, le mensonge ou la
malhonnéteté aux autres domaines. La formation a la rigueur doit aider a ['analyse des discours, des
problémes et de leurs solutions et participe ainsi a la formation du citoyen. Ce n’est pas le recours
malheureux aux statistiques qui donne de la rigueur a un discours, mais la précision des faits, des
arguments et des raisonnements qu’il expose. '

La formation au raisonnement et a la logique devrait étre un autre objectif de I’enseignement des
mathématiques. Cette formation, comme la formation a la rigueur, déborde l'enseignement des
mathématiques. lllustrons I’intérét de cette formation sur des exemples non mathematiques.

L enseignement des sciences physiques a été supprimé en 6™ et 5% bar le ministre de 1’éducation
Jospin. Son conseiller de 1'époque déclare mamtenant qu’il faut revaloriser I'enseignement des
sciences expérimentales dés le primaire. La réforme des lycées, mise en place par M. Jospin, avec
notamment la suppression de la serie C et la modification des horaires et des coefficients des
mathématiques, vient de s’achever en 1994, Or voila que le méme conseiller declare que le second
degré est « le systéme le plus en panne du pays » et annonce une prochame réforme des lycees. Une
meilleure formation nous permettrait sans doute de mieux comprendre la logique et les raisonnements
qui animent ces réformes.

Un autre objectif important de la formation est d’ «entrainer les ¢leves a la pratique de la
démarche scientifique, en développant conjomntement des capacites d expérimentation et de
raisonnement, d’imagination et d analyse critique » , tel que le précisent les intentions majeures des
actuels programmes officiels de mathématiques de lycee. Mais un specialiste des sciences de la
terre. devenu speécialiste en histoire des sciences puis grand specialiste des problemes de 1"éducation
déclarait - « comme tout est enseigne avec une vision mathématique, de maniere logique et
dogmatique, on ne developpe pas I'espnit d imagination ni la faculte d"adaptation. »

Et cette observation montrant que la realité est contraire aux intentions doit nous rendre bien triste,
triste s opposant a allégre comme on ["aura compns.

Richard Cabassut.



HEINRICH WEBER : UN MATHEMATICIEN A STRASBOURG,1895-1913"

Norbert SCHAPPACHER (Strasbourg), Klaus VOLKERT (Heidelberg)

Er ist eine schmiegsame und doch wie-
der energische Natur und besitzt eine
wunderbare Fahigkeit, leicht in ihm zu-
nichst fremde Auffassungen cinzudrin-
gen, so z.B. in die Riemannsche Funktio-
nentheorie und die Dedekindsche Zah-
lentheorie. Diese seine Anpassungsfahig-
keit hat es ihm ermdoglicht, auf fast allen
Gebieten unserer Wissenschaft in den
letzten Dezennien mitzuarbeiten und die
umfassenden Lehrbiicher, den Weber -
Wellstein, den Riemann — Weber, die Al-
gebra zu schaffen, die wir alle kennen
und benutzt haben.

[Klein 1926, 275

Il est d’'une nature flexible et en méme
temps énergique et il a une capacité
merveilleuse de s opproprier des points
de vue qui lui sont a priori étrangers,
par exemple la théorie des fonctions a
la Riemann et la théorie des nombres
& la Dedekind. Cette faculté d’adapta-
tion lut permit de contribuer a presque
tous les domaines de notre science
durant les derniéres décennies et de
créer les ouvrages importants que nous
conmaissons tous et que nous avons
tous utilisés, tels le Weber-Wellstein,
le Riemann-Weber, [’Algebre.
[Trad. N. Sch.]

On n’a plus 'habitude aujourd’hui de ces savants qui arrivent a couvrir dans
leurs travaux la quasi-totalité des spécialités de leur discipline, et méme si les
mathématiques & I'époque de Dlactivité de Heinrich Weber, c’est-a-dire entre
1866 et 1913, n'étaient pas encore aussi riches et ramifiées que maintenant, les
mathématiciens universalistes contemporains de Weber se comptent facilement
sur les doigts d’une main. Et le plus universaliste de tous, David Hilbert (1862~
1943), & la différence de Weber, réalisait ses multiples exploits en découpant sa
vie professionnelle en périodes bien séparées, allant jusqu’a oublier ses travaux
antérieurs chaque fois qu'il attaquait un nouveau domaine de recherche. De vingt
ans plus jeune, Hilbert fut I'un des éleves du professeur Weber a I'Université de
Kénigsberg (aujourd’hui Kaliningrad). Et quand Weber, a 'age de 53 ans, quitta
sa chaire & Gottingen pour venir a Strasbourg en 1895, Hilbert, 33 ans, devint son
successeur, et domina bientot non seulement les mathématiques a Gottingen, mais
celles du monde entier. Le rapport entre les deux collegues, bien qu’extrémement
amical, fut donc inversé. Ceci ne s'explique pas par Uage de Weber. En effet, cette
constellation — qui marqua pour beaucoup la période strasbourgeoise de Heinrich
Weber, comme on le verra — n’exprime qu’un principe qui semble s’étre répété

*  Version préliminaire d’une contribution a ouvrage collectif “Sciences et cultures -— Les trois
universités de Strasbourg 1872-1945”, en préparation. Tirage: December 3, 1997.
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plusieurs fois dans la vie professionnelle de Weber. Tel le serviteur fidele et respecté
d’une grande maison, il ne manqua ni de zele, ni d’initiative, ni de succes, ni des
meilleures qualités humaines et professionnelles — mais dans chacun de ses grands
projets sa contribution se plaga au service, et donc dans I'ombre, d’un collegue ou
d’une institution. Ceci peut expliquer le fait que, malgré la tres grande richesse
et I'importance des travaux de Weber, aucun recueil de ses ceuvres n’a jamais été
publié.

Parmi tous les mathématiciens allemands du siecle dernier, Heinrich Weber fut
celui qui changea le plus souvent de poste [Lorey 1916, 72, note], comme en
témoigne le tablean biographique en annexe. Mais malgré toutes ses pérégrinations
et malgré le fait qu’il était naturellement un médiateur entre collegues ou écoles
divergents, il était plus étroitement associé a deux réseaux de mathématiciens:
I"école de Konigsberg” d’une part et les mathématiciens ‘du Sud de I’Allemagne’
de l'autre. Ce dernier groupe se distingue moins par Porigine de ses membres
que par son opposition au réseau des mathématiciens prussiens, dirigé jusque
dans les années 1880 par les mathématiciens berlinois, en particulier par Karl
Weierstrass. Ceci n’empéche pas que Weber fut en méme temps I'un des héritiers
en matiere d’algébre et de théorie des nombres du mathématicien berlinois Leopold
Kronecker, et ce fut Weber qui rédigea l'article nécrologique sur Kronecker pour le
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung [45] et les Mathematische
Annalen [46].7 Ces Mathematische Annalen, fondées sous la direction de Clebsch
4 Gottingen en 1868, furent le journal mathématique du réseau des ‘Allemands
du Sud’ et Weber y collabora comme membre du comité éditorial. Le plus grand
héros mathématique de Felix Klein et de son groupe fut Bernhard Riemann. Apres
la mort subite de Clebsch (successeur de Riemann a Gottingen, et premier leader
du groupe) en 1873, ce furent Richard Dedekind et surtout Weber qui prirent en
charge I'édition des ceuvres de Riemann, en y incluant des parties importantes du
Nachlass scientifique de Riemann.

Le réseau des ‘Allemands du Sud’ gagna finalement Géttingen, qui tomba
définitivement sous le controle de Klein & partir de 1892, année décisive du fait du
départ de Hermann Amandus Schwarz a Berlin comme successeur de Welerstrass,
et de arrivée de Marburg & Géttingen de Heinrich Weber. La ville de Gottingen
(Hanovre) avait ét¢ incorporée & la Prusse en 1866, et devint ainsi vers la fin du
siecle, sous la régie d’Althoff dont Klein fut un des conseillers les plus importants,
le centre d une nouwvelle politique prussienne pour les mathématiques et les sciences
naturelles qui reléga Berlin au deuxitme plan. Le départ de Weber de Gottingen
pour Strasbourg en 1895 peut donc s’interpréter comme la création d’une antenne
alsacienne du réseau qui dominait alors les mathématiques en Allemagne.

I Les renvois de la forme [**] se rapportent & la liste des publications de Weber donnée en annexe.
— Dans son article sur Kronecker, Weber livra ce qui devint par la suite le dictum le plus cité de
Kronecker: “Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.” [46,
p. 15] (C'est le Bon Dieu qui a créé les nombres entiers, tout le reste est I'ceuvre de Phomme.) —
La bonne relation de Weber avec les berlinois est attestée aussi par le fait que son nom figure a
plusieurs reprises sur les listes retenues pour les postes & pourvoir & Berlin, voir [Biermann 1988,
pp. 306, 312, 315].
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En véritable universaliste, Heinrich Weber noua et suivit de nombreux contacts a
Strasbourg, au-dela des cercles mathématiques. Ils sont reflétés dans la Festschrift,
cette collection tres riche et variée d’articles que ses amis lui dédierent en 1912 et
que nous évoquerons vers la fin de cet article. Nous discuterons aussi plus en détail
Iouverture de Weber vers enseignement des applications des mathématiques
et des mathématiques élémentaires. Deux autres entreprises, tributaires d’idées
développées & Goéttingen — d’une part sa contribution au programme de recherche
sur le douzieme probleme de Hilbert et en fait la plus grosse partie du troisieme
tome (1908) de I'Algebre de Weber, et d’autre part le projet de la création
d’une faculté technique & I'Université de Strasbourg —— ne furent finalement pas
couronnées de succes et assombrissent donc le bilan des 18 ans que Weber passa
4 Strasbourg. Un assombrissement analogue frappa sa vie privée, avec la mort de
sa femme en 1902. Sa fille qui s’occupait depuis du ménage, mourait a son tour en

1909.

L’arrivée a Strasbourg.

De multiples raisons personnelles disposerent Weber a quitter Gottingen pour
Strasbourg. Strasbourg est assez voisin de son Heidelberg natal.? Son salaire effectif
y était plus élevé qu’a Gottingen au début, surtout parce que les impots en Alsace
étaient en 1895 encore nettement inférieurs & ceux de Prusse.® Une de ses filles,
Lina Weber-Holtzmann, était mariée a Strasbourg.

A son arrivée, Weber fut recu par une Kaiser-Wilhelm-Universitidt (KWU) qui
$’était créé une bonne réputation générale, surtout par le nombre important
de jeunes professeurs dynamiques recrutés lors de la premiere vague au milieu
des années 1870. La composition du Mathematisches Seminar au début de la
KWU avait été faite suivant les conseils de Kronecker. Celui-ci avait proposé a
Roggenbach, pour les trois chaires initialement prévues, de contacter les analystes
Emil Friedrich Prym et Elwin Bruno Christoffel, ainsi que le géometre Theodor
Reye. Tous les trois avaient collaboré & I'Ecole Polytechnique de Ziirich (avant la
période zurichoise de Heinrich Weber). Les deux derniers vinrent effectivement a
Strasbourg. Avant l'arrivée de Weber, & partir de 1'été 1875, le Mathematisches
Seminar de Strasbourg fut marqué par une tension entre Christoffel et Reye.
Christoffel se retira de plus en plus des affaires du séminaire et demanda finalement
sa retraite en 1894, libérant ainsi le poste. Weber semble avoir fait 'unanimité de

2 Voir ADBR AL 103, No. 244, 855-858, Math.Nat.Fak. & Kaiserlicher Statthalter, 29/10/1894:
“In Géttingen ist er [Weber] schwerlich schon so festgewurzelt, dass er unter giinstigen ausseren
Verhiltnissen nicht gerne nach seinem heimatlichen Siiden zuriickkehrte.” —— Ceci est confirmé
par NSUG, Klein Nachlass XII, 209, Weber & Klein, Stragburg, 5/5/1895: “Der Frithling ist hier
wundervoll und wir iibersehen von unserer hohen Warte weithin die Gegend i Bliithenschmuck.
Das ganze Leben ist leichter und siidlicher als in G[6ttingen] und ich wiinschte nur, noch einige
Jahre jiinger und genuffiahiger zu sein.”

3 Voir ADBR AL 103, No. 789, Weber a Kaiserlicher Statthalter, 27/3/1909.

1 Corriger l'erreur dans le répertoire [Scharlau 1990, 243} olt on trouve 1892. (En 1892, Christoftel
se cassa le bras, ce qui lui causa des douleurs persistantes.} ~— Aussi, dans [Scharlau 1990} ne
sont pas non plus mentionnés les professeurs extraordinarius Georg Roth (un alsacien), Fugen
Netto (1879-1882) et Carl Schering (1882-1889) — voir [Wollmershiuser 1931, 661f].
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la mathematisch-naturwissenschaftliche Fakultdt a Strasbourg pour la succession
de Christoffel. A part Reye, Weber trouva comme collegue mathématicien a son
arrivée Adolph Krazer, professeur extraordinarius, c¢’est-a-dire sans chaire, éleve
de Prym.®

Les mathématiques, ainsi que université en général, étaient tres bien équipées a
Strasbourg depuis Pouverture du Palais Universitaire en 1884, tant du point de vue
des salles/bureaux, que de la bibliotheéque du Seminar et de sa collection de maque-
ttes géométriques. On y formait entre 30 et 60 étudiants de mathématiques.® Ceci
continua avec la participation de Weber. Ainsi en 1899, quand les mathématiques
appliquées devinrent un sujet d’examen reconnu par la Priifungsordnung, les
mathématiciens de Strasbourg furent parmi les premiers a se doter d’une salle de
dessin des 1899, faisant écho au développement parallele & Gottingen.” Le contact
entre Weber et Reye semble avoir été cordial.®

Pourtant le nouvel appartement des Weber dans la Goethestrafie ¢était apparem-
. . . . v, e . [$
ment moins beau que celui qu'ils avaient habité & Géttingen.”

Terminons ce paragraphe en décrivant brievement I'évolution du personnel mathé-
matique a Strasbourg sous 'influence de Weber. Un poste de protesseur ‘extraor-
dinarius’ était occupé par I'alsacien G. Roth, remplacé par J. Wellstein, un éleve
de Weber, en 1904. A. Krazer fut remplacé en 1902 par Disteli, puis en 1905 par
H. Timerding et finalement par Richard von Mises en 1909. Un troisieme Extraor-
dinariat fut créé pour L. Maurer dans les années 1896/97. En 1903 Max Simon
fut nommé ordentlicher Honorarprofessor pour I'histoire des mathématiques — voir
[Simon 1909] et [Volkert 1994]. 1l ’agit 1a du premier poste de ce type en Alle-
magne. Comme Privatdozenten nous trouvons J. Wellstein, P. Epstein (1903) et

5 Pour plus de détails sur Phistoire du Mathematisches Seminar, voir [Wollmershduser 1981]

et les dossiers archivaux qu’il cite. Pourtant I'hypothese [Wollmershiuser 1981, p. 62] selon
laquelle la mésentente entre Reye et Christoffel aurait résulté d’un simple malentendu, nous
semble peu convaincante. A comparer par exemple avec la remarque, sans doute relative aux
travaux mathématiques de Christoffel, que Minkowski fait dans une lettre & Hilbert en 188%:
“ .. daf je weiter sich einer von den Wegen entfernt, auf welchen das Gros wandelt, er um so
eher zur Selbstiiberschitzung und Verkleinerung anderer Verdienste verleitet wird.” [Minkowski
1973, 34]

6 Voir [Minkowski 1973, 36] (lettre du 19/6/1889): “In Strafburg sollen sich noch immer
ca. 45 Mathematiker vorfinden. Die dortigen mathematischen Collegienzimmer sind wahrhaft
opulent eingerichtet.” De méme NSUG, Klein Nachlass XII, 209, Weber & Klein, Strafburg,
5/5/1895: “Die Vorlesungen habe ich hente vor 8 Tagen angefangen und bin mit der Zahl der
Zuhérer ganz zufrieden. In den ausgewihlten Capiteln der Functionentheorie habe ich 17 in
der Zahlentheorie 15. Wie die Qualitiit ist, kann ich noch nicht sagen. Das Seminar denke ich
erst heute anzufangen. Die Einrichtungen der Universitat und die baulichen Verhiltnisse sind
vorziiglich. Auch das Seminar gut ausgestattet. Ich hoffe aber, da/? es mir gelingt, das Vorhandene
nach Géttinger Muster auch noch auszuniitzen. Der min.[?] Curator, Ministerialrath Ham[m] ist
mir in Versprechungen sehr entgegengekommen. Hoffentlich halt er auch alles” Pour Pévolution
du nombre d'étudiants, voir [Wollmershiuser 1981, 66].

7 Voir ADBR AL 103, Nr. 993, Weber, Reye, Krazer au Curator, 25/2/1899. Pour Goéttingen
voir [Lorey 1916, P. 247). Voir aussi Particle de Weber [61].

8  NSUG, Klein Nachlass XII, 209, Weber & Klein, Strafburg, 5/5/1895: “Reye habe ich
mehrmals gesehen und er ist mir immer ein lieber und sympathischer Freund.”

9 NSUG, Klein Nachlass X11, 209, Weber 4 Klein, Strafburg, 5/5/1895: “Unsere Wohnung ist
mir recht. Freilich Frau und Kinder miissen in dieser Beziehung viel entbehren.”
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A. Speiser (1911).

Heinrich Weber algébriste.

La création de l'algebre structurale fut 'un des développements les plus radi-
caux dans 'histoire des mathématiques entre, disons, 1870 et 1930. Les travaux
algébriques de Weber (dont en particulier ses recherches mathématiques les plus
importantes de la période strasbourgeoise) se situent non seulement dans cette
phase du bouleversement de l'algébre, mais refletent en eux-meémes la transition,
voire la recherche d’une nouvelle conception de algebre. D’abord, Weber adopta
dans certains articles de recherche 'approche abstraite de Richard Dedekind, le
plus ‘moderne’ des algébristes de la fin du siecle. Ainsi 'article [33] des deux amis
Dedekind et Weber n’est rien moins que acte fondateur de la géométrie algébrique
moderne. Les deux auteurs mettent en place une théorie complete, résolument
arithmético-algébrique, des courbes algébriques.!’ De méme, partant d’un cours
non publié de Dedekind de 1856/57, Weber fut le premier auteur a publier [47] une
discussion de la notion abstraite de groupe telle que nous la voyons aujourd’hui (en
particulier, sans distinction a priori entre les groupes finis et les groupes infinis).!!
Mais ces publications de pointe n’entraient pas aussitot dans la vision de Ialgebre
généralement acceptée!? et Weber lui-méme se montre nettement plus conserva-
teur dans son manuel d’algebre, vraisemblablement pour des raisons pédagogiques.
Par exemple, contrairement, & son article [47], la notion abstraite de groupe n’est
introduite dans le Lehrbuch der Algebra qu'au début du deuxieme tome. Le pre-
mier tome reste plutot proche des modeles classiques de 'époque, tel le Traité des
substitutions et des équations algébriques de Camille Jordan (1870). La refonte
définitive de la discipline devra attendre le jalon marquant de la Moderne Algebra
de B. van der Waerden (1930). Tout ceci est connu et a été bien analysé par les
historiens.!3

Le fait que le Lehrbuch der Algebra ne se situe pas résolument du coté d’une
nouvelle conception de I'algtbre mais porte toutes les marques de la période tran-
sitoire, explique en partie sa trés grande richesse en résultats qu’on ne retrouve plus

10 Tes idées essentielles de Particle sont toutes dues & Dedekind, mais le texte fut entidrement

rédigé par Weber, aprés correspondance et discussions entre les auteurs. Voir [Geyer 1981},
[Strobl 1982}, [Ullrich 1997}, et [Dieudonné 1974, p. 61]. — Des articles mathématiques rédigés
en collaboration sont plutdt rares au 19-2me sidcle: il n’y en a que 12 exemples dans le journal de
Crelle depuis son début (1826) jusqu’en 1899. On y reléve en particulier 2 articles de Rosanes et
Pasch, ainsi que 4 de Frobenius et Stickelberger. Dedekind et Weber collaborérent et se lierent
d’amitité depuis Pédition des ceuvres de Riemann.

I Cet article [47] est un des premiers comptes-rendus de la théorie de Galois publiés en
Allemagne. En ce qui concerne la mise en valeur d’une notion abstraite de groupe, il fut précédé
de onze ans par la contribution [34] de Weber aux Mathematische Annclen 20 (1882), tome qui
contient aussi un article de W. Dyck. Ces deux publications de 1882, bien que moins ‘modernes’
que la discussion de [47] en 1893, représentent elles aussi des étapes importantes vers la notion
abstraite de groupe, voir par exemple [v.d. Waerden 1985, pp. 152-154].

12 [Corry 1996, p. 38] cite pour preuve Particle de Hoélder sur la théorie de Galois, dans
I’Encyclopadie der Mathematischen Wissenschaften de 1898.

13 Voir [Kiernan 1971], [Scholz 1990, pp. 394-398], [Corry 1996, pp. 34-45], [Neumann 1997},
La portée de P'article de Dedekind et Weber est refletée dans les neuf renvois & Heinrich Weber
dans 'index de [Bourbaki 1984} qui ne renvoient tous qu’a cet article.
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dans les maunuels d’algébre aujourd’hui. Ainsi les trois volumes constituent une
formidable “mine de résultats” ' toujours utiles pour les chercheurs d’aujourd’hui.

Un autre aspect de Weber algébriste, qul marqua sa période strasbourgeoise, est
celui de son réle dans le programme de recherche du douzieme probleme de Hilbert,
clest-a-dire dans la théorie de la multiplication compleze, et de ses erreurs. A
peine arrivé a Strasbourg, Weber devait corriger une faute que Frobenius (Berlin)
avait relevée dans la premiere édition du premier tome de son Algebra; en méme
temps il était impatient de se mettre au travail pour le troisieme tome dont le
point culminant est la mutiplication complexe. ! Ce troisieme tome de plus de 700
pages ne parut finalement quen 1908. I1 représente donc eeuvre scientifique la
plus importante de la période strasbourgeoise de Weber, et est incontestablement
une réalisation tout & fait impressionnante de sa vie de chercheur et professeur. Son
contenu ne serait plus classé aujourd’hui dans Ialgebre; on y trouve notamment la
théorie arithmétique des fonctions elliptiques et fonctions modulaires et la théorie
du corps de classes dans son état du début du siccle qu’on doit en grande partie a
Weber. Il avait mis au point sa notion de corps de classes pendant ses premieres
années A Strasbourg .'°

En 1900, pendant la préparation de I'ouvrage, le domaine prit un tournant avec
Pénoncé du douzieme des 23 problemes posés par Hilbert dans sa célebre adresse
an Congres International des Mathématiciens a Paris. Hilbert y conjectura en
particulier que toute extension abélienne d’un corps quadratique imaginaire peut
étre engendrée par des modules singuliers et des racines d’unités, et Hilbert dit
que la théorie de la multiplication complexe développée par Weber, combinée avec
ses propres théorémes sur les corps de classes, devrait permettre de démontrer
cette conjecture sans difficultés majeures — voir [Schappacher 1996] pour plus de
détails. En citant Weber, Hilbert [Hilbert 1901, p. 311] renvoya seulement au livre
3] de 1891 et ne mentionna pas ses articles [56], (57], [60] de 1897-98. Et en 1903
Fueter, éleve de Hilbert, travaillant sur le douzieme probleme, reprit dans sa these

14 Expression utilisée par J.-P. Serre dans une lettre au premier auteur du 16/9/1997. A titre
d’exemples, Serre releve la ‘Bézoutiante’ du tome | (§79), “les sous-groupes finis de GL2 et GLs,
en particulier le groupe simple d’ordre 168, cher & Klein” au deuxiéme tome, et la Tabelle VI
A la fin du troisieme tome (pp. 721{f) donnant les valeurs de certains invariants modulaires —
qui “(autant que jaie pu voir) ... ne contiennent pas d’erreur numérique; un agréable contraste
avec des auteurs plus récents ...7

15 NSUG, Klein Nachlass XII, 209, Weber a Klein, Strafburg, 5/5/1895: “... Dann geht
es wieder ans Ausfeilen der Algebra. Frobenius hat mich aufl einen Fehler im 1%¢" Bande
aufmerksam gemacht, den ich gliicklicherweise noch im zweiten herichtigen kann. Der Beweis der
Irreduzibilitit der allgemeinen Kreistheilungsgleichung (Ste. 419) ist nicht richtig. Es ist drgerlich,
und gut, daf es noch einigermaflen ausgebessert werden kann. Spiter freue ich mich, wieder
mit erneuten Kriften und erweiterten Kenntnissen ausgestattet, in die Complexe Multiplication
zu gehen (Classenkorper).” — Le troisieme tome du Lehrbuch der Algebra est la seconde
édition profondément retravaillée et enrichie du livre [3] de 1891. Notons en passant que la
biographie de Weber par Schoeneberg dans le Dictionary of Scientific Biography omet cette
ceuvre complétement — et copie d’ailleurs la date de naissance incorrecte de [Voss 1914].

16 Voir les articles [56], [57], [60] de 1897-98. La théorie est reprise dans le Viertes Buch du
tome I11 du Lehrbuch der Algebra. La notion définie par Weber joue sur la. décomposition des
idéaux premiers dans le corps de classes, formalisce de facon analytique — ef. [Frei 1989, §5].
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la partie arithmétique de la théorie du corps de classes de Weber sans le citer, en
substituant le mot Strahl i ce que Weber avait appelé Zahlgruppe — volir la note p.
596 du tome 11T du Lehrbuch der Algebra.!™ Weber & Strasbourg se trouva donc en
compétition difficile avee 'équipe de son ami et ancien €leve Hilbert a Gottingen.
Ayant recu la these de Fueter, il demanda a Hilbert d’étre tenu au courant de
Pétat des travaux a Gottingen sur ce probleme. Il est peut-étre significatif qu’il
ne mentionna point dans cette lettre une thése qu'il encadrait au méme moment
4 Strasbourg et qui aurait dii donner une confirmation partielle de la conjecture
de Hilbert.'® Cette concurrence n’était d’ailleurs peut-étre pas facilitée par le fait
que Hilbert lui-méme avait quitté ce terrain de recherche depuis 1900.

La contribution de Weber & la conjecture de Hilbert devrait avoir pour résultat que
les Teilungskiorper, et done les corps de rayon dun corps quadratique imaginaire,
peuvent étre engendrés par des modules singuliers et des racines Q’unités. '? Sl
était vrai, ce résultat serait un pas important vers la conjecture de Hilbert. Mais
cette conjecture et le résultat envisagé par Weber sont faux. Et en ‘démontrant’ son
résultat, Weber rata sa chance historique de corriger la faute de Hilbert rapidement
apres Uénoncé du douzieme probleme. En fait, la fausseté de la conjecture ne fut
constatée qu'en 1914, aprés la mort de Weber, par Fueter (qui avait d’ailleurs
lui-méme contribué aux erreurs a ce sujet).

L’analyse des faux raisonnements de Weber dans son troisieme tome montre tout
un dédale d’erreurs, souvent imbriquées Pune dans lautre, dont la plus sérieuse
est peut-étre la confusion occasionnelle de deux types de corps bien distincts que
Weber appelle tous deux Teilungskorper et dénote par le méme symbole — voir
[Schappacher 1996], avec référence a [Hasse 1926]. On peut rajouter a ceci une
grave erreur que Weber avait cominise et répétée trois fois (137, [5, t. 11, p. 766,
(7)) et [70]) dans ses ‘démonstrations’ de ce qu’on appelle toujours le “T héoréme
de Kronecker et Weber” et qui représente le résultat de base du douzieme probleme

de Hilbert - voir [Neumann 1981, pp. 125-26].

17 Le fait que Fueter ne dit point que son Strahl est un groupe, est utilisé dans [Corry 19096,

pp. 152-154] comme confirmation de la conception semi-structurale de Palgébre chez Hilbert.
Mais Corry semble ignorer les travaux de Weber. Cette origine de la notion pourrait suggérer
une modification de la these de Corry.

18 NSUG, 8° Cod. Ms. philos. 205, 39-40; Weber a Hilbert 4/7/1603: “Lieber Freund! Ich sehe
jetzt etwas Licht vor mir in den Arbeiten, die ich nicht ganz nach eigener Neigung iibernommen
habe, und ich hoffe, in den bevorstehenden Ferien wieder an Dinge gehen zu konnen, die mich
mehr interessieren. Ich mochte mich wieder mit der complexen Multiplikation beschiftigen. Da
ich aber ziemlich heraus gekommen bin, so werde ich mich zunachst wieder einarbeiten missen,
und besonders auch mit der seither erschienenen Literatur nither bekannt machen. Mein heutiger
Brief hat den Zweck Sie zu bitten mir etwas niher die Arbeiten von [hnen und thren Schitlern wu
besprechen(??], die fiir die Theorie des Classenkérpers der quadratischen Koérper von Wichtigkeit
sind. Sie kénnten mir durchaus, wie ich glaube, meine Arbeit wesentlich erleichtern. Ieh habe
neulich eine Dissertation von Fueter bekommen, die mir nach Titel und Inhalt in dieser Beziebung
viel zu versprechen scheint.” - La réponse de Hilbert n'est apparemment pas conservée.
La these sous la direction de Weber fut celle de Daniel Bauer: Uber den Teilungskorper der
elliptischen Funktionen mit singulérem Modul und die zugeborigen IKlassenkorper, Strasbourg
1903.

19 Voir Je tome I du Lehrbuch der Algebra, p. 620, no. 6. Ceci généralise la thése de Bauer.
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Les mathématiciens ont peur des erreurs, troubles-féte dans la science qui réalise le
plus haut standard de rigueur de toutes les disciplines. Mais Uhistoire des sciences
peut gagner & les étudier. Les multiples fautes dans les travaux arithmético-
algébriques de Weber exigent une réflexion sérieuse, méme si elle peut difficilement
étre concluante. Neumann propose, pour erreur qu’il considere, une explication
par l'insuffisance du formalisme algébrique hérité de Kronecker. Pour ce qui est
de la mulsiplication complexe dans le tome III de lalgebre, la psychologie de
la recherche semble plus adaptée pour élucider cette question. Plus précisément,
l'autorité de Hilbert continuait & appuyer la conjecture aprés son départ de la
scene active. Devant cette conjecture Weber se trouvait seul a Strasbourg, en
concurrence avec une équipe mal connue mais jeune et dont il fallait craindre la
résolution compléte du probleme, tandis que lui ne pouvait qu’espérer engranger
son résultat partiel. ..

Passons maintenant aux engagements administratifs que Heinrich Weber assuma a
Strasbourg. Heinrich Weber avait 'habitude de prendre de telles responsabilités. Il
fut recteur adjoint de I'Université de Konigsberg en 1875, recteur de 'Université de
Marburg en 1890/91, président de la Deutsche Mathematiker-Vereinigung en 1895
et en 1904, président du Congres International des Mathématiciens a Heidelberg
en 1904. Et il fut recteur de la KWU Strasbourg en 1900. Le projet administratif
le plus ambitieux — et le plus désespéré — auquel Weber participa a Strasbourg
était:

Le projet récurrent d’une faculté technique pour la KWU.

Dés 1871, Baron Franz von Roggenbach, ‘allemand du Sud’ aussi dans le sens de
son opposition au chancellier prussien, chargé tout de meéme par ce dernier de la
création de I'université allemande & Strasbourg, envisagea une faculté technique
pour rendre I'Université plus attrayante aux yeux de la population locale, supposée
peu attirée par I'idéal de la science pure. Mais des le début aussi cette idée s’avéra
trop hardie, tant du c6té du systéme universitaire ¢tabli en Allemagne, que du
coté de Pacceptation locale — voir [Craig 1984, pp. 64-65].

En 1898, le physicien Ferdinand Braun fut contacté par des industriels de Stras-
bourg et de Cologne pour évaluer des appareils télégraphiques, ce qui fut le
début d’une collaboration qui rappelle, bien que sur une échelle réduite, la fon-
dation, le 26/2/1898 & Gottingen, de la Gdttinger Vereinigung zur Férderung
der angewandten Physik, association de sept industriels avec cing professeurs de
I'Université de Géttingen, avec comme spiritus rector Felix Klein.?” En fin d’année
1899 le projet de la création d'une faculté technique a la KWU revint a lordre
du jour. Il fut alors traité par le recteur Theobald Ziegler (philosophe) avec la
connivence du prorecteur Heinrich Weber et d’autres collegues dont Ferdinand
Braun. Weber fut en contact avec Felix Klein et donc guidé dans cette affaire par
les projets plus larges de Klein en vue d’une intégration des disciplines techniques

20 Pour Braun voir [Hars 1997], pour la Géttinger Vereinigung [Manegold 1970, 168-180].
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aux universités allemandes. Comme ces projets allaient & U'encontre des intéréts
propres des écoles polytechniques aussi bien que de I'idéologie dominante des pro-
fesseurs des universités, surtout mais pas uniquement en sciences humaines, il nest
pas surprenant que les ambitions de Klein échonerent dans un “accord” avec son
adversaire Slaby, orchestré par Althoff, & Gottingen en juin 1900 - voir [Manegold
1970, pp. 213-214].

Il n’est donc pas non plus étonnant de voir le Memorandum fiir die Errichtung einer
sechsten technischen Fakultit an der Kaiser-Wilhelm-Universitit zu Straburg
du 16 janvier 1900 classé rapidement par les instances compétentes a Berlin.
CPest moins étonnant encore si Uon pense aux dépenses considérables quune telle
création aurait engendrées. Toutefois. la question se pose des raisons précises
de l'avortement du projet dans ce cas. John Craig [Craig 1984, pp. 141-145]
interpréte le Memorandum avant tout comme une réaction au projet d’établir
la théologie catholique & la KWU. Il ne dispose pas de document qui établisse ce
lien explicitement, mais il plaide sa these avec beaucoup de conviction. Toutefois,
méme en supposant que le projet de théologie était la motivation principale du
Memorandum, les activités de Klein ailleurs en Allemagne peuvenf, an moins
expliquer pourquoi les strasbourgeois ont choisi le projet d’une faculté technique
pour lutter contre la faculté catholique. A titre d’exemple, peu de temps avant le
projet strasbourgeois, Klein avait tenté de jumeler I'école polytechnique de Breslau
avec 'université de cette ville.

Plus de dix ans apres, le 10/9/1912) le gouvernement du Reichsland Elsaf3-
Lothringen demanda & la KWU de prendre position sur la création éventuelle
d’un Polytechnikum du Reichsland. Cletait en fait le pariement du Reichsland,
le Landtag, qui avait adopté dans sa session du 2 /4/1912 une motion demandant
au gouvernement de lui faire parvenir pour 'année suivante un mémorandum sur
la création d'une école polytechnique en Alsace-Lorraine. Originellement il était
question d’une école polytechnique a Strasbourg. La-dessus le débat du Landtag
fut simple et clair: tout le monde était pour une école polytechnique, les Lorrains
la voulaient & Metz, les Alsaciens & Strasbourg.”!

Nous ignorons les raisons immédiates de cette motion aussi bien que leur suite.
De toute facon la guerre de 1914-1918 aurait compromis tous les plans dans cette
direction. Ce qui nous intéresse ici est la réponse donnée par la KWU. En novembre
1912 une commission fut formée dont les membres étaient les professeurs Braun,
Ehrhard, Ewald, Nowack, Rehm, Sapper, Schur et Thiele. Le 11/12/1912 cette
commission recut un premier texte, rédigé par Thiele en collaboration avee Braun
et Schur et apres consultation de Heinrich Weber (agé alors de 70 ans). Ce texte
fut essentiellement adopté, hormis quelques modifications mineures et quelques
derniers changements rédactionnels faits par Brann.?? Le texte discute deux

21 ADBR, AL 103, Nr. 931. Le proces-verbal du Landtag est relié dans ta Hasse: les documents
ne respectent d’ailleurs pas toujours Pordre chronologique.

22 ADBR, AL 103, Nr. 931. On y trouve les versions A {la rédaction de Thiele, avec les
modifications de la commission) et B, le texte définitif.
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possibilités de lier une école polytechnique avec la KWU: 1) la lockere Verbindung
(liaison lache), selon laguelle les étudiants suivent certains cours a I'université,
de telle sorte que I'école polytechnique puisse se limiter aux cours propres aux
disciplines techniques; II) U'intégration de I’école polytechnique & I'université en
tant que faculté technique de la KWU. Pour le modele I, sont discutés les besoins
des disciplines concernées de la KWU.

Mathématiques: nécessité de créer trois nouveaux postes de professeurs de
mathématiques, chacun avec un poste d’assistant, pour 'enseignement des prati-
ciens.

- Physique: agrandissement de Pamphithéatre, un nouveau poste de professeur

extraordinarius avec assistant.

Chimie: elle se vante de sa proximité avec les besoins de 'industrie, si bien que
les nouvelles responsabilités vis-a-vis d’une école polytechnique pourraient étre
assumées & un prix relativement modique; en méme temps, on souligne le prix
considérable de I’équipement de nouveaux laboratoires de chimie, au cas ol on
envisagerait de doter 1'école polytechnique d’un département de chimie.
Minéralogie/géologie: les conséquences dépendent de l'existence d’une faculté de
metallurgie a I’école polytechnique.

Economie et mati¢res d’intérét général: seulement l'agrandissement de salles de
cours qui a été reclamé depuis un moment.

Pour le modele II, on dresse une liste des instituts techniques indispensables et
éventuels d’une faculté technique. Puis, le reste du texte se lit comme un véritable
enterrement des idées de Felix Klein qui avait toujours voulu intégrer autant
que possible P'enseignement technique aux universités: le projet d’une faculté
technique ne reviendrait pas moins cher que celui d’une école polytechnique liée a
I'université selon le modele I; mais il impliquerait des désavantages liés surtout a la
tres grande diversité des disciplines qu'il faudrait accommoder. Finalement, cette
dernitre partie du texte insiste tellement sur les grands besoins financiers pour la
création d’une bonne école polytechnique, capable de faire face a la concurrence
avec Karlsruhe, qu'on se demande si les auteurs n’étaient pas carrément hostiles
A une école polytechnique & Strasbourg, quelle que soit sa forme.

Heinrich Weber et les mathématiques élémentaires.

La formation des maitres (des futurs professeurs de lycée) fut au centre d’un
grand débat national en Allemagne vers la fin du 19ieme siccle — voir [Lorey
1916, 263-276]. Au niveau universitaire cette formation était de nature résolurnent
scientifique; on ne faisait aucune différence entre les étudiants qui voulaient devenir
professeurs de lycée et les futurs chercheurs. Par conséquent la formation des
maitres était troés abstraite et loin de la pratique de 'enseignement. Felix Klein
critiqua cette situation: le débutant a 'université oublie tout ce qu’il a appris au
lycée parce que les mathématiques universitaires sont sans lien visible avec les
mathématiques scolaires. Ensuite, quand il rentre au lycée comme professeur, il
oublie toutes les mathématiques universitaires parce qu’elles ne lui sont plus utiles.
De plus, I'absence des applications des mathématiques du curriculum des écoles
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(et des universités) fut critiquée au vu des besoins de la nation en ingénieurs et
techniciens qualifiés — voir [Klein 1899] et [Mattheis 1994]. Un des mathématiciens
qui, comme Klein, P. Stickel et A. Gutzier, chercha des remedes. était Heinrich
Weber. Son idée était de créer des cours spéeifiques sur les mathématiques
élémentaires, ¢’est-a-dire sur les mathématiques de lvede approfondies, destinés
aux futurs professeurs, dispensés en sus des cours habituels. Le premier cours de
ce type donné par Weber cut licu & Giefen en 1888; la tradition fut continuée a
Géttingen et a Strasbourg.??

En 1898 le gouvernement de la Prusse établit les mathématiques appliquées
(C’est-a-dire la géométrie descriptive, la géodésie et la mécanique) comme dis-
cipline autonome dans la formation des maltres. Un futur professeur de lycée
était désormais obligé d’étudier trois disciplines: les mathématiques pures, les
mathématiques appliquées et la physique. Mais il manquait aux universités des
enseignants compétents pour les mathématiques appliquées. On finit ainsi par
créer des postes de mathématiques appliquées aux universités — sans pour autant
y créer des cursus pour futurs ingénieurs. A Strasbourg ce fut un poste de pro-
fesseur extraordinarius occupé par H. Timerding d’abord, et ensuite par R. von
Mises.

Le premier tome de I'Encyclopiidie der Elementarmathematik, écrit par H. Weber
lui-méme, est consacré a arithmétique et a algebre, le deuxieme, écrit par Joseph
Wellstein, traite la géométrie et le troisieme, derit par le fils Rudolf Weber (alors
Privatdozent a Heidelberg, plus tard professeur de physique a 'université de
Rostock), s'occupe des mathématiques appliquées. L'idée de Pouvrage était de
rassembler toutes les informations dont un professcur de mathématique a besoin.
Beaucoup de soin est consacré aux questions des fondements: par exemple Weber
lui-méme a créé une théorie élémentaire des ensembles pour y fonder 'idée du
nombre. Il ¢’agit la d’une transformation didactique, en particulier d’idées de
Dedekind. Dans le second tome de | "Encyclopddie der Elementarmathematik
on trouve une longue discussion sur les fondements de la géométrie écrite par
Wellstein. A la suite des propositions de Meran (1905) on discuta beaucoup sur
I'introduction de 'analyse dans enseignement au lycée. En incluant ce theme dans
le tome 1 Weber montra son adhésion aux idées proposées entre autres par Klein.

L’Encyclopéddie der Elementarmathematik connut un succes considérable; elle fut
rééditée quatre fois. L'ouvrage de Weber et Wellstein remplaca les Eléments de
mathématique de R. Baltzer (parus pour la premicre fois au début des anndes
1860) et se trouvait en concurrence avec 'édition allemande (par P. Stickel) des
Eléments d’Emile Borel.

Weber se présente ici comme un homme tres conscient des besoins de son
époque, doté d'un bon sens de la pratique. Ceci devient plus clair si on compare
U'Encyclopédie der Elementarmathematik avec les cours de Klein (Elementarmath-
ematik vom héheren Standpunkt) qui, en réalité, sont assez loignés de la pratique

gr C e . . . . , ,

23 Pour le programme de Weber, voir [65], texte presque identique avee la préface du premier
o

;

tome de I"Encyclopadie der Elementarmathematik [3].
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de lenseignement scolaire. Il faut ajouter que la KWU était la premiére université
allemande & proposer des cours de didactique des mathématiques i ses étudiants.
Ces cours étaient assurés par Max Simon, professeur au lycée de Strasbourg (au-
jourd’hui, lycée Fustel de Coulange) et Honorarprofessor chargé de cours d’histoire
de mathématiques. Il est Vauteur d’un livre sur ce sujet [Simon 1909], basé sur ces
cours a Strasbourg.

Remarquons en passant que Heinrich Weber participa aussi & la fondation de la
grande Encyclopédie der Mathematischen Wissenschaften publiée depuis 1899 sous
la direction de F. Klein et Fr. Meyer. L'origine en ¢tait une randonnée de Meyer,
Klein et Weber dans le Harz (prés de Gottingen) en 1804

La Festschrift pour Heinrich Weber.

Le 5 mars 1912 Weber fétait son 70-éme anniversaire. Pour cette occasion
un groupe d’amis, de collegues et d’éleves compilerent un recueil d'articles: la
Festschrift, parue en 1912 (réimprimée par Chelsea en 1971) dont la publication
fut offerte par la maison d’édition Teubner & Leipzig (I'éditeur de plusieurs livres
de Weber). Parmi les 29 collaborateurs, on trouve des collegues de Strasbourg
comme Reye et I'astronome J. Bauschinger (auteur d’ailleurs dun article dans
I"Encyclopidie der Elementarmathematik), le phycisien R. Gans, le mathématicien
appliqué R. von Mises, le géometre et successeur de Reye Fr. Schur. historien des
mathématiques Max Simon et Pastronome C. Wirtz, mais aussi des éleves de We-
ber & Strasbourg comme P. Epstein, A. Speiser, H. Timerding et .J. Wellstein. De
plus nous y trouvons D. Hilbert, le vieil ami R. Dedekind, H. Hahn et O. Blumen-
thal, A. Kneser et A. Loewy, E. Study et P. Stickel, & qui on doit d’ailleurs les
commentaires historiques dans 'Encyclopidie der Elementarmathematik (des la
deuxiéme édition). Finalement il y a les physiciens A. Sommerfeld et E.V. Hunt-
ington (Cambridge, Mass.). La liste des auteurs est donc impressionnante. Pour
des raisons que nous ignorons Felix Klein n’en fait pas partie.

La Fin.

Le 17 mai 1913 s’acheve a Strasbourg la vie de Heinrich Weber, peu de temps avant
la fin de la KWU. Il n’y eut pas de continuation locale, & Strasbourg, des projets
poursuivis par Weber: ni en ce qui concerne la question d'une école polvtechnique
en Alsace, ni dans son domaine de recherche mathématique, la multiplication
complexe. En effet, quand le Congres International des Mathématiciens se réunit &
Strasbourg en 1920, il fut fermé aux mathématiciens allemands (au titre du boycott
contre la science allemande aprés la premiére guerre mondiale; le premier Congres
International des Mathématiciens avec de nouveau une participation allemande
fut celui de Bologne en 1928). Le mathématicien japonais Teiji Takagi, qui avait
pendant la guerre complété la théorie du corps de classes et repris, en évitant
les erreurs, la partie du troisicme tome du Lehrbuch der Algebra qui s’occupe du
douzieme probleme de Hilbert, participa au congres de Strasbourg — et n’y trouva
personne capable dapprécier ses travaux. Des mathématiciens francais comme
André Weil et Claude Chevalley ne commencerent pas avant la fin des années
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1920 & assimiler et développer les recherches arithmético-algébriques de 'école
allemande.

Remerciements. Nous remercions chaleureusement tous ceux qui nous ont aidé dans la
préparation de cet article par des documents, indications, commentaires ou critiques, en par-
ticulier P. Roquette, D. Rowe et J.-P. Serre.

Curriculum Vitae de Heinrich Weber

x 5/3/1842' Martin Georg Iriedrich Heinrich Weber né & Heidelberg. Pére: Dr. Georg Weber,
professeur d’histoire et écrivain populaire trés connu, ‘Lehrbuch der Weltgeschichte’,
‘Weltgeschichte in tibersichtlicher Darstellung’

1853-1860 lycée de Heidelberg; son professeur de mathématiques: Arthur Arneth, auteur d’une
histoire des mathématiques et Privatdozent & 'Université de Heidelberg

1860 étudiant & PUniversité de Heidelberg; cours de Hesse, Bunsen, Kirchhoff et Helmholtz

1862, pendant un semestre, étudiant & Leipzig

1863 docteur-es-mathématiques & Heidelberg (sans those)

18631865 séjour a Konigsberg; théorie des fonctions et physique mathématique sous la direc-
tion de Franz Neumann et . Richelot; période importante pour le développement
mathématique de H.W,

1866 habilitation & Heidelberg, these proposée par F. Richelot: ¢ Zur Theorie der reguldren
Lésungen partieller Differentialgleichungen erster Ordnung” (no. |1] de la liste des
publications, A.3)

1866—-1869 Privatdozent a Heidelberg

1869 professeur “auferordentlich” (c’est-d-dire, sans chaire} & 'Université de Heidelberg

1870 professeur “ordinarius” (chaire) & I'Iicole Polytechnique de Ziirich {successeur de Dedekind);
mariage avec Emilie Dittenberger; au fil des années 7 enfants dont 3 meurent jeunes

1875 professeur & I"Université de Konigsberg (successeur de Richelot)

1883 professeur & 'Ecole Polytechnique de Berlin-Charlottenburg

1884 professeur a "Université de Marburg (successeur de R. Baltzer)

1892 professeur 4 'Université de Gottingen (successeur de Gauss — Dirichlet —- Riemann —~ Clebsch
- Fuchs - H.A. Schwarz)

1895 Professeur & 'Université de Strasbourg (successeur de B.E. Christoffel)

1901 mort de Emilie Weber, née

1902 Doctorat honoré de Puniversité de Kristiana (centenaire d’Abel)

1912 Doctorat d’honneur de la Faculté de Philosophie de Heidelberg

+17.5.1913 mort a Strasbourg

Positions administratives: recteur adjoint de PUniversité de Konigsberg (1875}, recteur des
o {

Universités de Marburg (1891) et de Strasbourg (1900},
Président de la Deutsche Mathematiker-Vereinigung (1895, 1904), du Congres Internatioual des
Mathématiciens, Heidelberg 1904, Membre de la rédaction des Mathematische Annalen {1893)

Distinctions scientifiques: Membre des Académies de Gottingen (1875}, de Berlin (1894}, de

Munich (1903), de Stockholm, d’Uppsala et de I'Accademia dei Lincei.

Références, I: Publications de Heinrich Weber
a) Livres, brochures.

[1] Theorie der Abel’schen Funktionen vom Geschlecht drei (Berlin, 1876).

1

‘

[Voss 1914] donne par erreur le 5 mai comme date de naissance. Cette erreur s’est propagée

assez Join dans la littérature, par exemple dans [Schoencberg, DSBI
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[2] Uber Causalitit in den Naturwissenschaften. Rede, gehalten bei der Ubergabe des Prorec-
torates der Albertus-Universitit zu Konigsberg (Leipzig, 1871).

[3] Elliptische Functionen und algebraische Zahlen. Akademische Vorlesungen {Braunschweig,
1891).

[4] Die Universitat Marburg unter preussischer Herrschaft. Festrede zur Einweihung der neuen
Aula am 26. Juni 1851 (Marburg, 1891},

[5] Lehrbuch der Algebra. — Premitre édition: tome | {Braunschweig, 1895), tome Il (Braun-
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SUITE DE FIBONACC

SUITE DE FIBONACC! : LE ZERO ET LINFINL

par Gerard Kuntz (lrem de Strasbourg)

Introeduction.

Les éléves qui travaillent en environnement informatique ont tous rencontre des suites ou des

fonctions au comportement etrange © leur limite. calculee par voie theorique, n'est pas celle
N . 1 . . . Lo c~ -

que suggere la calculatrice’. Un exemple classique est donne par la suite” definie par

u, = (1+—)". Sa limite theorique (quand n tend vers I'infini) est e. Sur une caiculatrice, les
7

valeurs approchées frolent e pour basculer brusquement a un. Le pheénomene a ete

suffisamment explique : il est inutile d'y revenir. Il peut €tre intéressant. en revanche. de

proposer une situation qui permette de comprendre en profondeur la nature des divergences

entre les démarches théorique et informatique. La suite de Fibonacci en est un exemple

particulierement remarquable.

Le contexte de Mactivité.

Le probleme qui suit’ a été traité par les éleves d’une terminale S du lycee Couflignal a
Strasbourg, dans le cadre d’activités mathématiques en environnement informatique. Ils ont
travaillé en bindmes. avec de fréquents allers et retours entre |'experimentation avec Derive
et le raisonnement théorique. comme le texte les v invite Lenseignant (et son stagiaire) sont
intervenus a la demande des eleves - 1ls ont bien pris soin de ne pas se substituer a eux pour
résoudre les questions qui leur etaient soumises. se bornant a reformuler les interrogations, a
suggeérer des paralleles avec d autres situations. a renvover a certaines parties du cours.
L ensemble du travail a pris. de ce fait. huit heures (quatre séances de deux heures. y compris
ie compte-rendu d activite)

I Eléments de réflexion sur utilisation numériques des calculatrices programmables en Premiere S ¢l en
Terminale C et E. Aline Robert. Reperes-Trem n® L

- L outil informatique ne peut donner que ce qu’il a. Gérard Kunts. Reperes frem n® i1, page 23
* Une premiére forme du probleme est due a Nicole Vogel (voir Particle cite en note 2. pages 20 a 223 Mon
collegue du Ivcée Couffignal. Philippe Michel a rédige (et teste avee des elévesy les questions L a4 o
ajouté les questions 5 et 6. pour preciser los phenomenes obsernes.
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Texte détaillé de activité.

On appelle suite de Fibonacci, toute suite reelle u definie par ses deux premiers termes u, €t
u, et par la relation de recurrence #, , = u,, +1, .
1. On considere la suite de Fibonacci telle que n, =0 et u,=1.
Déterminer ses 10 premiers termes
Fiablir a aide de la fonction irére un programme permettant de calculer u, . {on pourra
considérer la suite de vecteurs 17, de coordonnées (.1, ,)). Calculer 1,

. a) Montrer que s’il existe une suite géométrique non nulle qui soit de Fibonacct, alors sa

raison q est solution de ’équation : X =x+l
o _
On pose a:l#,_;/_S_ et ﬂ:l—“ﬁ‘

e P

b) a et b étant deux réels fixés, montrer que la suite v de terme geneéral v, = aa” +bp" est
une suite de Fibonacci dont on déterminera les deux premiers termes.
¢) Réciproquement, soit u une suite de Fibonacci. Montrer que son terme genéral peut
s’écrire - u, = aa” +bfB". Exprimer a et b en fonction de u, et u,.
d) Déterminer u, en fonction de n, dans le cas ou uw,=O et =1
e) Montrer que les seules suites de Fibonacci convergentes sont celles dont le  terme
général peut s’écrire : w, = hf3" . Déterminer leur limite.
3. Déterminer une valeur approchée a 10° pres des termes de rang 10, 20, 30, 40 et 100 de
la suite de Fibonacci u définie par w,=1 et u,= .
Faire de méme pour la suite v définie par v, = #”. Que constatez-vous’
4. Soit & un réel non nul de valeur absolue inférieure a 10
x est la suite de Fibonacci définie par x, =1 et x, = f+¢.
v est la suite géométrique de premier terme | et de raison p+e.
a) Déterminer a et b tels que x, = aa” +bf".
b) En déduire que lim x, = +x .

¢) Montrer que lim y, = 0.
d) Expliquer alors le phénomene constate au 3.

5. Refaire I'étude de la question 4. en changeant la valeur de ¢ (on prendra pour & les

valeurs 10, 10 ™ et 10",
6. Calculer /(I valeur exacte de u,,,. Calculer une valeur approchee de cette valeur exacte en

faisant varier la précision. Expliquer le phénomene observe.

RS



SUITE DE FIBONACCE

Des préalables d’une grande complexité.

La principale difficulte sur laquelle ont longuement bute les eleves est liee a Jlu définition de
la suite de Fibonacci comme suite recurrente. Flle est aggravée par la necessite den
connaitre deny feimes consécutifs pour calculer le suivant. Cette situation. presentee en
cours dans le chapitre sur la récurrence. n’avait pas laisse grand souvenir... Une tres longue
errance a précédé la résolution de la question 2.c. La plupart des eleves n’ont pas su traduire
la phrase « u est une suite de Fibonacci». puis ont confondu ailegrement I'hvpothese (qui
leur posait un probléme) et la conclusion (il est plus facile de raisonner quand on dispose
d’une expression formelle de la suite) L'idee de la récurrence a émerge tardivement. 1l a
fallu ensuite beaucoup de temps pour que I'hypothese de recurrence soit correctement
formulée (avec deux propositions lices par la conjonction de coordination « et »). Veérifier
I’hypothése de recurrence pour les valeurs initiales n'est pas allé de soi : son expression
conduit a un systéme dans lequel sont mélés a, b, #, et u,, nombres au statut flou. Quelles

sont les donneées? Ou sont les inconnues? Le fait qu’une hypothése de récurrence ne soit
vraie, pour les premieres valeurs de n. que sous certaines conditions (qui garantissent
I"unicité de la solution) a produit une perplexité certaine.

1l faut reconnaitre que /les difficulies passees en revie son considérables - le tait qu’elles
semblent avoir été finalement depassées (si on en croit les comptes-rendus) est tres
encourageant. Il a été possible alors de passer aux questions 3 et 4, qui mettent en evidence
des résultats étonnants que nous allons maintenant décrire et expliquer.

Des divergences troublantes.

Dans la partie 2.c. le résultat suivant a été demontre : Ja suife de Fibonacci de premiers

, . , o ; up—u
termes u, et 1, est égale a la suite de terme general u, = aa" +bp", avec a = _‘\;._ﬁ_l_
- a
", — [++5 =43 ‘ . ,
b= __\E._Lt_ L@ =———. f=———(Derve calcule a et b sans difficulte).
- 2 -

En particulier, pour u,=1 et #,=f. on obtient la suite de Fibonacci définie par v, = #". On
dispose alors de deux définitions de la méme suiie. I"une récurrente. I'autre géometrique de
raison B. On pourrait s attendre a deux series de valeurs approchees voisines a partir de ces
deux points de départ. Il n'en est rien.

Voici les valeurs obtenues avec Derive

n U, ",;;

10 0.008134 0.008130C
20 0.000519 0.000066
30 0.055728 0 000001
40 6.85410 43 107

100 2372 10" p21107!



Gérard RUNTZ

Le comportement de v, est attendu : cette suite géométrique de raison voisine de -0.6 tend
vers 0 quand n tend vers Uinfini. En revanche, u, n’a vraiment pas I'air d’étre egale a v, -
elle semble évoluer vers P'infini avec n. en contradiction totale avec la theorie!

Une explication de nature théorique.

La question 4. fournit la clé d’interprétation d’un phenomene dont les éléeves avaient
rencontré d’autres manifestations au cours d’activités antérieures. Mais il a €te nécessaire,
pour qu’ils puissent s’en saisir, de préciser une propriete dont la démonstration depasse le
programme actuel de Terminale : awcun rationnel. a fortiorr aucun décimal, n'est égal a
'\/[g .
De ce fait, le nombre ¢ introduit par I’énoncé a pu prendre sens (cela ne s’est pas fait sans
difficultés) : en mode approché, Derive ne connait pas V5 1 utilise une valeur approchée
décimale de B que I'énoncé note B+¢. € ne saurait étre nul (sinon f serait décimal). 1l est en
valeur absolue inférieur ou égal a 10°° (précision imposée).
Ainsi. a Uinsu de Putilisateur novice, Derive remplace les suites u et v par deux nouvelles
suites © la premiére, x, esi de Fibonacci. Ses deux premiers termes sont [ et P& La
seconde, v, est géométrique de raison - & toujours voisine de ~0.6.
Pour la suite géométrique, rien de bouleversant. Sa limite est toujours nulle quand n tend
vers ’infini. En revanche, le calcul de a et b pour la suite x donne

X, = —f::—a” + (11— ~%»)/3”. A partir de 14, les choses séclairent. x est somme de deux suites

v v

géométriques de raison « et 3. La premiere tend vers I'infini (sa raison est supérieure a un et
¢ est différent de zéro). la seconde a comme limite zero. Donc - limx =+ (g pourrait étre

iy

négatit).

Enfin, ce résuliai parairt indépendant de la précision =il repose sur le fait que € est différent
de =éro. 1l restait a verifier cette atfirmation - une nouvelle surprise attendait les eleves.

)



SUITE DE FIBONACU

Et si on augmentait la précision?

Voici le tableau de valeurs (ordre de grandeur de x| et v selon la precision demandee)
propose dans un des comptes-rendus

€ n .\"} ¥,
10° 100 35 107 P20
10°¢ 150 99 10" 44107
10° 200 28107 1510t
10" 100 3.5 10" 12107
10" 150 9.9 10" 44107
10" 200 28107 1.5 107
10°° 100 1210 12107
10°° 150 96107 44107
10 200 27107 1.5 10%
10'™ 100 12107 12107
10 150 33107 44107
16" 200 9.7 10" 15107

20

Pour une précision supérieure ou €gale a 10 " Jes profondes différences entre les valeurs
approchées de x, el y, disparaissent mysiérieusement! Quand n passe de 100 a 150 puis a
200. certaines différences réapparaissent. mais uniquement dans I'ordre de grandeur de ces
nombres. fous deux trés voisiins de zero.

Les enormes différences avec les valeurs calculées pour de faibles précisions ont beaucoup
surpris les éléves malgré leur usage intensif de I'outil informatique. Pour comprendre. il leur
fallait retourner vers la theorie, et plus particulierement vers la forme de «x,

£ £ .
x,=—=a +{l-—=)f

\/g V2

Pour n fixé. 'augmentation de la précision se traduit par une diminution du premier terme de

hIt)

x,. Quand la precision passe de [0 Ta 10 ce terme devient négliceable face a la
34

4

seconde partie de x, . elle-méme voisine de zéro (il est multiphe par 10 "y Le paradoxe de

la partie précédente semble s'¢tre evanoui!



Gérard KUNTZ

En réalite. i/ n'est que masque. Si Von prend des valeurs de n plus grandes, le méme
phénomene se reproduit, puisque o premier terme de x, tend vers | ‘infini. Le probleme
reside dans la capacité des ordinateurs a mener ces calculs a terme. Ceux dont disposaient les
éléves ne permettaient pas d’aller. en un temps raisonnable. au-dela des valeurs numeriques
explorées. Sur des ordinateurs plus puissants, I'exploration aurail conduit aux mentes
constats, avec simplement des valeurs numériques plus extremes.

1 est d ailleurs possible de préciser le colt a payer pour faire réapparaitre le paradoxe du
paragraphe précédent, en fonction de la précision exigee. Des ¢leves se sont demandes
comment rendre x_ supérieur a 1000 (il sera alors wes différent de y,). lls ont résolu

1000+/5
Lo v \/7 )
I’inéquation a” ?é > 1000 : elle est vérifiée pour n > m~—}——3f-~——. Ainsi par exemple, pour
N na

une précision de 10 ' le résultat est atteint pour n>317, pour une precision de 10 100l

faut calculer .. 4801 termes! (c’est trés au-dela des possibilités d’investigation de nos
ordinateurs).

Certains éléves ont parlé « d’une sorte de forme indéterminée » pour expliquer le
phénomene. Quand la précision augmente, € prend des valeurs de plus en plus voisines de 0.
11 faut alors, pour mettre en évidence les comportements diftérents des deux suites x, et y,,

prendre des valeurs de n de plus en plus grandes. Cette remarque peu orthodoxe (g et n n’ont
pas le méme statut) montre néanmoins qu’ils ont compris quelque chose d’essentiel dans ce
travail.

Conclusion.

Sur tout ordinatenr travaillant en mode approché (aussi puissant soit-il), x, et )y,
connaissent des destins tres différents : la premiére évolue vers I'infini. la seconde vers zéro.
Plus la précision de calcul est grande, plus il faut de termes pour mettre la propriété en
évidence. Le fail que V3 ne soit pas décimal est la raison profonde de cetie situation.

Le calcul exact de x,, ne présente aucune difficulté pour Derive. L'idee naturelle est de
calculer une valeur approchée de ce nombre pour échapper aux diflicultes signalees. Mais
cette démarche réserve bien des surprises (en fonction de la précision exigee) : nous laissons
au lecteur le plaisir de les découvrir et de les interpréter’

[es éleves ont. au travers de cette activite. touche du doigt la grande complexite de
Iensemble des réels Ils ont compris la nécessite d’en préciser les proprietes. lls ont constate,
une fois encore. que I"outil informatique ne dispense pas de reflechir...

Xion

ost la différence de deus termes tres grands et trés voisins, Cest une situation ou "outil informatique
fournit des résultats approchés trés sensibles a ... 1'approximation choisice. L interprétation détaillée des
résultats numériques obtenus avec Derive n'est pas simple. Etienne Mever et Gérard Bétrémieux m'y ont

aidé. Je tiens Teur contribution 4 la disposition des lecteunrs.



NOMBRES DE FIBONACCI ET PERMUTATIONS

Dominique DUMONT(*)

On appelle permutation sur les trois lettres a, b, ¢ tout “mot” formé de ces trois
lettres exactement. Enumérons les permutations sur trois lettres : abe, acb, bac,
bea, cab, cba. Nous en dénombrons 6. Sur deux lettres il n’y en a que 2 : ab et ba.
Combien sur quatre lettres a, b. ¢, d? Un mot de quatre lettres tel que cadb s’obtient
en insérant la lettre d dans le mot cab, ce qui peut se faire a 4 places différentes et
donne dcab, cdab, cadb et cabd. Ainsi chaque mot de trois lettres donne naissance
3 4 mots de quatre lettres, ce qui donne en tout 6.4 = 24 permutations sur quatre
lettres, et puisque 6 = 1.2.3, on a 24 = 1.2.3.4. Chacune des 24 donne a son tour
naissance & 5 permutations sur 5 lettres, d'ou 1.2.3.4.5 = 120 permutations sur 5
lettres, et d’une maniere genérale le nombre de permutations sur n lettres est égal
3 1.2.3...n, entier qu’on note n! et qu'on appelle “factorielle n”.

Supposons & présent qu’on restreigne ce dénombrement aux permutations satis-
faisant la condition suivante : chaque lettre doit se trouver soit a la place qu’elle
occupe dans le mot initial abed, soit & une place voisine, immédiatement a gauche
ou a droite de cette place initiale. Ainsi nous prenons en compte une permutation
telle que acbd, mais pas cabd... car ¢ se trouve ici trop loin de sa troisicme place
initiale. Combien a-t-on de permutations de ce type, que nous appellerons des
F-permutations?

- sur deux lettres, ab et ba conviennent toutes deux

- sur trois lettres, abe, bac, ach, soit 3 F-permutations

- sur quatre lettres, abed, bacd, achd, abde, bade, 5 F-permutations.

Si nous notons F,, le nombre de F-permutations sur n lettres, nous avons donc
Fy, =2 Fy =3, Fy = 5. Nous remarquons que Fy = Fy+ F; et nous allons voir que
nous aurons de méme Fy = Fy + F3 = &. En effet considérons une F-permutation
sur les 5 lettres a,b.c.d,e. La lettre se trouve soit en cinquieme place soit en
quatrieme. Si elle se trouve en cinquieme place c’est qu'on 'a simplement accolée
au bout d’une de nos Fy = 5 permutations sur quatre lettres : abede, bacde. acbde.
abdce, badce. Si e se trouve en quatrieme place, la seule lettre qui puisse se trouver
en cinquieme place est d, et on a simplement concaténé (1ot technique pour dire
“accoler”) le mot ed & 'une des Fy = 3 permutations sur 3 lettres : abeed, baced,
acbed. Comme il 0’y a pas d’autre possibilité nous avons bien démontré la relation
Fs = Fy + F3, et notre preuve s’étend évidemment au cas de n lettres, ce qui nous

{*) paru dans Encyclopédie philosophique Article “Combinatoire” PUL

© L’OUVERT 89 (1997)



Dominique DUMONT
conduit a la relation de récurrence (I2) :
(R) -171/ = F’H,—} '+‘ ‘[?77/“2‘) -2:1[ == ]—f F2 = 2

Les nombres F,,, s’appellentles nombres de Fibonacci.
Les F-permutations nous conduisent a d’autres identités sur les F,, par exemple a
la relalion (P) — P comme Pythagore - que voici :

(P) Fy,=F2+ F?_, pourtoutn
Examinons par exemple le cas n = 4, considérons les F-permutations sur &
lettres, permutations du mot abede fgh. Pour en fabriquer une, nous pouvons nous
contenter de concaténer une F-permutation sur abed et une F-permutation sur.
efgh. Nous avons Fy = 5 choix pour la premiere et dans chaque cas autant
pour la seconde, ce qui fait en tout F} = 25 F-permutations sur 8 lettres, qui
se caractérisent par le fait que les deux goupes de lettres a.b,c.d et e, f,g,h ne
sont pas interpénétrés, la quatrieme place étant occupée par d ou par c. Il reste le
cas ol cette quatrieme place est occupée par e, et out d occupe alors la cinquieme
place. Une telle F-permutation sur 8 lettres se fabrique en concaténant une F-
permutation de abe, suivie du mot ef, puis d'une F-permutation de fgh. Il y en
a donc F} =9 de ce type. Au total

Fo=F! 4+ F} =25+9 =34

Notre démonstration s’étend évidemment au cas de n quelconque. Elle s’étend
aussi au cas oul l'on concaténe des permutations de longueurs inégales, ce qui
conduit & d’autres identités analogues, et encore aux cas ot 'on concatene plus de
deux permutations, ce qui donne lieu & d’autres identités encore. On voit ici que
Iinterprétation combinatoire d'une suite de nombres entiers permet de trouver des
identités sur ces nombres.
Or il existe une toute autre méthode pour trouver des identités, une méthode bien
plus classique qui est tout simplement celle du calcul. Considérons par exemple la
relation (B) — B comme Bézout - que voici : ~

(B F!=F, F, 1+ (=1)" pour toutn
Pour démontrer cette identité, il suffit de procéder par récurrence, en vérifiant
d’abord qu'elle est vraie pour n = 2, et en montrant que si elle est vraie pour n— 1
elle est vraie pour n. Si elle est vraie pour n — L on a:
F! | =F,F, o+ (-1)""

T

ﬁ,?{_} -+ Frz,F71~l = FnFn,—'.Z + FnFn—] + ("1)71‘1

<F7),—i + Fr1,>F71~—] - Fr}(f;’n——‘) -+ Fwnw}) + (‘""1)“'“”1
Fn%an~] szFn‘f’( \)n-1

26



NOMBRES DE FIBONACCT BT PERMUTATIONS

elle est donc vraie pour n.

Notons en passant que ce que nous venons de faire consiste a vérifier 'identité, bien
plus qu’a la trouver, tandis que la méthode combinatoire de concaténation nous
avait véritablement conduits & la relation (P). Nous n'irons pas jusqu’a prétendre
que c’est 14 un phénomene général, et qu'il faut en conséquence préférer la méthode
combinatoire. Car on “trouve” aussi des identités par des calculs judicieux.

Il n’en reste pas moins que les deux approches, calculatoire et combinatoire, sont
en situation de concurrence, et qu'on est constamment conduit & comparer leurs
résultats. Ce faisant, on observe, et c¢’est paradoxal, que les identités qu’on obtient
de facon directe, “naturelle” dans chaque cas, ne sont en général pas les mémes
selon qu'on a utilisé la méthode combinatoire ou la méthode calculatoire. Ainsi,
nous pouvons certes obtenir la relation (P) par le calcul et sans combinatoire, mais
cela ne se fera pas sans quelque détour et le passage par d'autres identités, alors
que la Combinatoire nous I'a fournie directement. A Iinverse, Uidentité (B) n’est
plus du tout lumineuse lorsqu’on essaie de Uinterpréter combinatoirement. Dans
un tel cas on est tenté de rechercher une bijection avec une nouvelle classe d’objets
permettant de dégager une signification combinatoire de 'identité (B).

Dans 'étude de beaucoup d’objets combinatoires on est amené & faire intervenir
des parametres supplémentaires. Dans le cas des F-permutations on peut ajouter
au parameétre n “nombre des lettres” “le parameétre k-nombre de lettres & leur
places”. Par exemple sur abede on a k = 3 car trois lettres, a, b, et e sont & leur
place initiale. En raffinant le dénombrement de cette manicre on obtient le tableau

suivant :

k = o0 1 2 3 4 5 6 1
Fp = 1
Fi = 1 =0+ 1
Fp = 2 =140 + 1
F3 =3 =0+ 2 +0 + 1
Fy = 5 =14+ 0+ 3 + 0 + 1
Fs = 8 =0+ 3 +0 + 4 + 0+ 1
Fe = 13=1+ 0+ 6 + 0 + 5+ 0+ 1
Fr =21 =04+ 4+ 0 + 10+ 0+ 6+ 0+ 1

Si nous désignons par F¥ le coefficient situé sur la n-ieme ligne et la k-ieme colonne,
le nombre de F-permutations ayant n lettres parmi lesquelles b sont & leur place,
nous observons la récurrence :

; \ L o for .
(R)y Fr=Flg Fr,

re--1 1o

3

-1
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Pominique DUMONT

dont la démonstration est rigourenusement identique & celle de la récurrence (R)
ci-dessus. Malis la relation (') nous permet de comprendre pourquoi notre tableau
nest autre que le célebre triangle de Pascal rééerit “de travers”. On trouve ici le

[
“coetlicient binomial” K ) quon notait autrefois C¥ en Ff .
o ) ’ s

Eztrait du Liber Abbaci de Leonardo Pisano dit Fibonacct (Edition de Baldassarre
Boncompagni (Rome 1857)) présentant le célébre texte sur la multiplication des
lapins.

Quot paria coniculorum in uno anno ex uno pario germinentur.
Qvidam posuit unum par cuniculorum in quodam loco, qui erat undique pariete

. circundatus, ut sciret, quot ex co paria germinarentur in uno anno: cum natura eorum
1 sit per singulum mensem aliud par germinare; et in secundo mense ab eorum nati-
"'i';“’ uitate germinant. Quia suprascriptum par in primo mense germinat, duplicabis ipsum,
Secundus erunt paria duo in uno mense. Ex quibus unum, scilicet primum, in secundo mense |
:‘{. geminat; ct sic sunt in secundo mense paria 3; ex quibus in uno mense duo pre-’
mgm gnantur; ct geminantur in tercio mense paria 2 coniculorum ; et sic sunt paria s in
Quartus ipso mense; ex quibus in ipso pregnantur paria 3; et sunt in quarto mense paria s;
Quims ex quibus paria s geminant alia paria 5: quibus additis cum parijs 8, faciunt paria
i3 3 in quinto mense; ex quibus paria s, que geminata fuerunt in ipso mense, non con-
s;‘;”‘ cipiunt in ipso mense, scd alia 8 paria pregnantur; et sic sunt in sexto mense paria 2f;
Septimus cum quibus additis parijs 13, que geminantur in septimo , erunt in ipso paria 34 ;
Oci‘im cum quibus additis parijs 21, (ue geminantur in octauo mense, erunt in ipso paria
55 55; cum quibus additis parjis 34, que geminantur in nono mense, erunt in ipso paria
N;’;‘” 89; cum quibus additis rursum parijs 53, que geminantur in decimo, erunt in ipso paria
Decimus 144; cum quibus additis rursum parijs 89, que geminantur in undecimo mense, erunt
U“:::*mus In ipso paria 23 Cum quibus etiam additis parijs 144, que geminantur in ultimo
233 mense, erunt para 377; et tot paria pepcrit Supmscriptum par in prefuto loco 1n ca-
uuu‘i.»imus pite unius anni. Potes enim uidere in hac margine, qualiter hoc operati fuimus, scilicet
i

quod junximus primum numerum cum sccundo, uidelicet 1 cum 2; et sccundum cum
tercio; et tercium cum quarto; et quartum cum quinto, et sic deinceps, donec iunximus
decimum cum undecimo, uidelicet 144 cum 233; ct habuimus suprascriptorum cunicu-
lorum summam, uidelicet 377 ; et sic posses facere per ordinem de infinitis numeris
mensibus.

[



RESOLUTION DE L'’EQUATION DIOPHANTIENNE DU SECOND DEGRE

Présentation par Jean-Pierre FRIEDELMEYER

Dans l'article qui suit, Eric KerN nous propose un algorithme original de résolution
de I'équation dite de Pell-Fermat :

- 2 : T o
(r,y) € Z* ; 2*—Dy*=7F1 (De N non carré),
et plus généralement de 'équation diophantienne du second degré :
: ) .
Ar? + Bay+Cy? =R ; A,B,C,R, entiers.

Cet algortihme reprend en fait un article déja ancien, publié en 1852 par SchefHer
dans le journal de Crelle (*), mais il est considérablement perfectionné et moder-
nisé.

L’attribution de 'équation 2° — Dy? = +1 4 John Pell (1611-1685) est erronée. Elle
est probablement la conséquence d’une confusion due & Euler. C'est Fermat qui le
premier a indiqué (en 1657) qu’une telle équation avait une infinité de solutions et
affirmé étre en possession d’une démonstration par descente infinie, soumettant le
probleme aux anglais Lord Brounker et Wallis. Mais son origine est beaucoup plus
ancienne; il faut la chercher dans la détermination d’approximations rationnelles de
v/ D lorsque D n’est pas un carré parfait. Par exemple Boudhayana, Pauteur hindou

du plus vieux Sulba-Sutra (**) connu donne vji—”’} et 2L comme approximations de

V2, fractions dont les termes vérifient 172 — 2 x 122 = 1 et 5772 — 2 x 408% = 1.

i ' s 9 9 N |
De fagon plus générale, la recherche de x et y vérifiant @* — Dy* = 1 équivaut a

\ . . . PN
la recherche d'un rationnel qui approxime v D car alors ona @ )"=D+ T,I* de

sorte que plus y est grand micux v D est approché par

gt

Fermat et ses successeurs avaient compris qu’il y avait un lien entre le développement
en fraction continue de v D et les solutions de 'équation de Pell-Fermat.

Rappelons que si (a;),en est une suite d’entiers naturels non nuls, la notation

© L’OUVERT 89 (1997)

(*) Methodus nova acquationem indeterminatam secondi gradus . Joureal de Crelle Tome XLV
cahier 4, p. 349 a 369.

(**) Sulba-Sutra : textes sacrés décrivant les régles de construetions des temples ot des autels.
Ils sont datés environ de 'époque de Pythagore



FRIC KerN

[ag,ay,as, ..., a,] désigne la fraction

[y

Ty = (g +

et avec la convention :
p-n =1 ; q-1=0

po=ao ; qo=1

on a :

Pn = QnPn—1 + Pn—o pourn > 1
Gn = QnGn—1 + qn—o pourn =1

. . , . - 13" .
et alors la fraction r,, = g—’—'- est irréductible; 7y, 1 — 7 = 5—5—)—‘—1— et la suite (rn)nen

converge vers un irrationnel positif.

Réciproquement, pour tout x € R — @ il existe une suite unique (a;);en d’entiers
naturels non nuls a; telle que r,, = [ag,ay,...,a,] converge vers x. La fraction 7,

s’appelle la réduite d’ordre n de x et a, le nlbm( quotient partiel. Ce vocabulaire

sexphque par le fait que a, et 7, sont obtenus de la maniere suivante. On
décompose x en

xr=[z]+ — ol Ox = !

Ox x - [2]

et on itere opération dx qui donne & chaque fois un nombre supérieur a 1, dont
la partie entiere n’est jamais nulle.

Exemple : ¢ = /41; 0z = \/_' 5 = (V41 +6) 2+@1 =1y doncx = {a:}—}»;l—l
avec [x1] = 2. Soit @9 = 0x; = \/ﬁ_,q SRV R «\[4:1):& done

5
1
l:[;t}+ ]
T+
S v uy:

Soit z3 = dxq = _\/Tf“ = 41 + 6 = 12 + (v/41 — 6) et I'on constate que 'on est
revenu au point de départ puisque

Orz = - i = 1



Résolution de 'duuation diophantienne du secoud degré

Ainsi, dans ce cas particulier le développement est périodique et on éerit V41 =

6,2,2,12,2,2,12,...] ou plus simplement [6,2,2,12].

Lagrange fournira les premiers résultats précis et démontrés (*) sur le développement
) . . sy L 5

en fraction continue de v/D, en relation avec I'équation x2 — Dy? = 1.

Ces résultats peuvent se résumer ainsi :

1) Le développement en fraction continue d’un réel est périodique si et seulement
si ce réel est quadratique, c’est & dire de la forme a + by/r (a.b,r rationnels, /7
non rationnel).

Py

2) Soit s la période du développement en fraction continue de v D et r, = p

L . 5 5
(n > 1) les réduites; alors les solutions de @* — Dy” = 1 sont

T = Prs—1Y = Qns—1.7 > 1 sl § est pair
T = Pons—1;Y = Qans—1,7 > 1 si § est impair

Par exemple : pour x° — 41y? = 1, s = 3. Et la “plus petite solution” est 2o = ps;
Yo = gs avec L2 =[6,2,2,12,2,2] = 2 soit o = 2049, yo = 320.
Dés que P'on connait “la plus petite solution” (xg,y0), les autres sont obtenues par

les formules de récurrence

( Tnd _ To D Yo Ty - T T
Yn+1 Yo o Yn Un

Le déterminant de T vaut 1, d’oll 'importance du groupe unimodulaire GL(2,Z),

) a
des matrices
¢ d

) avec ad — be = F1, (a.b.c.d) € Z1) dans le traitement de
ce probleme.

Aujourd’hui la résolution de I'équation diophantienne du second degré est traitée
au moyen de la théorie des modules ce qui représente un investissement assez lourd
(**). L’avantage de Particle d'Eric Kern ci-dessous est qu’il ne nécessite que peu
de connaissances théoriques, et se programme aisément avec un logiciel du type
MAPLE.

Dans une premiere partie il met en place les éléments théoriques utilisés et classe
les irrationnels au moyen d’une relation d’équivalence traduisant le fait que leur
développement en fraction continue est identique a partir d'un certain rang, dans
le cas réel. Une relation similaire est définie dans le cas des irrationnels complexcs.
Dans le prochain numéro il donnera les principes de résolution des dquations
Az? + Bxy+ Cy? = R dans le cas d’un discriminant négatif. et dans une troisieme
partie le cas du discriminant positif.

(*) Lagrange : Solution d’un probleme darithmétique, “Miscellanea Taurinensia 1766-1769,
Oeuvres, tome 1, Gauthier-Villars 1867 pp. 671-718

(**) Cf. par exemple Alain Faisant : L'équation diophantienne du second degré, Hermann Paris
1991
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Fric KERN

A. Nombres quadratiques

Rappellons que z € C — Q est appelé nombre quadratique si z est racine d’'un
(unique) polynéme unitaire du second degré & coefficients rationnels.

Il existe alors aussi un polynome P(t) a coeflicients entiers tel que P(z) = 0. Ce
polynome n’étant pas unique, nous allons introduire un certain nombre de notions
qui permettrons d’établir une bijection (canonique) entre les nombres quadratiques
et certains de ces polynomes.

Si D est un réel négatif, on posera

VD =i\/|D|.
Soit P(t) = At? 4+ Bt + C un polynéme de degré 2 a coefficients dans Z. Si
D = B? — 4AC est le discriminant de P(¢) alors

5+Vb _ -B-\D
24 “ 94

s’'appellent respectivement la premiére et la deuxiéme racine de P(t).

Ces deux racines (éventuellement confondues si D = 0) sont des nombres
quadratiques si et seulement si vV D ¢ N, et on dira alors que P(t) est irréductible.

On dira que P(t) est primitif si pged(A4, B, C) = 1.

Il est facile de vérifier que pour tout nombre quadratique p. il existe un unique
polynéme primitif irréductible P(t) = At? + Bt + C a coefficients entiers tel que p
soit la premiere racine de P(t).

Ceci fournit la bijection annoncée entre nombres quadratiques et polynomes du
second degré a coefficients entiers, irréductibles et primitifs.

On dira simplement que le nombre quadratique p et le polynome P(t) sont associés.
Ceci permet bien st de parler du discriminant d’un nombre quadratique.

© L'OUVERT 89 (1997)
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Par exemple, p = (3—/5)/7 est un nombre quadratique (réel) de polynome associé
. . . gy 2 ”
P(t) = —49% + 42t + 4 et de discriminant D = 980 = 4. 72 . 5.

Il est immédiat que, sans aucune restriction sur le polynome & coefficients entiers
- . . . - 5 . f o
P(t) = At? + Bt + C, le discriminant D = B? — 4 AC vérific -

D =0 mod 4 siBest pair,

D =1 mod 4 siBest impair.
Sip=a+ By, avee «a, 3,7 € Q, est un nombre quadratique, on désignera par
p? = a — B./7 le conjugué de p.

On remarquera d’ailleurs que si P(¢) est le polynéme associé & p, alors — P(t) est
le polynéme associé a p°.

Ceci est en rupture avec les conventions habituelles qui imposent la condition 4 > 0
et qui du coup donnnent un méme polynome pour p et pour p?, ce qui fait perdre
la bijection entre nombres quadratiques et polynomes!

Pour la suite, une bonne partie de notre exposé reposant sur les propriétés du
groupe unimodulaire

GL(2.Z) = {T € My(Z) | det(T) = +1},

précisons en la structure.
B. Structure du groupe unimodulaire

On rappelle que :
GL(2,Z) = {T € My(Z) | det(T) = +1},
SL(2,Z) = {T € My(Z) | det(T) = 1}.
Sia € Z, on pose:

1l «
0 1

T(a) = ((11 (1)> € GI(2,Z) et Ala) = (

) e SL(2.7)
A(a)A() = Ala+b); Ala) = T(a)T(0); T(O)T(0) =1
T(a)™! = T{O)T(~a)T(0) = T(HA{—a)

1 0>
0 -1 )

(“;)1 ?):T(ml)T(l)T(ml}: < = T()T(- )T

(0 %) =0 S)ar (30 1) = V)acy
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—I = (T(-1)T))* = (T()T(-1))*

AN

(a ?)T(a):<cm+/3 (1); ((r ?)A(,L):(” uu%—ﬁ)

Y T S o vooay+ 9

En particulier, si on pose :

— 10 _ {(P-1 P-2 ) . . _(Pn Pn-1 )
I= (U 1) = (q—x eyl ona T(ag) - -T(a,)= <Qn/ P

avece
Pk = QkPr—1 + Pk—2, Gk = QkQk—1 + Gr—2 0 <k <n

On reconnalt ici les formules classiques qui donnent les réduites p,, /¢, des fractions
continues, généralisées ici au cas ol les ai peuvent étre négatifs ou nuls.

Pour simplifier les notations, on posera aussi :

T(ao)---T(an) = T(ag,- -, an).

Remarque : (technique de calcul). On se sert des relations utiles suivantes :
T(a03 ay, - 70‘7‘)T(b07 blv T, bS) = T((—L()a ap, -, r, b()«, bl? Y bs)

T((L(), y, - .,(I,r)_1 = T((), = Qpy A1, AY, ())
Ceci évite en général de multiplier entre eux deux grands nombres!

A titre d’exercice on pourra par exemple calculer
G =T(11,12,11,13)T(13,15,11,12,11) "

Quel est (sans calculs) son déterminant ?

Réponse :
a— ( —5H938883 77599()38)
~\ —535868 7001795

Théoréme de structure :
Tout T' € GL(2,Z) est produit d’un nombre fini (non nul) d’éléments de la forme

/
T(a) aveca € Z. En outre si T = (? ?

i

) avec vy # 0, T s’écrit de facon unique

sous la forme
(%) T=c¢Tlag. - -.a,)Aa)
avece =+la€Z,a. € Z.,a, > 111 <k <n.
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Siv=0,onaaf==+1,6 ==%1etonadonc soit T = F((l)

1 a
T = e.(
0 -1
d’un nombre fini non nul d’éléments de la forme T'(a) avec a € Z.

Lf) = eAf{a), soit

) avec € = +1. Les relations ci-dessus montrent que T est produit

Supposons désormais v # 0. Si T vérifie (x), on a € = sgn(y) d’olt 'unicité de e.
Quitte & multiplier T par € = sgn(7y), on peut désormais supposer vy > 0.

Supposons d’abord que T vérifie (x) avec € = 1. Posons (5 " 1(; "’“1)
n n—1
T(ao, "+, an).

Onadonc T = (p'” AP, + Prn—1
Qn  QQn + Gn-1

) et par suite
O=Pp,Y=quetonaa/y=np,/q, =0, an)

Or on sait que I'on peut écrire de facon unique (fractions continues )

a/y=[bo, - ,bm] avec by € Z,bp > 1si1 <k <m,by, > 2sim > L

On a donc
(ag, -+ ,a,) = (b, -+, by,) si (—1)’”‘“ = det(T) = (—-1)”‘H

et
((l(), e 7a'n) = (bOw e 7b77l - 13 1) si (__1)77"'"?1 = det(T)

d’ol 'unicité des ag, - - - , ., donc aussi de (x).

Réciproquement, si on définit les ag, - -, a, de la maniere ci-dessus et si on pose

Pn pn—l) =T \ Pn—1 l 144 /BI ;
= ag, - ,0n), ON & O = Pp,Y = Qn €t = et
(qn Gn—1 ( v Py = Y -t v 6
o B = pa-tl e
donc aussi ‘ : 5 g -l ! = (); par suite, il existe A € Q tel que
— {n-1

B = Pn-1 = A, 8 — qn-1 = A7.
Posons A = a/s avec s > 1 et pged(a,s) = 1. On a an/s € Z.ay/s € Z donc

s | aets |y et par suite s = 1 puisque pged{a,v) = 1. On a donc bien ici

T=T(ag, .an)A(a). [
C. Sur I’équivalence des irrationnels

Le groupe GL(2,Z) opére a gauche sur C — Q par :
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En particulier on a :

1 \
-, Ala)-z=a+z

T(a)-z=a+

Cette opération ainsi que la restriction de Popération a SL(2, Z) définissent donc de
facon naturelle deux relations d’équivalences sur C — Q, les classes d’équivalences
(pour chacune des opérations) étant les orbites.

Lorsqu’on considerera I'opération avec SL(2,Z) on parlera d’équivalence stricte.

Quand un groupe opére sur un ensemble, une des notions importantes est I’étude
du stablisateur d’un élément. Ceci est 'objet du résultat :

Théoréme : Soient p € C — Q et G € GL(2,Z). Alors :
1) Si p n’est pas un nombre quadratique on a G- p = p st et seulement s1 G = £1.
2) Si p est un nombre quadratique, P(t) = At? + Bt + C le polynéme associé,
D = B? — 4AC son discriminant, alors pour que G - p = p, il faut et il suffit que G
soit de la forme
+(t — Bu) —Cu )

Au 1(t + Bu)

ot t,u € Z vérifient l’équation de Pell-Fermat :

G =Gt,u) = (

t2 — Du® = 4e

avec € = +1. On a d’ailleurs e = det(G).
On remarquera enfin gue, en posant a = %(t — Bu), v = Au, on a a —yp? =
%(t + uVD), de sorte que U'équation t* — Du? = 4e s’écrit aussi :

N(a—7p7) = (a—yp)la—1p7) =€

Posons G = (: ?) L’équation G- p = p s'écrit aussi vp? + (6 —a)p—f = 0, donc

si p n’est pas un nombre quadratique ceci signifie que 'on a v = §—a=F0=0et
;. 9 . .

det(G) = e s'écrit alors o = e i.e. v = £1 (on a a € Z ), autrement dit G = 1.

Si p est un nombre quadratique cette équation signifie qu’il existe un v € Z t.q.

= Au, § —a = Bu, -3 =Cu

Sionpose t = a+6 € Zonabien: a = 5(t—Bu),f = —Cu,vy = Au, b = 1(t+Bu)
et en écrivant que det(G) = € = £1 on obtient t2 — Du? = 4e.

Réciproquement, si t2 — Du? = 4e, on vérifie aisément en distinguant deux cas
suivant la parité de D ie. la parité de B, que Lt~ Bu) € Z et %(f + Bu) € Z
+(t — Bu) —Cu i

Au Lit 4 B“)> il est alors trivial de vérifier que

et en posant G = (

IICTE
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G e GL(2,Z) et que G- p = p.
Enfin & partir de p = = 2;‘/5
pose o = %(t — Bu), v = Au, alors a« —vp? = %(t +uv/D), de sorte que équation
2 — Du? = 4e s'écrit aussi N(a — vp?) = (o — yp)la —vp?) = €. []

un calcul simple montre que si t,u € Z et si on

¥

Remarque : On vérifiera également que :
1 1 1
G(ty,u1)G(ta,uz) = G(t3,us) avec 5(t1 + uy \/l_));)-(t;z +upVD) = 3(t3 +usv D)

soit : ) )
ty = g(tlt.? + uyus D), us = g(flug + touy)

En particulier, si G = G(t,u) et n € Z, on a G" = G(t,,, u,), avec

(ta + uaVD) = (%(t + ufﬁ))”

NN

Enfin si G = G(t,u) = (: ?) et si <z;) =G<;) ona:

1
21— y1p = (x - yp)(a — 7p) = (x = yp)5(t = uV'D)

Exercice : Etudions en détail le cas le plus simple, celui des nombres quadratiques
imaginaires, c’est & dire le cas D < 0. Soit G le groupe des G € GL(2,Z) tels que
G-p=p.

On est donc amené & résoudre t2 +u?|D| = 4e, de sorte que 'on a € = 1, autrement
dit ona G C SL(2,Z).

e Si D < —4, les uniques solutions sont : (t,u) = £(2,0), ce qui correspond a
G ==*I.

Sinon, comme D est un discriminant, on ne peut avoir que D = —4 ou D = —3.

e Si D = B? — 4AC = —4, les uniques solutions sont : (t,u) = £(2,0) et
(t,u) = £(0,1), ce qui donne 3 (t + uv/D) = £1let (t+ uVD) = =+i, de sorte que
G est un groupe a 4 éléments engendré par G = G(0,1) = ( —-i/? ];;/2 )

e Si D = B? — 4AC = -3, les uniques solutions sont : (t,u) = £(2,0),
(t,u) = £(1,1) et (t,u) = £(-1,1), ce qui donne %(t + uv/D) = =#1,
1+ uvD) = +1(1+ iV3) et (t + uVD) = +i(-1+ iV3), de sorte que G

- 2 ~C
est un groupe & 6 éléments engendré par G = G(1,1) = ( (t f>/“ (14 ]C;)/f) )
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D. Equivalence des complexes non réels.

Onpose I, = {z € C|3(z) >0} et 1. = {2 € C| 3(z) < 0}. On a donc
C —R = II, UTL_ et un petit calcul montre que si G € SL(2,Z) et si z € T (resp.
zeTI_) alors on a aussi G - z € Il (resp. G-z € II).

Pour simplifier les définitions on posera : B = {z € C | —3 < R(z) < 5}, ainsi que
B+ =BﬂII+ et B_ =BnIl_.

On appellera domaine fondamental la partie F de II, définie par z € F ssi
S(z) > 0, |z] > 1, —1/2 < R(z) < 1/2, avec en outre R(z) > 0si |z] = 1. On dira
quun z € C — Rest réduitsiz € FousiZe F.

On définit 8 : C — R — C — R de la maniere suivante :

Si z est réduit on pose 0z = z. Sinon il existe un unique a € Z tel quea—1/z€ B
et on pose alors

autrement dit ona 8z = G - z avec G = (a 7)1> € SL(2,Z).

On remarquera que 0%z = 0z.

Lemme 1:
Soit z € By alors :
Si S(2) < 1/2 on a 3(92) > 23(2) et si §(2) > 1/2 onadz e F.

Supposons d’abord z € By, S(z) < 1/2 et montrons que 3(0z) > 23(2).En posant
2 =z + iy, on a 3(8z) = y/(2? + y?). La condition $(9z) > 23(z) s’écrit donc
aussi y/(x2 + y?) > 2y, soit (2? + y?) < 1/2, vérifiée car ol < 1/2et ly| < 1/2.
Supposons maitenant que z = x + iy € By, S(2) =y = 1/2 et z ¢ F. Nous
allons montrer que 8z € F. Comme z ¢ Fona lz] <1 Silzl=1onaz <0et
—1/z = —x + 1y € B donc 8z = —x +1y. et comme —T > 0, on a bien 0z € F
dans ce cas. On peut donc supposer que |z] < 1.Ona —1/z = (—z+iy) /(22 +y?),
done aussi [R(—1/2)| = |x|/(2* +y?) < 4lz]/(42% + 1) < 1 car (2)x] — 1)2> 0. On
adonc &z =a—1/zaveca=0,1,—1.Sia=0ona |0z] = 1/]z] > 1 donc 0z € F.
(ex — l).—~ W
T+ 1y

condition |8z| > 1 s’écrit simplement —2ex + 1 > 0 soit ex < 1/2. Comme z € B
on aex < 1/2, donc |0z] > 1, donc z € F, sauf si e = l et = 1/2. Dans ce
dernier cas on a |0z] = 1 et R(92) = (—1/4+ y2)/(1/4 +y?) > 0, car y > 1/2,
donc 9z € F. [J

1l suffit done de considérer le cas a = ¢ = +1, de sorte que 9z =

Lemme 2:
Soient z, 2 deux réduits de C — R. S'il existe un G € SL(2,Z) tel que =Gz,
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on a z = 2'. Deux réduits distincts de C — R ne peuvent donc étre strictement
équivalents.

b
d
Quitte & échanger z et 2’ on peut supposer 3(2') > S(z) =y > V/3/2 done, puisque
$(2') = $(2)/|ez + d)? on a jez + d)? = (cx + d)? + ¢*y? < 1, donc aussi 3¢* < 1
et ceci n’est possible que sic = 0,1, 1.

Sic=0onaad=1donca=d= =1 et quitte a remplacer G par —G, on peut
supposer a = d = 1. On a alors 2’ = z + b,donc b = 0 et par suite z = 2.
Sic=1ona(z+d)?+y?<1doncaussi|z+dl <1/2 (car y? > 3/4) et ceci n'est
possible que si d = 0,1, —1 (car —1/2 < 2 < 1/2).

e On ne peut avoir d = 1 car alorsz + d =2+ 1 > 1/2.
eSid=—lonax+d=ax—1< —1/2desorte que I'on a nécessairement = = 1/2
et on a alors aussi y = V3/2, donc z = j + 1 et comme —a — b =1, on a aussi :

a .
Posons G = ((. ) € SL(2.Z) et z = x + iy. On peut supposer que 2,2 e F.

b1+ +b (b4 1)j% +1 9 A

G+1-1 J
et par suite b= —1let 2’ = 2.
eSid=0onab=—1 et par suite 2’ = a — 1/z. En outre on a 2* +y* < 1 donc

|2] =1 et x > 0. On a donc aussi
Z=a-1/z=a~-Z=(a—2)+iyeF

Comme 1/2 < x < 1/2 et que —1/2 < a — x < 1/2, ceci n'est possible que si
a=0,1.

Sig=0onaz =—x+iydonc |2/| = |2} = 1 et alors @ > 0 et —x > 0, donc
z =iy et par suite y = 1, donc z = 2’ = 1.

Sia=1,onaxz=1/2donc 2 = zcar:

p=1/240V3/2=j+1=—j etz =1-1/2=14+1/>=1+]j==z
Sic = —1 on se raméne & ¢ = 1 en remplacant G par —G. []

Théoréme :
Siz e C—R, il existe un entier n > 0 tel que z,, = 8"z soit réduit. En outre 2,, est
alors U'unique réduit de C — R strictement équivalent a z.

Le lemme 1 montre qu’il existe un entier n > 0 tel que 2z, = 0"z soit un réduit. gui
est donc strictement équivalent & z. Le reste est une conséquence du lemme 2. §

Remarque : le lemme 1 montre en pariculier que lalgorithme donne assez
rapidement un z, réduit.

Exemple : Si :
609 +iV3

zd¢ B,
62 # 54

z:*_'zo
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1 =609 +1V3 .

wm0- L= V3 i<
: 20 sosa !
1 —11+4V3
2= —10— — = ———T" |z <1
? ) 62 22|
1 1+iV3
Bm=-5—-—=—F—, || =1
Z9 Z
et z3 est réduit.
E. Equivalence des irrationnels réels.
o . 1 s .
On définit maintenant 8 : R — Q — R — Q par 0z = ———-—[-T, ce qui s’écrit aussi
x — [z

z = [z] + 1/0z, i.e. = T([z]) - (Ox) ou encore Or = T([x])~! - z. En outre on a
Ox > 1.

Si on pose x, = 0"x,a, = |x,), alors x = [ag, a1, ] est le développement en
fraction continue de z et on a T, = [an, any1,- ) et & = T(ag, -, Ap—1) " Ty

Il est clair que Oz = Oy si et seulement siy = x +a aveca € Z.

Nous allons maintenant donner une autre caractérisation de I'équivalence des
irrationnels réels, d’'une importance capitale par la suite.

Définition : (Condition de Scheffler)

Soient z,y € R — Q. Nous dirons que x et y vérifient la condition S (resp. S—,
resp. Sy ) s'il exister € N et s € N tels que - 0"x = 0%y (resp. O"x = 0%y etr+ s
impair, resp. 0"x = 0%y et v+ s pair). Six = [ag,a;, | ety = [bo, by, -] sont les
développements en fractions continues de x et dey, la condition O"x = 0%y signifie
gue U'on a aryp = bsyy pour tout p > 0.0n peut d ‘ailleurs remarquer que l'on a
alors aussi O™ ttx = 0%ty pour tout entiert > 0.

On vérifie aisément que S et Sy sont des relations d’équivalence sur R—-Q. En
outre si x et y vérifient S_ alors, si y et z vérifient S (resp. Sy ), alors x et z
vérifient S (resp. S_).

Lemme :

Soientrz € R—Q eta € Z. Alors :

1) et a+ x vérifient Sy 2) x et —a wvérifient S_
3) x et 1/x vérifient S_ 4)x eta+ 1/e vérifient S

La condition 1) est triviale car a+x = [a+ag, a1, ] et on peut prendre s = r = 1.
D’autre part on a :

—2 =[—(ap+1),1,a1 = 1 a9, -] siay # 1. donc ici O (—x) = 0%z

—x = [—(ap+ 1),a2 + 1,0a3,---] sia; = 1, donc ici 9% (—x) = 03z

et 2) est donc vérifié. Vérifions 3). Supposons d’abord 2 > 0. On a alors :
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1/z = [0,a0,a1,---] si ap > 0, donc ici &*(1/x) = O

1/x = [ay,aq, -] siag = 0, donc ici d(1/z) = 0z

ce qui vérifie 3) lorsque & > 0. Lorsque z < 0 la conclusion résulte de ce qui précede
et de 1/x = —1/(—xz). Enfin 4) est alors une conséquence de 1) et de 3).

Théoréme : Soient v,y € R — Q pour que x et y vérifient la condition S (resp.
S_, resp. Sy ) il faut et il suffit quil existe G € GL(2.Z) (resp. G € GL(2,Z) et
det(G) = —1, resp. G € SL(2,Z)) tel que y =G - x.

Tout d’abord remarquons que siz, = 9"z = Py =y, onax =T (ag, +,Qr=1) - Tr
et y =T (bo, - -,bs—1) - ys et par suite aussi y = T(bg,--- . bs—1)T (a0, -~ car—1)" b
r=G-zet det(G) = (—1)7F), la condition est donc nécessaire.

Réciproquement soit G € GL(2,Z) (resp G € GL(2,Z) avec det(G) = —1, resp.
G € SL(2,Z) avec y = G - & et montrons que x et y vérifient la condition S (resp.
S_, resp. Sy).

Comme tout élément de GL(2,Z) est produit d’éléments de la forme T'(a) avec
a € Z, la réciproque est alors une conclusion immédiate de 4) du lemme précédent.

0

Remarque : nous verrons comment cette condition d’équivalence, facile & tester
pour les nombres quadratiques réels, ainsi que la fagon qui permet de construire
des stabilisateurs non triviaux peut étre considérée comme un des piliers dans le
succes de la résolution de 'équation de Pell-Fermat.

Corollaire :

Soit z € R — Q. Pour qu’il existe un G € GL(2,Z) avec det(G) = —1 tel que
G-z = z il faut et il suffit que le développement en fraction continue de x soit
périodique a partir d’un certain rang, avec une période impaire.

En effet d’apres ce qui précede la condition demandée sur a signifie qu’il existe
n > 0 et p > 1 impair tel que a,, = Qmyp 81T 2 1 e qui démontre le résultat.
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RENCONTRE REGIONALE DES PROFESSEURS DE MATHEMATIQUES
organisée par ' APMEP

Dans Paprés-midi du samedi 22 mars 1997, une cinquantaine de professeurs de
mathématiques se sont réunis au lycée Jean-Baptiste Schwilgué, de Sélestat. La rencontre a
débuté par une conférence historique de Jean-Pierre Friedelmeyer sur les probabilités et s’est
poursuivie par trois ateliers paralléles dont le compte rendu suit. Puis une assemblée générale
adoptait de nouveaux statuts et discutait de la politique de la régionale.

ATELIER LYCEES PROFESSIONNELS.

par Jean-Claude SACHET.,
responsable du secteur lycées professionnels
au bureau national de ' APMEP.

L’objectif principal de cet atelier était de présenter les travaux et les réflexions menées par
I’ APMEP au niveau national sur ce théme.

I’atelier a consacré une grande partie de son temps a présenter et a commenter les nouveaux
programmes de mathématiques en baccalauréat professionnel qui sont entrés en vigueur a la
rentrée 1996 pour les premicres et en septembre 1997 pour les terminales.

La présentation du tronc commun et des différents chapitres spécifiques a été détaillée a la
demande des participants. Il est apparu que ceux-ci manquaient d’informations a ce sujet et
étaient trés demandeurs. La répartition des éléments du programme en fonction des
différentes spécialités professionnelles de bac. professionnel a été commentée . Les
différentes réflexions de la commission nationale Lycées Professionnels de PAPMEP  ont été
ajoutées avec le souhait que ce type de travail se développe également au niveau régional de
I’association.

La deuxiéme partie de la rencontre a été consacrée a la présentation des brochures réalisées
par I’APMEP pour les collegues de lycées professionnels : recueils de sujets classés en BEP
et bac. professionnel par thémes professionnels. Les participants ont souhaité étre mieux
informés sur les brochures a venir. Notons & ce sujet que fin 1997 paraitront deux nouvelles
brochures. I'une sur les sujets de BEP tertiaires et I'autre sur le Diplome National du Brevet
séries Technologiques et Professionnelles. Bien lire le Bulletin Grande Vitesse (BGV) de
I’ APMEP qui annoncera leur parution.

La fin de cette rencontre a été consacrée a la présentation des travaux menés par ’APMEP
pour "évaluation des programmes de BEP (EVAPM LP) : le cahier des exercices proposés
aux éléves a été présenté et les principales analyses sur les résultats de cette évaluation ont
été commentées.

Un appel a été lancé pour qu’en Alsace se forme un groupe APMEP réfléchissant aux
questions concernant l’enseignement des mathématiques en lycées professionnels, un
rapprochement avec le groupe similaire existant en Lorraine pouvant étre une premiere
approche.
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DES OUTILS INFORMATIQUES
POUR DIVERSES SITUATIONS MATHEMATIQUES

par Jacques OURLIAC.
college Jean de la Fontaine. Geispolsheim.
Jourliac@ac-strasbourg. fr

L’objectif de I'atelier est de faire un tour rapide sur les apports des nouvelles technologies a
PPenseignement des mathématiques. Pour cela, depuis peu. la DISTNB' a envoyé dans les
Académies un ensemble d’outils sur Cédérom qui ceuvrent dans ce sens.

Ces themes sont abondamment illustrés par des exemples de situations concretes. Observons
en quelques uns.

- Quelques apports de Vordinateur en classe |

Se représenter les objets

mathématiques (par }

Présenter une situation

exemple les figures
dans '
espace) Découvrir des propriétés
Relier différents aspects d’un’\% Y
?&égﬁ;?;mgniﬁbg € i Se consacrer aux démarches
rohigue.. )g ' 1 t (en déléguant les calculs au
& ) L logiciel)

Au college la géométrie, et en particulier dans I'espace, s’appuie sur la visualisation de
figures. Depuis prés de dix ans de nombreux logiciels de construction géométrique ont été

développés.

Il n'est pas question de dire quel est le meilleur” logiciel ; comme pour un manuel chaque
enseignant, chaque équipe fera son choix. Mais certaines fonctionnalités me paraissent

pédagogiquement intéressantes :
o [historique d’une construction,
e I’animation automatique d’une figure (comme une vidéo).
e l'observation des lieux. et celle de 'évolution des figures...

| Direction de I’Information scientifique, des Technologies Nouvelles et des Bibliotheéques
2 La liste des divers logiciels figure sur le CD et sur le serveur Internet
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Prenons I"exemple en 4™ de I'ensemble des milieux I d’une corde [MN] d’un cercle lorsque
la corde pivote autour de N . L'image ci-dessous est issue de cette « vidéo » que Fon peut
paser aux éléves sans se préoccuper de I'outil (informatique ici). Cette méme image sera
intégrée facilement au sein d’un document. ..

e M “\\
/.—" '*-.\\\
/ b
}"‘. ﬁ\
/ - .
J” l
-" ..
v
\ \ )
. _ /{/'F’

Depuis longtemps I'informatique est colteuse en temps et le restera encore, mais au plaisir
de voir I’étonnement de nos éléves face au multimédia en géométrie s’ajoute la facilité de
réalisation ! D’ailleurs peut-on parler ici de multimédia (son, images animées) ? Pas vraiment
mais sur le CD précédemment cité des ouvertures intéressantes sont faites :

Fravns.

fas
J e il e

e woa

GEOFLASH

La geométrie gui saute sUN yeux

Présentation de la version d'évaluation d'avril 1996

Triangles rectangles...

Thalés ...

Séipcion i pomt C surie cercle CER | Angie 1195
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Avec cette encyclopédie et I'outil de création qui va avec. nous pouvons réver de films
mathématiques qui pourraient passionner nos ¢leves sur les réseaux informatiques de
I’établissement. sur Internet. ..

Vous avez-dit Internet ? C’est la mode ! Pas seulement.

[’ Académie de Strasbourg’ s’est engagée dans cette aventure (mathématiques sans frontieres
en est un élément) mais le ministére de I'éducation nationale aussi et une grande partie des
éléments du CD support de cet atelier est disponible en ligne pour tous. Pour conclure on ne
peut qu’inviter chacun & découvrir et a partager les immenses ressources de ce réseau.

Fj inclex.him & 1essoirces se-strashining fr. - Microsolt Inteinet Explorer - o
Fichier Ldiion &ffichage Allerd  Fayors 2

K TTETY A @ e @ & @

i Piécederte  Suvarle Pyrier Actugl Démanage Rechewher  Favors tmprimer Pobe  Courrien )

! Adesse {hlln ifressoLrces.ac-strashowg i /mst/ndex hirn

0o Jeudi, 1 Mai 1997

Eresentation

.. ~_X Retour su servedsr
}m_ﬂ...‘“scm Bon scsdemgue
Eprevse
drentrainement

TR

Probewutthewerls

1997 . o o
= Une participation sans
Horam... Mathematiques sans frontiéres

4, rue Jacques Peirstes
Coordination générale 67000 Strashourg
Fax : (33} 03 88 3553 31
s-mail : Maths . SF@ac-swashourgdr

Le serveur de 'Académie de Sirasbouryg - wwiv.ae-strashourg fr

* www.ac-strasbourg. fr
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UNE ALTERNATIVE POUR UN ENSEIGNEMENT DE L’ANALYSE
EN TERMES D’ORDRES DE GRANDEUR

Abdenacer MAKHLOUF
Université de Haute Alsace
N.Makhioufl@univ-muthouse.fr

I’ ensemble des professeurs s’accorde a souligner la difficulté a enseigner I’ Analyse au Lycée
dans son état actuel. On est souvent partagé pour introduire les limites entre une approche
numérique sous forme d’activités et un énoncé d’une suite d’axiomes dont le champ d’action
est limité ou bien une présentation formelle «epsilon-deltaique » bien éloignée de la
perception intuitive et trop abstraite pour des ¢leves dont les niveaux en mathématiques sont
tres hétérogenes. L’objectif de cet exposé est la présentation d’une alternative a
’enseignement de I’Analyse au lycée basée sur Iintroduction en mathématique de la notion
de grandeur, ce qui va réconcilier les mathématiques intuitives et les mathématiques
formelles. Les fondements de cette approche sont contenus dans la brochure APMEP
N°103: « Fondement pour un enseignement de l'Analyse en termes d ordres de grandeur :
les réels dévoilés » par R.Lutz, A.Makhlouf et E. Meyer.

Cette alternative reprend d’une certaine manicre les idées de G.W. Leibniz et [. Newton au
17 éme siécle et défendues par de nombreux mathématiciens du 18 eme siécle dont la famille
Bernoulli, le marquis de ’'Hospital, Euler, D’ Alembert...

Par souci de rigueur en mathématique, les infinitésimaux, dépourvus de fondement logique,
sont tombés en désuétude et la notion de limite a trouvé une définition en termes de
majorations. Cette définition, irréprochable sur le plan de la logique, est peu conforme a
I’idée intuitive et conduit par ailleurs a des raisonnements contravariants'. Les infinitésimaux
sont réhabilités par le logicien A. Robinson (1960) dans un cadre appelé « Analyse non
standard » et formalisés ensuite par E.Nelson (1977). il s’agit d’une extension de la théorie
de Zermelo et Fraenkel en adjoignant le prédicat standard et trois axiomes qui le régissent.
Les idées infinitésimales fécondes dans de nombreux domaines de la recherche mathématique
appelaient une application didactique. A cet effet, un cadre élémentaire, inspiré de I’ Analyse
non standard avec un vocabulaire plus approprié, est présenté dans la brochure précitée.
L introduction des ordres de grandeur dans I'ensemble des entiers s’effectue a peu de frais.
On se place dans le cadre mathématique habituel et on rajoute au langage le prédicat
(adjectif) entier modéré avec les quatre axiomes suivants :

- [entier naturel 1 est modéré.

- La somme et le produit de deux entiers modérés sont modérés.

- Tout entier inférieur & un entier modéré est modeére.

_ Il existe dans ['ensemble des entiers naturels un nombre entier non modéré appelé
entier tres grand...

 Un raisonnement covariant est un raisonnement direct. comme en algebre : il consiste en une succession
d’assertions déduites I'une de I"autre. En revanche, dans un raisonnement contravariant , on commence par
la fin pour déterminer une stratégie gagnante.

16
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Cette extension, appelée ZF+, enrichit le concept de nombre entier et permet d’étendre. de
fagon naturelle, la notion d’ordre de grandeur 4 ’ensemble des nombres réels. On définit un
réel modéré comme un réel dont la partie entiére est modérée, un réel est trés grand si sa
partie entiére est trés grande. Parmi les réels modérés. les réels tres petits ou infinitésimaux
sont ceux dont I'inverse est un réel trés grand,. L arithmétique sur ces nombres est fidele a
I’intuition.

On définit a Paide des infinitésimaux la notion de proximité qui est fondamentale pour
I’ Analyse. On dit que deux réels sont 1rés proches si leur différence est un réel tres petit. On
en déduit de nombreuses régles d’approximation qui sont trés simples a élaborer et a
démontrer. Ce premier niveau d’extension permet de réhabiliter I'aspect numérique de
I’ Analyse. Un travail sur la nature d’expressions algébriques dépendantes d’un nombre x trés
grand ou trés petit ou trés proche d’un nombre donné r permet de faire de I’ Analyse sur les
nombres et prépare ainsi I'éléve a un apprentissage plus facile des différents concepts de
I’ Analyse.

Un exemple significatif est de démontrer, a I'aide de manipulations algébriques sur les
. PR A ~ 3 x ~x
nombres, que si z = Y1+ x ol x est un nombre trés petit alors z = 1+—3—(1+1) ou f est un

nombre trés petit. Un expert verrait un développement limité mais le traitement qu’on fait est
exclusivement numérique, on ignore complétement la notion de fonction et de dérivée.

Le cadre avec les ordres de grandeur ZF+ est insuffisant pour établir une définition de la
limite équivalente a la définition classique. Un second niveau d’extension est par conséquent
nécessaire.

Le second niveau d’extension. appelé ZFE, s’obtient en adjoignant, a la théorie
classique de Zermelo et Fraenkel (avec 'axiome du choix), le prédicat bien déterminé avec
trois axiomes le régissant. L‘extension ZF+ en est un sous produit. On retrouve
naturellement les ordres de grandeur et toute I'analyse approximative qui vont permettre de
définir et de communiquer plus facilement les idées fondamentales de I’Analyse. Ainsi, la
définition de limite est établie telle que nous Ja suggére Uintuition : la limite d'une fonction f
quand x tend vers a est le réel bien déterminé / tel que pour tout x trés proche de a, f{x) est
trés proche de /. Les théorémes classiques de I’Analyse (théoréme des valeurs intermédiaires,
toute fonction continue sur un intervalle fermé est bornée, toute suite croissante et majorée
est convergente...) possedent dans ce cadre des démonstrations d’un type nouveau
accessibles a un éléve de lycée. Ce calcul infinitésimal par sa fidélité a la perception intuitive
facilite et développe chez I"éleve I'art de raisonner et d’inventer.

La pédagogie de cette approche reste & élaborer. Des groupes IREM sont mis en
place en Alsace et en Picardie pour réaliser des documents et mener des expérimentations.
Les ames sensibles et désireuses de participer au débat et a la construction d’un nouvel
enseignement de I’ Analyse sont invitées a nous rejoindre.
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Jean-Pierre FRIEDELMEYER

Connaitre la personnalité des mathématiciens célebres n’est pas chose aisée. Leur oeuvre publiée
a gommé toute trace d’émotion et de sentiment pour présenter les résultats mathématiques dans
toute leur rigueur et leur vérité. Vérité souvent tres belle sans doute et admirable, “honneur
de lesprit humain”, mais abstraite et froide, figée dans son Sternité comme un ciel étoilé par
une nuit d’hiver glacée. Ce qui en a éloigné plus d’un, curieux de sciences mais rebuté par son
aridité. A tort - les lettres écrites par les mathématiciens & leurs amis ou collégues nous révelent
des personnalités sensibles et passionnées, essayant de résoudre au mieux, non seulement les
problemes scientifiques qu'ils se sont posés mais aussi les mille et un tracas de leur vie quotidienne
et les difficultés causées par les événements politiques et sociaux. Cette rubrique vous présente
des lettres, ou de larges extraits que nous pensons représentatifs et révélateurs de la personnalité

profonde, mais quelquefois méconnue, de nos illustres savants. Dans ce numéro :
Gauss et la géométrie non euclidienne; correspondance avec Farkas Bolyai.

Gauss pouvait avoir quelque chose d’irritant pour un jeune mathématicien con-
temporain : ce dernier n'étant jamais sur que sa propre découverte n’avait pas
déjh été pressentie, voire annoncée ici ou la dans la correspondance du “Mathe-
maticorum Princeps” ; ceci en toute simplicité, sans malice, mais qui n’empéchait
pas de meurtrir le jeune débutant. Clest ce qui s’est passé avec la géométrie non
euclidienne et les deux Bolyai, Farkas le pere, Janos son fils.

Né dans une famille noble de Hongrie en 1775, Wolfgang (*) Bolyai von Bolya
raconte sa rencontre avec Gauss & Gottingen en automne 1796 :(**) “J'y fis alors
la connaissance de Gauss qui y ¢tudiait [depuis Uautomne de 1795], et dont je
suis encore aujourd’hui U'ami, mais combien loin de pouvorr me comparer a lu.
Il était trés modeste et trés réservé @ ce n'est pas trots Jours, Comime avec Platon,
mais pendant des années, qu’on edt pu vivre avec lur sans recon waitre combien il
¢tait grand. Quel malheur pour mot de n’avoir pus su ovvrir et lire ce livre sans
titre et muet, je n'avais pas idée de Uétendue de son savorr, ct luz, en voyant mes
gotits, m’estima beaucoup sans savoir combien ‘Ctais peu de chose. Ce qui nous
unit fut notre passsion commune (qui ne se révélait pas extérieurement) pour les
Mathématiques et notre conformité morale, de sorte que souvent, occupés chacun
de mos propres pensées, nous nous promenions ensemble pendant des heures sans
dire un mot’.

© L'OUVERT 88 (1997)

(*) Dénomination germanique de Farkas.

(**) cf. Paul Stieckel et Iriedrich Engel : Gauss, les deux Bolyai et la géométrie non euclidienne,
Gauthier Villars Paris 1897, p. 6. Les traductions frangaises des lettres citées ici, sont extraites
de ce fascicule.
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Ces communications de W. Bolyai méme sont complétées par des paroles que Gauss
doit avoir dites, comme le raconte Sartorius von Waltershausen, dans le cours des
années précédentes. “Bolyai est le seul qui ait jomais su entrer dans mes idées
métaphysiques relatives aux Mathématiques.”

Gauss quitta Gottingen durant 'automne 1798 et les deux amis se rencontrérent
une seule et derniere fois encore le 24 mai 1799 & Clausthal dans le Harz,
avant le retour de F. Bolyai dans son pays natal pour y exercer le méticr de
professeur de mathématiques, physique et chimie au college de Maros Vasarhely.
Mas ils continuerent & s’écrire, pas tres régulierement, presque jusqu’a leur mort.
(1855 pour Gauss; 1856 pour F. Bolyai). Il est probable que les deux amis se
solent entretenus, lors de cette rencontre, des fondements de la géométrie et
particulierement du probleme des paralleles et de axiome V (appelé axiome XI
dans les textes qui suivent, selon une autre munérotation des axiomes euclidiens).

Gauss a W. Bolyai (Helmstedt, le 16 décembre 1799)

“Je regrette bien de n’avoir pas profité de notre voisinage rapproché d’autrefois,
pour connaitre davantage les travaux sur les premiers principes de la Géométrie ;
Jje me serais ainst certainement épargné bien des peines inutiles, et jlaurais eu
Desprit plus en repos, autant que quelqu’un de mon caractére peut avoir, lorsqu’il
reste encore tant 4 désirer relativement a un tel sujet. Quant & moi, mes travaus
sont déja bien avancés (autant que m’a permis de le faire le pew de temps que mi’ont
laiss€ mes occupations de nature toute différente); mais la voie dans laquelle je
suis entré ne conduit pas au but que 'on cherche, et que tu affirmes avoir atteint,
mais conduit plutét a mettre en doute Uexactitude de la Géométrie.

Je suis, il est vrai, arrivé a bien des choses, qut seraient par la plupart des hommes
regardées comme une démonstration valable, mais qui, & mes yeuz, ne démontrent
pour ainst dire RIEN ; par exemple, si 'on pouvait démontrer ['existence possible
d'un triangle rectiligne, dont Uaire serait plus grande que toute surface donnée, je
serais alors en état de démontrer avec une rigueur parfaite toute la Géométrie.

La plupart, il est vrai, voudraient donner a cela le rang d’un cviome, moi non; il
serait bien, en effet, possible, quelque éloignés entre cux que l'on choisisse les
trois sommets du triangle dans lespace, que son aire fut néanmoins toujours
inférieure (infra) a une limite donnée. Je posséde quelques théorémes pareils, mais
je ne trouve en aucun d’eux quelque chose de satisfaisant. Fais-nous donc bientdt
connaitre ton travail; tu auras acquis alors droit 4 la reconnaissance, mais nomn
pas celle, il est vrai, du gros du public (auquel appariicnnent cependant nombre de
gens regardés comme d’habiles mathématiciens) ; je mi'apercois, en cffet, davantage
chaque jour que le nombre des vrais géométres cst catrémement restreint, et gue
la plupart des gens ne sont capables ni de porter un jugement sur les difficultes
de pareils tavavx, ni méme de les comprendre ; mais jouis de la reconnaissance de
tous ceux dont Uopinion seule »eut avoir effectiverent du priv pour toi!
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Il se trouve, & Brunswick, un émigré nommé Chauvelot, qui m’est pas mauvais
géomeétre et qui prétend avoir complétement établi la théorie des droites par-
alléles : som travail sera imprimé bientdt, mais je n'en attends rien de bon. Dans
les Archives de Hindeburg, neuviéme Partie, se trouve également une nouvelle
recherche, d’un certain Hauff, sur le méme sujet; c’est au-dessous de toute cri-
tique.”

F. Bolyai enverra effectivement une “Théorie de Géttingen, relative aux paralleles”
en automne 1804 et que Gauss commente ainsi :

Gauss & W. Bolyai (Brunswick, le 25 novembre 1804)

Maintenant ... encore quelque chose a propos de ta Communication géométrique.
Jai lu ton mémoire avec le plus grand intérét et la plus grande attention et j’ar
été vraiment réjoui de la profonde perspicacité dont tu fais preuve. Mais ce nest
pas une louange inutile que tu désires; celle-ci, & un certain point, pourrait ausst
sembler partiale, car la marche de tes idées a beaucoup de similitude avec celle
que j’ai autrefois moi-méme employée dans la recherche de la solution de ce noeud
gordien, recherche vaine encore jusqu’ict. C’est seulement mon jugement sincére
et sans détour que tu désires. Le voici : ta méthode ne me satisfait pas encore.
Je vais chercher & mettre en pleine lumiére, avec toute la clarté possible, la pierre
d’achoppement que j'y trouve encore (et qui appartient ausssi au méme groupe
d’écueils sur lesquels ont échoué jusqu’ici mes propres recherches). J'ai cependant
toujours 'espoir que ces écueils finiront, avant la fin de ma vic, par me livrer
enfin passage. Mais j’ai ici en ce moment, tant d’autres affaires en train, que je
ne puis actuellement y penser; crois-mot, cela me réjouirait du fond du coeur, st
tu me devancais et si tu réussissais o surmonter tous les obstacles. Je ferais alors,
avec le plus grand plaisir, tout ce que je puis pour faire reconnaitre ton merite et
pour le mettre en pleine lumiére. J'arrive maintenant d la question. A toutes les
autres conclusions, je ne trouve aucune objection essentielle a faire : ce qui, pour
moi, nest pas concluant, c¢’est simplement le raisonnement dans ["Article XIIL
Tu supposes ici prolongée d’une maniére indétermanée, une lgne II. ... kdefg
... formée de segments tous rectilignes et égauzx kd, de, ef, fg, etc..., et ou les
angles kde, def, efg, etc... sont égaux entre eux, ct tu veur démontrer qu’en
procédant ainsi plus ou moins longtemps 11 devra nécessairement dépasser k. A
cet effet, tu fais tourner la ligne droite kdoo = Q, autour de k, du coté ou est
situé II, en sorte qu’elle passera successivement, en le rencontrant, de chaque coté
du polygone II au c6té suivant. Tu fais voir 4 merveille que Q, passant a la fagon
d’échelons par d,c, f.q ete..., se rapproche chaque fois davantage de kp; contre
tout cect, aucune objection a faire, mais maintenant tu continues ainsi :
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“Quapropter Q moveri potest modo
prescripto, usque dum in kpg'oo
pervenerit...” et voild la conclusion
qui ne me semble pas évidente.

De ton raisonnement, 4 mon avis,

il ne s’ensuit pas le moins du monde
que langle, autour duquel Q...(1),
en cheminant le long d'un c6té de 11
qui se rapproche de kg, ne devienne
pas toujours moindre; de la sorte,
lagrégat de tous les rapprochements
successifs, quel que fit leur nombre,
pourrait bien ainsi n’étre jamais
[suffisamment] grand pour amener Q
en ke si tu pouvais démontrer

que dke = ekf = fkg, etc..., alors la
chose serait nette et claire.

Le théoréme est du reste exact, mais
difficile & démontrer en toute rigueur
sans présupposer d’avance la théorie
des paralléles. On pourrait donc
toujours appréhender que les angles
dke, ekf,fkg etc... ne diminuassent
successivement.

-

Si cela avait lieu (exempli gratia seulement) en progression géométrique, de sorte
que Uon eit ekf = ¢ x dke, fkg = dke, etc... (i étant plus petit que 1), alors
la somme de tous les rapprochements, quelque grand que l'on prenne leur nombre,
resterait toujours inférieure a Ti’{/? x ekf, et cette limite pourrait encore alors
étre toujours inférieure a Uangle droit dkyp. Tu as exigé de mot un jugement sans
détour : je te Uai donné, et je te répéte encore Uassurance que cela me ferait le
plus grand plaisir si tu surmontais toutes ces difficultés”.

Ainsi, les espoirs que F. Bolyai avait fondé sur son travail furent anéantis au point
de le faire renoncer a toute recherche. Il éerira dans son autobiographie : “Comme
je n'étais pas satisfait de mes tentatives pour démontrer Uaxiome des paralléles, et
qu’aprés les avoir pendant bien longtemps poursuivies jusqu’aux limites du possible,
j’en perdais le repos, mon few pour les mathématiques s’éteignit et je me tourna
vers la poésie (*) Ajoutant : “Si jadis j’eus pu arriver & un résultat dans la question
de Uaziome XI, je ne me serais occupé ni de la construction des poéles ni de l'art

(1) Ici se trouvent des

lettres devenues illisibles par Peffet de

I'usure d’un pli dans le papier de la lettre

(*) F. Bolyai puhiera pourtant deux forts beaux volumes présentant les fondements des
mathématiques, en 1832 et 1833 sous le titre Tentamen juventutem studiosam in elementa Math-
eseo. .. introducendi (une réedition datée de 1396 existe & la BNS de Strasbourg)
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poétique, et j’eus été un homme et un pére de famille meilleur”.

Son fils Janos prendra heureusement et avec succes le relais dans cette recherche
millénaire. Janos Bolyali, fils de Farkas, né le 15 décembre 1802 & Klausenburg, est
présenté ainsi & Gauss par son pere. (lettre du 20 juin 1831).

W. Bolyai & Gauss (Maros Visarhely, le 20 juin 1831)

[Mon fils] est déja lieutenant en premier dans le Corps du Génie et sera bientdt
capitaine ; c’est un beau garcon, un virtuose sur le violon ; il est fort en escrime et
brave, mais il s’est souvent battu en duel, et ¢’est encore un militaire un peu trop
boutllant, mais aussi un parfait galant homme : de la lumiére dans les ténébres, des
ténébres dans la lumiére. Il est passionné pour les mathématiques et posséde pour
elles de rares aptitudes d’esprit, il est maintenant en garnison o Lemberg; il a pour
to1 la plus grande vénération, il est capable de te comprendre et de t'apprécier. C'est
d sa demande que je t’envoie ce petit opuscule de lui; aies la bonté de le juger avec
tes yeux st perspicaces, et, dans la réponse que j’attends impatiemment, €cris-mot
ton arrét sans ménagement.”

Le petit opuscule en question n’est rien moins que le fameux “Appendix” de Janos
Bolyai ol celui-ci fonde la géométrie hyperbolique (*) avec le sous-titre : “La
science absolue de Uespace indépendante de la vérité ou de la fausseté de ’Aziome
XI d’Euclide (que l'on ne pourra jamais établir a priori); suivie de la quadrature
géométrique du cercle, dans le cas de la fausseté de ’Aziome X1.

En réalité, Janos Bolyai avait percé depuis une dizaine d’années déja la vraie nature
du probleme, comme 'indique une lettre a son pere, datée du 3 novembre 1823 :
“Je suis tout a fait décidé a publier un Ouvrage sur la théorie des paralléles, des
que 7 aurai mis les matériauz en ordre et que les circonstances le permettront. Je
ne l’ai pas encore fait, mais la voie que j’ai suivie a certainement pour ainst dire,
presque atteint le but; le but méme n’est pas atteint, mais j’ai découvert des choses
st belles que 7'en ai été ébloui; il serait o jamais regrettable si elles étaient perdues.
Lorsque vous les verrez, vous le reconnaitrez aussi. En attendant je ne puis ici dire
autre chose que ceci : J'ai du néant tiré un nouvel unwvers. Tout ce que je vous at
communiqué jusqu’ici n'est qu’une maison de cartes, comparé a cette tour. Je suis
déja autant persuadé que cela me fera honneur que si cela avait déja ew hew.”

Gauss a donc été sollicité pour donner son avis sur “I'Appendix” avant sa
publication en annexe au “Tentamen”, 'oeuvre en deux volumes du pere Farkas
Bolyai. Sa réponse peut paraitre étrange et décevante, méme si en réalité, Gauss a
jugé tres positivement le travail de Janos Bolyai (**) La phrase : “je ne puis louer

ce travail (...) car le louer ce serait me louer moi-méme” fut tres mal requepar

(*) cf. K. Volkert, “Et pourlant quelques uns sont quarrables, la quadrature du cercle en géométrie
hyperboligue”. L’Ouvert 1° 84; septembre 86

(**) Gauss & son éleve et ami Gerling : “je considére ce jeune géometre von Bolyai comme un
génie de premiére grandeur” .
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le fils, qui soupgonnait son pere d’avoir divulgué a Gauss les idées exposées dans
P“Appendix”, et que ce dernier voulait lui ravir la priorité de ses découvertes. 1l
n’en est rien comme le prouve la lettre de Gauss, si on la lit jusqu’au bout.

Gauss & W. Bolyai (Géttingen, le 6 mars 1832)

... Parlons maintenant un peu du travail de ton fils. Si je commence en disant
que je me puis louer ce travail, tu pourras bien un instant reculer d’étonnement;
mais je ne puis dire autre chose; le louer serait me louer moi-méme; en effet, le
contenu tout entier de I’Ouvrage, la voie qu’a frayée ton fils, les résultats auzquels
il a été conduit coincident presque entiérement avec mes propres méditations qui
ont occupé en partie mon esprit depuis déja trente d trente-cing ans. Ausst ai-je
été complétement stupéfait. Qaunt d mon travail personnel, dont d ‘atlleurs j’a
confié peu de chose jusqu’ici au papier, mon intention était de n’en rien laisser
publier de mon vivant.

En effet, la plupart des hommes n'ont pas Uesprit juste sur les questions dont
il s’agit, et j'ai trouvé seulement bien pew d’entre eur qui prissent un intérét
particulier & ce que je leur ai communiqué d ce sujet. Pour pouvorr prendre cet
intérét, il faut d’abord avoir senti bien vivement ce qui fait essentiellement défaut,
et sur ces matiéres la plupart des hommes sont dans une obscurité compleéte.
C’était, au contraire, mon idée de mettre, avec le temps, tout cect par écrit afin
qu’au moins cela ne périsse pas avec Mmot.

Aussi est-ce pour moi une agréable surprise de voir que cette peine peut maintenant
m’étre épargnée, et je suis rempli d'une joie extréme que ce soit précisément le fils
de mon vieil ami qui m’ait devancé d’une maniére si remarquable.
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PROBLEME 44
Enoncé (proposé par Paul Erdds) :

Le grand mathématicien hongrois Paul Erdés, qui vient de disparaitre, fut
I'inventeur de trés nombreux problémes. En hommage a sa mémoire, voici un
probleme d’Erdds que nous soumettons a nos lecteurs.

Etant donnés deux entiers naturels m et n tels que m < n, on considére une
partition de lintervalle d’entiers [m,n[= {m,m + 1,m +2,...n — 1} en deux
sous-ensembles A; et A, disjoints : [m,n[= A; U Ay. On dira que c’est une
partition d’Erdés si Uentier n peut, d’au moins une maniere, s’écrire comime somme
d’éléments distincts de 'un des A;.

Exemple.— m =1, n = 8, [1,8[= {1,2,4,5} U {3,6,7} est une partition d’Erdos
de [1,8[ car 8 =142+ 5.

Le couple (m,n) est un couple d’Erdés si toute partition de [m,n| en deux sous-
ensembles est une partition d’Erdss. L'objectif du probleme est d’identifier les
couples (m,n) qui sont des couples d’Erdos.

1°) Montrer que (1,11) n’est pas un couple d’Erdos.
Montrer que (1,12) et (2,15) sont des couples d’Erdos.

2°) Trouver d’autres couples d’Erdés, et les déterminer tous si possible.
Indications (par M.-P. Muller) :

La démarche.— On recherche une partition [m,n[= A; U Ay qui ne soit pas
d’Erdos : si une partie contient des éléments de somme n, la partition sera mise
hors jeu.

Les premiers pas.— Le plus simple est d’éliminer d’abord les partitions pour
lesquelles un A; contient deur éléments de somme n. Nous pouvons “voir” ces
partitions en disposant les nombres m....,n — 1 dans un tableau de maniere a
mettre en vis-a-vis deux nombres de somme n :

sin=2p+1:

m m-+ 1 k o p-1 D

n—1|...ln=-m|n-m-1|...|n=k|...|p+2|p+1

© L'OUVERT 89 (1997)
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sin=2p+2:

m m+ 1 k o lp=1 D p+1

n—1|...ln—-mln-m-1|...|{n—k|...Ip+3|p+2

(certaines cases peuvent étre vides). Ainsi, les partitions que nous éliminons
d’abord sont celles pour lesquelles une colonne compléte est dans un A;.
Dorénavant, deux éléments d’une méme colonne ne seront jamais dans une
méme partie. Notons aussi que les éléments des colonnes incomplétes & gauche
n’interviennent jamais dans une somme= n : leur appartenance est donc in-
différente. En somme, il reste autant de cas & examiner que de partitions de la
premiere ligne seule!

Pour continuer. La disposition adoptée pour les nombres [m, n[ permet aussi de
“situer” trois éléments, ou plus, dont la somme est n. Deux remarques simples
peuvent étre faites dans ce cas.

1. Au plus un seul de ces éléments est sur la deuxieme ligne,et il est alors plus a
droite que les autres:

2. Lorsque la partition n’est pas d’Erdés, si deux nombres u et v sont dans A,
et si u + v est dans une colonne complete et distincte de celles de u et v, alors
u + v est aussi dans 4,. En effet, dans le cas contraire, nous aurions son vis-a-vis
n—u—vdans 4;, et u, v, n —u — v de somme n dans A4,. Une application simple
lorsque m =1 : si 1 et u sont dans Ay avec u < p, alors u + 1 et, par induction,
u+2,u+3,...,psont tous dans Aj.

A partir de ces considérations, montrer que :

- le couple (1,n) est d’Erdds si et seulement si n > 12

pour n impair, (2,n) est d’Erdds si et seulement si n > 15

mais (2, 16) n'est pas d’Erdos

si (m, n) est d’Erdos, alors (km, kn) aussi

et donc (2,n) est d'Erdos sin > 23

si m est la partie enticre de (n + 1)/4, alors (1m, n) n'est pas d’Erdos.

n
o
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PROBLEME 46

Enoncé (proposé par R. Schifke) :

: : , . i+ — 2 ) .
Soit la matrice carrée M = (a; j)i<i j<n, OU Qi ; = ( , J . ) (coefficient bino-
<ig< \ i

mial).
Montrer que M est définie positive, de déterminant égal & 1, et que si A est valeur
propre de M alors 1/ est également valeur propre de M.

Indication (par P. Renfer) :

. . : . : . =1 .
On introduit la matrice triangulaire T = (t; j)1<i,j<n, OU ti; = ( , 1) (ou T'on

1 .
convient que le coefficient binomial ( 1) est nul si 7 < j), on montre que M

j po—
est le produit de T par sa transposée : M = T. T puis on calcule T~ (qui a aux
signes pres, les mémes coefficients que T'), et enfin on montre que M et M™" ont

méme polynoéme caractéristique.

PROBLEME 47
Enoncé (proposé par M. Krier) :

On considére un polygone plan P & n cotés, de sommets consécutifs Ao, Ay, - -
A, avec A,, = Ag. Sur chaque segment A; A; 1 on construit un carré A;A; 1B Ci,
toujours du méme cété pour un observateur qui se déplacerait sur le polygone.
L’objectif du probléme est de déterminer P de telle sorte que les 2n points B; et
C,; soient sur un méme cercle.

1°) Rechercher les polygones P convexes. Il y a la solution évidente olt 'on prend
pour P un polygone régulier. Est-ce la seule solution?

2°) Indiquer comment on peut obtenir les polygones non convexes ayant la
propriété demandée.

Solution (par P. Renfer) :

Si les points B; et C; sont sur un méme cercle de centre O, alors les points A; sont
tous sur un autre cercle de méme centre O, car la médiatrice de [B;C;] coincide avec
celle de [A; A;41]. Soit «, le demi-angle au centre, interceptant la corde [A;A;41]

1) Cas des polygones convexes

Si le polygone P est convexe, alors: Z:’ o =, avec 0 < o < 7 pour 1 <1< n.
La solution évidente du polygone régulier correspond a : oy = 7, pour tout ¢. Pour

obtenir d’autres solutions, il s’agit d’é¢tudier §'il est possible d’avoir «; # «; avec
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Distinguons suivant que les carrés sont a droite ou a gauche d’un observateur se
déplacant sur le polygone, dans le sens trigonométrique :

a) carrés a droite

Pour « €]0, [, posons :
f(a) = OB? = (cosa + 2sin a)? +sin® o
= 3 + 2(sin 2« — cos 2cx)

= 3+ 2v2sin(20 — =)

4
h A B
\ n s 3n s 5n 3n 7
O et o did e ke id T
> 8 4 8 2 8 i 8 7
f'(og)i‘ + 0 i
3240
5 5
fla) | 3 3
1 1\ 1
“3-2J2°

Donc pour deux angles distincts « et 3, de somme inférieure & 7. on a :

: : L3
fla)=f(B)., st a+F=—.
4
On peut obtenir un polygone solution, en choisissant 'un des «; égal & et tous
les autres égaux a «, avec

3 37 3n 3 .
0<a§~—é— , —é—_<~;f3<-£. (’y+'ﬁ:%’ (n—la+p=rw
On trouve : a = il et 3= 5T il
T T 4n=-2) " T 4 4n-2)

[ 93]
-3
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b) carrés a gauche

Pour « €]0, 7|, posons :

gla) = OB? = (cosa — 2sin @)? + sin’ o

= 3 — 2(sin 2a + cos 2a)

— 3 - 2V2sin(2a + =)

4
B - - l;A
i x d;a,_J .

o * ®x ¥m x5 3 Tn

| 8 4 8 2 8 4 8 n
gl - O W +

i 3+242

5 5
o) 3 3
1 ; /’1 ~ 41

Donc, pour deux angles distincts a et , de somme inférieure & 7, on a :

PSS

g(a) = g(f), si a+ =

On peut obtenir un polygone solution, en donnant & k angles parmi les o la valeur
3 et aux (n — k) autres la valeur o, distincte de /3 avec :

1 <k<n-k . 0<a<% , o<,9<§-, a+/3:£~  (n—K)a+kB =7

On peut obtenir un octogone avec n = 8 et k = 4.
De facon générale on obtient :

4 -k T
= TN o avee k<3 et k<n-5 (doncn>6 your que 0 < a < —
o) < < ( > 6) pour q

@ 1
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2) Cas des polygones non convexes
La contrainte S, a; = 7 assouplit en 37" a; = m.m, ot m € N*

a) carrés a droite

On peut obtenir un polygone solution, en donnant a & angles parmi les «; la valeur
B et aux (n — k) autres la valeur «, distincte de 3 avec :

3 7
1<k<n-—k et a+ﬂ::—47: ou —-g

Si n est multiple de 8, on peut choisir k = n/2.
Si k # n/2, les angles a et § doivent étre choisis commensurables a 7.
b) carrés a gauche

On peut obtenir un polygone solution, en donnant & k angles parmi les «; la valeur

B et aux (n — k) autres la valeur o, distincte de 3 avec :
s 5T
l<k<n-—k et a+/3:z ou -i—

Si n est multiple de 8, on peut choisir k = n/2.
Si k # n/2, les angles « et 3 doivent étre choisis commensurables a .

PROBLEME 48
Enoncé (proposé par R. Garin) :

Pour quel(s) entier(s) naturel(s) n la somme

> K (n—k)?
k=0

est-elle un carré parfait?

PROBLEME 49
Enoncé (proposé par R. Kern) :

Dans un triangle ABC, on note a, b, ¢ les longueurs respectives des cotés B C.CA,
AB, et «, 3, v les mesures respectives des angles en A, B et C.

1) Trouver les triangles pour lesquels a, b, ¢ sont des entiers premiers entre eux et
cos a = cos2/3. Parmi ces triangles, déterminer lesquels vérifient o = 2/,

2) Trouver les triangles pour lesquels a. b, ¢ sont des entiers premiers entre eux ct
cos @ = cos 33. Parmi ces triangles, déterminer lesquels vérifient o = 3/
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PROBLEME 50
Enoncé (proposé par A. Stoll, IREM de Strasbourg) :

Données :

e Une courbe plane (C) “suffisamment
réguliere”

e un point A dans le plan de la

courbe (C) La caustique _ _

~ - g
. N
Notations : (cf. figure) // \
e H un point de la courbe (C) N
e B désigne le centre de courbure S\
correspondant a H ,/' \\,\
e N le point de la normale a (C) - o\
en I tel La dévcloppée \
que (AN) soit perpendiculaire & (AH) AT
e ] est le point de la caustique
issue de A

les angles A?{B et BHI sont égaux

Montrer que :

|2HN — HB| HA
HB T OHI

Applications :

1. En déduire une construction géométrique du centre de courbure d'une parabole
en un point quelconque.

2. Montrer que la caustique d’une spirale logarithmique par rapport a son centre
est une spirale logarithmique identique.

3. Trouver d’autres applications de la formule ci-dessus.

60




A VOS STYLOS

PROBLEME 51
Enoncé (proposé par D. Dumont) :

1°) Démontrer l'identité

13523 1.35792°
L ———— + S -
o 1.2.3 3! 1.2.3.4.5 5!
tgr = D) - i
1.3z2° 1.3.5.7x
] — o —— —

2°) Généraliser I'identité précédente au quotient

%a(a+2)(a+4)ggi Cala+2)(a+4)(a+6)(at8)
7 ala+1)(a+2) 3! " ala+ 1){a+2)(a+3)(a+4) 5

_CL(a+2)£CE ala+2)(a+4)(a+6) 2t
ala+1) 2! ala+ 1)(a+2)(a+3) 4

-



A DIFFUSER AUX PROFESSEURS DE MATHEMATIQUES
ET A AFFICHER DANS LES ETABLISSEMENTS
Association des professeurs de mathématiques (APMEP)
Regionale de Strasbourg
10 rue du Général Zimmer
67000 Strasbourg
tel 0388392407

La régionale d’Alsace de I’association des professeurs de mathématiques organise cette
année sa rencontre régionale le samedi aprés-midi 28 mars 1998 a Sélestat.  Tous les
professeurs de mathématiques de I’académie, adhérents ou non, inscrits ou non , sent
cordialement invités a assister a la conférence, a participer a un des ateliers ou deébat, a
s’informer ou a proposer des idées, a consulter quelques brochures APMEP ou IREM
parues récemment, a discuter avec des collegues d’autres établissements,

Au cours de cette rencontre I’exposition « Objets mathématiques » de la régionale de
Lorraine sera présentée.

SAMEDI 28 mars 1998
au Lycée KOEBERLE
Boulevard Charlemagne

67462 Sélestat
de 14h a 18h30..

Programme :

14h a 15h15 : conférence pléniére historique par Andre STOLL, professeur au lycee
Couffignal . Les spirales : esthétiques, mystiques, historiques, les spirales constituent
également un formidable outil heuristique et pédagogique. Au cours de cet expos¢ , nous
aborderons ces différents aspects de la spirale d’Archimede, de la spirale de Théodore, des
spirales logarithmique et hyperbolique, ...

15h30 a 16h45 : ateliers paralléles sur les themes suivants
collége : Mathématiques et interdisciplinarité au college, animé par Farida CHAIBAIL
college Camus de Jarville, Lorraine : compte_rendu d’expérience et présentation de diverses
activités permettant de relier les acquis de mathématiques aux contenus d’autres disciplines.
On explorera les possibilités de travaux avec les enseignants d’autres matieres , dans le
cadre des programmes du college.
lycée : Quelle épreuve de bac dans quelques années ? atelier animé par Jean-Pierre
Richeton, président de ’APMEP.
lycée professionnel : La nouvelle brochure APMEP sur les lycées professionnels,
I’exposition « objets mathématiques », atelier animé par Madeleine Huguel (lycee de Ste
Marie-aux Mines) et par Marie-Jos¢ Baliviera. (régionale de Lorraine).

17h & 18h30: pause café, consultation de brochures, assemblée générale de
"association .

Inscription © (inscription n’est pas nécessaire mais recommandée)
S'inscrire par Minitel. entre le 15 décembre ctie 12 janvier. dc la manicre survanic
- taper 3614 EDUSTRA : dans le menue d'entrée choisir « 1 » consultation ct inscription au PAF.
- dans le menu acces individuel 3 la formation choisir « 1 » (candidature individuclic).
- suivre les consignes. sachant que ce stage a les caractéristiques suvantes
Sciences Mathématiques  Stage numéro - 97TCA3N9C  utre journde régionale de 'A PMEP

(@]
o
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