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CHANGEMENTS DE CADRES
EN GEOMETRIE DANS DI’ESPACE

La géométrie dans ’espace enseignée au
lycée permet de proposer aux éléves un cer-
tain nombre d’exercices pouvant donner lieu
a des changements de cadres en relation avec
leurs acquisitions antérieures et ultérieures.
Le mot « cadres » est emprunté aux travaux
de R. Douady (1987) et, avec elle, nous admet-
tons que ce type d’exercices, qui amene les éleves
a travailler des questions dans deux cadres
différents au moins, peut étre générateur
d’apprentissages.

Ce sont des exemples de tels exercices, a
rechercher en classe, que nous donnons ici, un
peu en vrac, du plan a I'espace d’abord, puis
de 'analytique ou du ponctuel au vectoriel et
alaffine. Nous ne présentons ni une réflexion
organisée sur le champ ni une réflexion spé-
cifique sur l'utilisation de logiciels de géo-
métrie dynamique.

Monique PARIES, Aline ROBERT,
Equipe Didirem Paris-Diderot,
IUFM Versailles-Cergy

Cela dit, la nature du travail organisé
avec les éleves sur ces exercices peut modifier
beaucoup ce qui en est retiré, méme si nous
ne ferons que I’évoquer. Signalons que nous
avons expérimenté la plupart des exemples ci-
dessous a divers niveaux, notamment plu-
sieurs années de suite en préparation au
Capes, en faisant travailler les étudiants en
petits groupes, en leur laissant le temps de réa-
liser que certaines assertions sont fausses, et
en les encourageant a discuter longtemps,
entre eux, pour trouver des preuves. Cela
s’accompagnait toujours de commentaires en
partie non improvisés, au moment des cor-
rections, inspirés a la fois de ce qui est atten-
du a priori du travail des éléves (cf. visée) et
de ce qui s’est passé en classe. Cependant
aucune évaluation formelle n’a été faite de ces
séances, qui se déroulaient apparemment de
maniere conforme aux attentes.
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On peut aussi s'interroger sur 'aide appor-
tée par les logiciels, notamment dynamiques,
et sur la démarche expérimentale en géomé-
trie dans I'espace — nous indiquerons quelques
réflexions tres parcellaires a ce sujet en conclu-
sion, faute d’expériences effectives.

1) Les cadres en présence :
géométrie affine ou « a la Euclide »!

Nous appelons géométrie « a la Euclide
» ou ponctuelle la géométrie utilisée au college,
avec les mémes prémisses que celles d’Eucli-
de? (a peu pres), les mémes « manques » (la
reconnaissance de la convexité par exemple)?,
des raisonnements analogues mais avec les
nombres réels en plus, et les transformations
éventuellement.

Une autre maniére de modéliser plan et
espace consiste a utiliser les espaces affines,
éventuellement munis d'un produit scalai-
re : c’est introduit de maniére un peu subrep-
tice au lycée, dans la mesure ou la notion
d’espace vectoriel n’est pas dégagée. Méme si
on dispose de la relation de Chasles et de
T'unicité du point M tel que, si le point O et

le vecteur u sont donnés,ona OM = u . Cela
permet de travailler dans les cadres vectoriel
ou affine.

De plus, jusqu’ici des le college et pour I'ins-
tant encore au lycée, on a acces a la géomé-
trie analytique, qui certes dérive de la précédente
mais est présentée de maniére autonome,
d’ou le travail dans le cadre analytique.

1 Ces idées sont développées dans Robert (2003), sans éclai-
rage particulier sur la géométrie dans I'espace.

2 Evidemment implicites

3 On sait depuis Hilbert qu’une telle démarche est légitime,
a condition d’admettre quelques axiomes supplémentaires
que, de toute fagon, on ne présente pas aux éléves (sans dom-
mage apparemment).
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2) Du plan a Pespace‘:
quels « accidents » ?
Quelles continuités ? Exemples

a) Droites et plans de lespace,
travail dans les cadres ponctuel ou affine

Certaines notions de géométrie dans
lespace, liées aux premieéres propriétés des
droites et des plans, sont des extensions « sans
accident » de notions de géométrie plane,
alors que pour d’autres®il y a des différences
importantes entre plan et espace. Cela peut
engendrer des exercices variés, soit pour faire
prendre conscience aux éleves de certaines rup-
tures, quitte a les étonner, soit pour exploi-
ter des continuités pour introduire de nouveaux
objets ou outils, grace a un probleme ou ils peu-
vent essayer d’utiliser ces continuités.

La petite série des « vrai ou faux » rédi-
gés ci-dessous, qui n’est pas originale, donne
des exemples d’occasion, pour des éleves de
seconde ou des étudiants de Capes, apres
avoir eu les définitions de géométrie dans
l'espace, d’y réfléchir, d’en discuter et de
mettre au point des preuves (contre-exemples
ou démonstrations).

Dans lespace :

Si deux droites n’ont aucun point commun
elles sont paralleles (accident !)

Si deux droites sont paralleles, elles sont
coplanaires (renforcement du précédent a pré-
ciser)

Si une droite D est parallele a une droite D’,

4 Nous donnons un sens élargi a la notion de cadre — cadre
plan et cadre espace.

5 C’est une interrogation systématique sur la nature
et la fonction des notions a enseigner, leur place dans
les programmes, les cadres ou elles peuvent interve-
nir, les problemes ou on peut les utiliser qui nous
amene a ces questions.
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et si D’ est parallele a une troisieme droite
D”, alors D est parallele a D” et les trois droites
sont coplanaires. (a la fois prolongement et
accident)

Si deux droites sont orthogonales a une
méme troisieme elles sont paralleles (acci-
dent ).

Par un point on peut mener une droite paral-
lele a une droite donnée et une seule (axio-
me encore vrai...).

Deux plans perpendiculaires & un méme
troisieme sont paralleles (accident !).

On peut aussi remarquer que les repré-
sentations de I'espace par des figures planes
(ou sur des écrans d’ordinateur) sont déja
source de rupture, puisqu’on ne peut plus se
fier a la position d’un point sur une droite par
exemple pour en inférer quelque chose. L'usage
de l'ordinateur peut contribuer a reconstrui-
re une certaine vision de I'espace grace au mou-
vement.

b) Travail dans le cadre vectoriel

En revanche, les notions comme celles
de barycentre ou de produit scalaire s’étendent
sans difficultés a ’espace : dés qu’on se place
en géométrie affine euclidienne, un certain
nombre de notions ont une définition générale
valable dans toutes les dimensions finies et
ce sont celles qui s’étendent sans difficultés.
La méme remarque s’applique aux transfor-
mations®.

Cela peut donner lieu a des exercices ou
les éleves généralisent eux-mémes les notions,

6 De méme en Capes, le théoreme de Thalés, notamment
dans sa version affine démontrée grace au caractére affine
des projections sur une droite parallelement a un plan, ou sur
un plan parallélement a une droite, se généralise sans acci-
dent mais les figures sont difficiles a construire.
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par exemple, sur les barycentres dans I’espa-
ce, le fait d’étudier l'isobarycentre de 4 points
d’abord coplanaires puis non coplanaires, en
changeant juste l'interprétation des résul-
tats, peut illustrer cette continuité.

3) De l’analytique au vectoriel,
une préparation a I’algébre linéaire

Nous suggérons qu'une des manieéres de
préparer l'introduction ultérieure de I'algebre
linéaire est de faire utiliser I'intermédiaire de
la géométrie analytique, plus familiere des
éleves, notamment dans ’espace, ou les pro-
blémes ne sont pas immédiats.

Les objets visés sont les vecteurs directeurs
ou normaux des droites et plans, par I'inter-
médiaires de leurs liens (outils) avec les équa-
tions correspondantes ; ce sont des exercices
d’identification ou d’intersection qui permet-
tent de les faire fonctionner comme outils et
en méme temps de se familiariser avec le fait
qu'une droite a deux équations cartésiennes
dans I'espace. Elles peuvent permettre aussi
de travailler les liens équations paramé-
triques/ équations cartésiennes.

Voici quelques exemples voir encadré de
la page suivante), inspirés notamment de
Pouvrage de Kletenik (1981) et de la brochu-
re Irem « De la géométrie analytique a 'algebre
linéaire » n°72 (1987).

Pour des raisons de commodités dans les
analyses de tdches nous avons regroupé les
exercices par types d’objets : plan/ plan, droi-
te/ plan, droite/ droite.

a) Il s’agit de reconnaitre les équations de
deux plans (connaissance nouvelle) puis
d’adapter a I’exercice la comparaison de leurs
vecteurs normaux (connaissance nouvelle)
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§’il y a coplanarité.
a)dx +2y—-42+5=0;
b)3x—-y-22-5=0;
¢) x—3z+2=0;
d)2x-5y+z=0;

e) l3x—2y+z+3=0
4x—-3y+4z+1=0;

) [bx—3y+22-5=0
2c—y—-2z-1=0;

g) (x=3+2t
y=5-3t
z2=2-2t(te R);
x+1 _y—-2 z+3

b) 3 ~ -3 " -2

i) (x=2t+5
y=—t+2
z=t-T@eR);

D oeoy=l _z

J)x_ _2 _3 ’
x+2 y-1

k) 3 T -2 ’

|

2x+y+2z-1=0.
x+9y—-32+2=0.
2x—6z-T7=0.

x+2z2-3=0.

3x—-2y+z+1=0.

4dx -3y +T7z-T7=0.

—

L’espace affine R?® est muni d’un repére orthonormé (O, i 7 s k ).

Parmi les douze groupes d’équations suivants, reconnaitre ceux qui correspondent a deux
plans (resp. droites, ou droite et plan) paralleles ou perpendiculaires. Préciser le cas échéant

—-3x+2y+32-5=0.

x—3y+6z+7=0.

x+3y+z+2=0,x

x=2t+1
y=3t-2
z=—-6t+1(teR)

x+y—-2=0
x—y—-5z-8=0.

-y—-32-2=0.
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pour revenir a une conclusion concernant la
position relative des deux plans. Ces vecteurs
ne sont ni colinéaires ni orthogonaux (utili-
sation du produit scalaire et relation de coli-
néarité) donc les plans ne sont ni paralleles
ni perpendiculaires. Leur intersection est une
droite dont les équations données représen-
tent les équations.

b) Les taches sont identiques a celles de
Pexercice précédent mais cette fois ci on trou-
ve que les vecteurs normaux sont orthogonaux
donc que les plans sont perpendiculaires.

¢) Les taches sont identiques a celles de
Pexercice a) avec des vecteurs normaux coli-
néaires donc des plans paralleles (si on veut
montrer qu’ils ne sont pas confondus il faut
exhiber un point n’appartenant qu’a un des
deux).

d) Les taches sont identiques a celles de
Pexercice a) avec un résultat analogue.

e) Il g’agit ici de reconnaitre les équa-
tions cartésiennes d’'une droite (connaissan-
ce nouvelle) et celle d’'un plan. Plusieurs
méthodes peuvent étre utilisées pour résoudre
Pexercice (choix)’.

On peut remarquer que le plan est stric-
tement paralléle un des plans définissant la
droite donc la droite est parallele au plan. Il
s’agit alors de mélanger les cadres analytique
et géométrique et de réactiver des connaissances
de géométrie dans 'espace de premiere.

On peut aussi, chercher d’abord les équa-
tions paramétriques de la droite (étape et
adaptation d’une connaissance nouvelle) pour
en déterminer un vecteur directeur (adapta-
tion d’'une connaissance nouvelle) et compa-
rer vecteur normal du plan et vecteur direc-
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teur de la droite (étape). On trouve que ces vec-
teurs sont orthogonaux donc que la droite est
paralléle au plan.

f) Les taches sont identiques a celles de
Pexercice précédent, les résultats analogues
avec cette fois ci la droite incluse dans le
plan.

g) Il s’agit de reconnaitre les équations para-
métriques d’'une droite (adaptation d’une
connaissance nouvelle) et 'équation d’un plan.
Un vecteur directeur est immédiatement iden-
tifiable puis on le compare a un vecteur nor-
mal du plan (adaptation d’'une connaissance
nouvelle). On trouve que les vecteurs ne sont
ni colinéaires ni orthogonaux donc que la
droite et le plan sont sécants.

h) On retrouve les équations cartésiennes
d’une droite dont les coordonnées d’un vecteur
directeur sont immédiates a trouver (adaptation
d’'une connaissance nouvelle) et d’'un plan
dont on détermine un vecteur normal. Ces vec-
teurs sont orthogonaux donc droite et plan sont
paralléles.

i) Il s’agit ici de reconnaitre les équations
de deux droites, paramétriques pour l'une, car-
tésiennes pour 'autre. Un vecteur directeur
de la premiere peut étre déterminé directement
alors que pour I'autre une des étapes peut étre
de déterminer ses équations paramétriques
avant d’en exhiber un vecteur directeur (étape
et adaptation de connaissances nouvelles).
On a alors a comparer les vecteurs directeurs
qui sont orthogonaux donc les droites sont ortho-
gonales. On peut poursuivre ’exercice en
montrant que les droites ne sont pas coplanaires.

j) Les taches sont les mémes que dans l'exer-

cice précédent mais on trouve ici que les vec-
teurs ne sont ici ni colinéaires ni orthogo-
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naux. On peut pour poursuivre I'exercice mon-
trer que ces droites ne sont pas coplanaires.

k) Il s'agit de reconnaitre les équations car-
tésiennes de deux droites. Pour la premiere
un vecteur directeur est « apparent » (adap-
tation de connaissance nouvelle), pour la
seconde il s’agit d’abord de trouver les équa-
tions paramétriques avant de déterminer un
vecteur directeur (étape et adaptation de
connaissance nouvelle). Les vecteurs directeurs
étant colinéaires, les droites sont paralleles.

4) Etudes des configurations
de ’espace : travail dans plusieurs
cadres au choix

a) Tétraedres orthocentriques

Dans l'espace la généralisation du tri-
angle, en termes d’invariants remarquables,
n’est pas le tétraedre quelconque mais le
tétraedre orthocentrique, c’est-a-dire le
tétraédre dont les quatre hauteurs sont
concourantes (ou les arétes deux a deux
orthogonales).

Ceci peut alimenter un probléme qui peut
aller assez loin, avec une variété de méthodes
tres grande® qui peut étre source de com-
mentaires en partie non improvisés.

Les premieéres questions qui peuvent se
poser sont les suivantes : Est-ce que le
tétraédre a un isobarycentre et comment
généraliser les médianes ? A-t-il une sphe-
re circonscrite ? Est-ce que ses hauteurs se
coupent ? Et dans le cas ou il y a un ortho-
centre, ce dernier, le centre de la sphere cir-

8 C’est une réflexion sur les connaissances a mettre
en ceuvre et leurs adaptations qui inspirent ce para-
graphe.

9 Une version plus compléte est rédigée intégralement dans
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conscrite et isobarycentre sont-ils alignés
(droite d’Euler) ?

Le probléeme suivant présente une version
de ces questions®, avec la possibilité de faire
des démonstrations en vectoriel ou en géométrie
«ponctuelle », comme nous allons le montrer
sur une question. On peut aussi ’'aborder en
analytique (on reviendra sur le travail dans
ce cadre).

Dans l'espace soit ABCD un tétraedre.

1) Montrer qu’il existe une spheére circons-
crite a ce tétraedre.

2) Montrer que si les hauteurs du tétraedre
se coupent (propriété 1), les arétes opposées
(AB) et (CD), (AC) et (BD), (AD) et (BC) sont
orthogonales.

Montrer qu’il suffit de montrer la propriété
pour deux des couples précédents.

3) Trouver un tétraedre dont les hauteurs ne
se coupent pas.

On admet la réciproque de la propriété 1 et
on appelle tétraedre orthocentrique un
tétraedre vérifiant la propriété 1. On appel-
le orthocentre le point d’intersection des 4
hauteurs.

4) Montrer qu’un tétraedre ABCD est ortho-
centrique si et seulement si (i) chaque som-
met se projette en I'orthocentre de la face oppo-
sée.

(i1) les longueurs des arétes opposées véri-
fient AB? + CD? = AC? + BD? = AD? + BC?

(iii) les segments joignant les milieux des arétes
opposées ont méme longueur.

un polycopié destiné aux étudiants de Capes de I'Universi-
té de Versailles St Quentin. On trouve aussi une étude trés
compléte de ce type de tétraédre dans Sortais, Géométrie
de I'espace et du plan (pp313-329).
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5) Montrer que dans un tétraedre ortho-
centrique, l'isobarycentre, le centre de la
sphere circonscrite et 'orthocentre sont ali-
gnés, et donner leur position respective sur
cette droite.

6) Montrer quun tétraedre régulier est ortho-
centrique. Que devient la droite d’Euler ?

Donnons quelques éléments précisant
nos intentions.

1) Une idée de point de départ, éven-
tuellement a faire rappeler, peut étre la géné-
ralisation de la méthode qui sert & démontrer
que le centre du cercle circonscrit & un triangle
quelconque est le point d’intersection des
médiatrices (grace a I'utilisation de la carac-
térisation « métrique » de ces droites).

On engage alors le travail sur 'utilisation
des plans médiateurs des arétes.

Les plans médiateurs de [AB] et de [AC]
se coupent car les deux segments sont sécants.
La droite d’intersection A est 'ensemble des
points équidistants de A, B et C ; elle est per-
pendiculaire au plan ABC car elle est ortho-
gonale & deux droites sécantes de ce plan,
(AB) et (AC) ; et elle coupe le plan ABC en o,
centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Mais ¢a ne suffit pas, il manque encore D !

On recommence, en veillant a ce que
les droites qui devront se couper a la fin
soient coplanaires. De méme les plans média-
teurs de [AC] et [AD] se coupent en A’, qui
est dans le plan médiateur de [AC] comme
A (on a choisi une aréte commune, pour
garantir la coplanarité nécessaire). Ces deux
droites A et A’ sont sécantes — sinon les
plans ABC et ACD seraient confondus (paral-
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leles, avec une droite commune, (AC)). Le point
d’intersection est équidistant des quatre
sommets et donc centre de la sphere cir-
conscrite cherchée. La démonstration garan-
tit 'unicité de cette sphere.

2) Une idée intéressante pour cette démons-
tration et aussi pour celles de la question 4)
sur lesquelles nous ne reviendrons pas, est le
choix entre une méthode vectorielle, assez
automatique, et une méthode plus géomé-
trique, qui permet mieux de décomposer les
choses.

Appelons A, B, C, D les sommets du
tétraedre et H le point d’'intersection des hau-
teurs (droites menées d’'un sommet perpen-
diculairement a la face opposée).

Montrons que (AB) est orthogonale a
(CD). Vectoriellement, on calcule le produit sca-
laire suivant, en espérant qu’on pourra mon-
trer qu’il est nul !

AB.CD =(AH + HB), CD = AH.CD + HB.CD

Or (AH) est perpendiculaire au plan BCD
donc a la droite (CD) de ce plan ; (BH) est per-
pendiculaire au plan ACD donc & la droite (CD)
de ce plan. Les deux produits scalaires inter-
médiaires sont nuls d’ot1 le résultat cherché.

Géométriquement, on remarque que
pour démontrer que (CD) est orthogonale a
(AB) un bon moyen est de démontrer que (CD)
est perpendiculaire a un plan contenant
(AB). Le plan AHB est tout indiqué : il
contient deux droite (AH) et (BH) sécantes
orthogonales a (CD).

On peut dégager, mise a part la métho-

de générale choisie pour démontrer ce type
d’orthogonalité (droite/droite), le jeu habituel
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entre la définition de 'orthogonalité plan/droi-
te (obtenue dés qu’on a deux droites sécantes
du plan orthogonales a la droite donnée) et I'uti-
lisation de la propriété (alors toute droite du
plan est orthogonale & la droite donnée).
D’autre part on peut faire constater a poste-
riori que ce sont exactement les mémes démons-
trations !

3) La on est dans le domaine de la pro-
duction d’un contre-exemple. I'imagination,
aidée par des figures, a le beau role... Mais
plus c’est simple mieux c’est ! On a choisi de
se placer en analytique, en prenant des points
de coordonnées entieres, tres simples. L’'idée
a été de se donner une hauteur dans un plan
de coordonnées et de garantir, grace au choix
du 4eme sommet qu'une autre hauteur n’est
pas coplanaire a la premiere.

Deux hauteurs du tétraedre déterminé par
les points A (-1,0,0), B (1,0,0), C (0,1,0) et
D (0,0,1) ne se coupent pas : celle issue de D
(Iaxe (Oz) et celle issue de A (qui ne lui est
pas coplanaire). Sinon le point C appartien-
drait au plan ABD.

5) On peut indiquer aux éléves qu'une piste
classique, qui peut étre suivie ici, pour démon-
trer que trois points sont alignés dans l’espa-
ce, quand on n’a pas leurs coordonnées, est de
montrer qu’ils appartiennent tous les trois a
deux plans sécants : les points sont alors ali-
gnés sur la droite d’intersection de ces plans
(changement de point de vue : on passe de «
Iintersection de deux plans est une droite »
a « des points sont alignés s’ils appartien-
nent a l'intersection de deux plans »). La
méme idée fournit d’ailleurs une démonstra-
tion élégante du théoréme de Desargues...

«Reste » & trouver ces plans... Il s’agit des
plans perpendiculaires aux faces du tétraedre
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et les coupant selon la droite d’Euler du tri-
angle correspondant.

Des questions intermédiaires peuvent
étre proposées comme :

Montrer que les points G, H, O (resp. iso-
barycentre de ABCD, orthocentre de ABCD
et centre de la spheére circonscrite 8 ABCD)
appartiennent au plan perpendiculaire a
(BCD) et passant par la droite d’Euler de
BCD. On laisse les éléves adapter a un
deuxiéme plan.

On peut encore plus préciser en deman-
dant de vérifier que A est dans ce plan (du fait
que (AH) est perpendiculaire 4 BCD et coupe
BCD en son orthocentre h, qui est sur la droi-
te d’Euler de BCD ; on demande alors de jus-
tifier que G est dans ce plan (dans la mesu-
re ou A et g, isobarycentre de BCD sont dans
le plan). La démonstration faite dans la pre-
miere question, adaptée a BCD, entraine que
O est aussi dans le plan, car (Oq) est dedans,
ou q désigne le centre du cercle circonscrit a
BCD (changement de point de vue : on passe
de «(Oq) perpendiculaire 8 BCD en q » & « (Oq)
appartient & un plan perpendiculaire en une
droite passant par q 4 BCD »).

On voit qu’on a affaire & une démons-
tration a étapes, ou les connaissances a uti-
liser, mises a part les définitions des
points et droites remarquables, sont des
variations autour de la définition de plan
perpendiculaire a un autre, changements
de points de vue ou adaptations autour des
propriétés suivantes : une perpendicu-
laire a4 un plan en un point du plan appar-
tient a tout plan perpendiculaire au pre-
mier plan passant par ce point ; si une droite
est dans un plan tout point de la droite est
dans le plan.
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Cela peut permettre d’insister sur la
nécessité de ces changements de points de vue
en géométrie (a tenter en cas de blocage !).

11y a des pistes pour prolonger ce type de
probléme : du c6té des patrons — et du coté des
tétraédres équifaciaux par exemple.

b) Un complément sur les tétraedres
orthocentriques :
petite incursion en analytique

Tout sommet d’'un tétraedre orthocen-
trique se projette sur I'orthocentre de la face
opposée et réciproquement si un sommet se
projette sur I'orthocentre de la face opposée,
le tétraedre est orthocentrique, nous venons
de le rappeler.

Ceci peut engendrer un probleme de réso-
lution de systéme linéaire avec une infinité
de solutions dépendant d'un parameétre, inter-
prétable géométriquement *°.

On se place dans I'espace muni d’un repe-
re orthonormé. On se donne trois points A, B
C par leurs coordonnées, non alignés et on
demande de trouver ’ensemble des points D
tels que le tétraedre ABCD soit orthocen-
trique : on doit trouver une droite.

En voici (encadré ci-contre) une version
assez simple, les calculs se modifient en chan-
geant les coordonnées de A, B et C, mais la
résolution du systéme est du méme modele.

ABC est un triangle équilatéral (donc
AB = AC = BC). On cherche l'orthocentre du
triangle ABC. C’est O (on peut remarquer

10 Cela a été proposé a des étudiants de premiére année
d’université dans un module de géométrie affine.
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L’espace affine R® est muni d’un repere

orthonormé (O, i , j , k ). On considere les
trois points A, B, C de coordonnées (0, 2, 0),
(V3,-1,0),(-=V3,-1,0).

Montrer que ces points ne sont pas alignés
(et forment un triangle équilatéral- facultatif).
Chercher tous les points M de coordonnées
(x,y,2) tels que le tétraedre MABC soit ortho-
centrique.

Chercher les tétraedres réguliers parmi les
solutions.

que O est aux deux-tiers a partir de A de la
médiane (segment intérieur au triangle) issue

de A).

Les coordonnées cherchées sont solution
d’un systéme obtenu a partir des équations vec-
torielles traduisant 'orthogonalité de (OM) et
du plan ABC :

— —
OM.i=0et OM.j=0.

On trouve tous les points (0, 0, z) — et seule-
ment eux, comme prévu.

On a déja MA = MB = MC car les points
de (Oz) sont équidistants de A, B et C. On véri-
fie, en égalant MA et AB, qu’il y a deux
tétraedres réguliers parmi ces tétraedres
orthocentriques, obtenus pour z = V2 /2 et
z =—2/2. On a le méme type de résultat en
faisant chercher les quadrilateres dont les
milieux sont donnés (parallélogramme) (cf.
Robert, 1995).

¢) Le cube et les polygones réguliers :
une animation sur logiciel et encore

un grand choix de cadres

L’exercice suivant est tres classique —
simplement il peut étre I'occasion de revenir
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aux définitions de polygones réguliers plans.
Il s’agit d’étudier l'intersection d’'un cube et
des plans perpendiculaires & une grande dia-
gonale de ce cube. On peut travailler aussi bien
dans le cadre vectoriel que dans le cadre ponc-
tuel qu’en analytique.

Une animation sur un logiciel de géomé-
trie dynamique permet de bien explorer le pro-
bléme en faisant varier le plan perpendiculaire
ala diagonale et en faisant visualiser I'inter-
section.

C’est au moment de la démonstration du
fait que ’hexagone des milieux est régulier qu'on
peut revenir sur la définition des polygones
réguliers dans le plan.

Conclusion : géométrie dans I’espace,
changements de cadres et démarche
expérimentale ?

Revenons aux difficultés des éleves et a
des modalités de travail sur les exercices qui
pourraient aider les éleves, en particulier
dans leur recherche. Notamment y a-t-il des
exercices qui peuvent étre facilités par une ani-
mation logicielle ?

Les différents cadres ne sont pas équivalents
a cet égard. Autant le travail en analytique
et en géométrie vectorielle ne nécessite que
peu de recours aux figures, autant le travail
dans le cadre ponctuel ou affine s’appuie
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sur les représentations des configurations,
et encore plus §’il faut commencer par énon-
cer une conjecture.

On peut se demander si les éleves qui se
plaignent « de ne pas voir dans ’espace » peu-
vent modifier cette représentation par un
travail sur logiciel - les quelques expériences
que nous avons eues en Capes oll nous avons
utilisé Géospace nous amenent a confirmer que
la question se pose tout a fait et n’est pas simple.

Pour ces éleves-la, la possibilité d’'un tra-
vail sur les cadres algébriques est trés impor-
tante, cependant on peut espérer que le tra-
vail sur des exercices ou on peut les amener
a faire des changements de cadres avec les
cadres ponctuels, facilités par 'usage d'un
logiciel « qui dessine bien » et qui illustre les
invariances, contribueront a une certaine
familiarisation.

Réciproquement, pour les éleves qui se
contenteraient de constater sur 'ordinateur,
la possibilité de demander une démonstra-
tion dans un cadre algébrique ouvre des
perspectives d’enrichissement du travail
géométrique.

Ainsi la possibilité de disposer d’énon-
cés d’exercices consistants permettant un tra-
vail dans plusieurs cadres reste intéressan-
te y compris dans la perspective d’intégration
de logiciels de géométrie dynamique.
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